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第一章 行列式

1.1 重要性质

1. 行列式与它的转置行列式相等.

2. 互换行列式的两行 (列), 行列式变号.

3. 行列式某一行 (列) 所有元素的公因子可以提到行列式符号的外面.

4. 若行列式的某一行 (列) 的元素都是两数之和, 那么行列式等于两个行列式的和.

5. 行列式某一行 (列) 加上另外一行 (列) 的 k 倍, 行列式值不变.

1.2 典型行列式计算

1.2.1 对角行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 ∗

a22
. . .

0 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0

a22
. . .

∗ ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a1n

a2(n−1)

· · ·
an1 ∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∗ a1n

a2(n−1)

· · ·
an1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)
n(n−1)

2 a1na2(n−1) . . . an1

1
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1.2.2 范德蒙行列式

此类型关键在于转化为对应形式.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

x1 x2 · xn

x2
n x2

2 x2
3 · x2

n
... ... ... . . . ...

xn−1
1 xn−1

2 xn−1
3 · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi)

例 1.2.1 计算行列式

Dn+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an (a− 1)n · · · (a− n)n

an−1 (a− 1)n−1 · · · (a− n)n−1

... ... . . . ...
a a− 1 · · · a− n

1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解 从第 n+ 1 行开始, 第 n+ 1 行经过 n 次相邻对换, 换到第一行; 第 n 行经过 n− 1

次对换换到第 2 行;…; 经 n+ (n− 1) + · · ·+ 1 = n(n+1)
2
次行变换, 得

Dn+1 = (−1)
n(n+1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

a a− 1 · · · a− n
... ... . . . ...

an−1 (a− 1)n−1 · · · (a− n)n−1

an (a− 1)n · · · (a− n)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
此行列式为范德蒙行列式, 可得

Dn+1 =(−1)
n(n+1)

2

∏
1≤i<j≤n+1

[(a− j + 1)− (a− i+ 1)]

= (−1)
n(n+1)

2

∏
1≤i<j≤n+1

(i− j)

= (−1)1+2+···+n
∏

1≤i<j≤n+1

(i− j)

=
∏

1≤i<j≤n+1

(j − i)

评注: 此题和范德蒙行列式形式类似, 交换顺序即可求解.
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例 1.2.2 求方程∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

−1 1 2 3

1 1 4 15

1 x x2 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

2 1 2 5

1 1 4 15

1 x x2 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

1 2 4 8

0 2 5 12

1 x x2 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

的根.

解 由题意知

左 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

1 2 4 8

1 1 4 15

1 x x2 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

1 2 4 8

0 2 5 12

1 x x2 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

1 2 4 8

1 3 9 27

1 x x2 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

即 (2− 1)(3− 1)(x− 1)(3− 2)(x− 2)(x− 3) = 0, 所以方程的根为 x = 1, 2, 3.

评注: 该题应用重要性质 1,4 以及范德蒙行列式的计算.

例 1.2.3 (⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆) 缺项范德蒙行列式的计算: 求行列式

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

a b c

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣ 的值.

解 构造∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

a b c y

a2 b2 c2 y2

a3 b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (b− a)(c− b)(c− a)(y − a)(y − b)(y − c)

= [−y3 + (a+ b+ c)y2 − (ab+ ac+ bc)y + abc](a− b)(a− c)(b− c)

= (b− a)(c− b)(c− a)(a+ b+ c)y2 + · · ·

根据行列式性质可知,−

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

a b c

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣ 实际上是 y2 的系数, 所以

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

a b c

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣ = −(b− a)(c− b)(c− a)(a+ b+ c)
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评注: 缺项范德蒙行列式的计算需要先补成范德蒙行列式的形式, 然后寻找对应展开项
求解.

1.2.3 箭式行列式

(⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆) 箭型 (爪型) 行列式关键在于化为上三角或下三角行列式后计算.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 a2 a3 · · · an

b2 x2 0 · · · 0

b3 0 x3 · · · 0
... ... ... . . . ...
bn 0 0 · · · xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 −
n∑

k=2

akbk
xk

0 0 · · · 0

b2 x2 0 · · · 0

b3 0 x3 · · · 0
... ... ... . . . ...
bn 0 0 · · · xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
x1 −

n∑
k=2

akbk
xk

)
n∏

k=2

xk

例 1.2.4 计算行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 1 1 · · · 1

1 a1

1 a2
... . . .
1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 1 1 · · · 1

1 a1

1 a2
... . . .
1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 −
n∑

k=1

1
ak

1 1 · · · 1

a1

a2
. . .

an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
a0 −

n∑
k=1

1

ak

)
n∏

k=1

ak

例 1.2.5 计算行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 1 1 1 1

1 1 + a2 1 1 1 1

1 1 1 + a3 1 1 1

1 1 1 1 + a4 1 1

1 1 1 1 1 + a5 1

1 1 1 1 1 1 + a6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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解

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 1 1 1 1

1 1 + a2 1 1 1 1

1 1 1 + a3 1 1 1

1 1 1 1 + a4 1 1

1 1 1 1 1 + a5 1

1 1 1 1 1 1 + a6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 1 1 1 1

−a1 a2 0 0 0 0

−a1 0 a3 0 0 0

−a1 0 0 a4 0 0

−a1 0 0 0 a5 0

−a1 0 0 0 0 a6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(将第 1 行的 −1 倍加到下面每一行)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 +
a1
a2

+ · · ·+ a1
an

1 1 1 1 1

0 a2 0 0 0 0

0 0 a3 0 0 0

0 0 0 a4 0 0

0 0 0 0 a5 0

0 0 0 0 0 a6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(将每一列的

a1
an
加到第 1 列)

=

(
1 +

6∑
i=1

1

ai

)
6∏

i=1

ai

1.2.4 各行 (列) 之和相等型
(⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆) 采取累加后提取公因子的方式处理.

例 1.2.6 计算行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ a1 a2 a3 · · · an

a1 x+ a2 a3 · · · an

a1 a2 x+ a3 · · · an
... ... ... . . . ...
a1 a2 a3 · · · x+ an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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解 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ a1 a2 a3 · · · an

a1 x+ a2 a3 · · · an

a1 a2 x+ a3 · · · an
... ... ... . . . ...
a1 a2 a3 · · · x+ an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ a1 + a2 + · · ·+ an a2 a3 · · · an

x+ a1 + a2 + · · ·+ an x+ a2 a3 · · · an

x+ a1 + a2 + · · ·+ an a2 x+ a3 · · · an
... ... ... . . . ...

x+ a1 + a2 + · · ·+ an a2 a3 · · · x+ an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

(
x+

n∑
k=1

ak

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a2 a3 · · · an

1 x+ a2 a3 · · · an

1 a2 x+ a3 · · · an
... ... ... . . . ...
1 a2 a3 · · · x+ an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
x+

n∑
k=1

ak

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a2 a3 · · · an

0 x 0 · · · 0

0 0 x · · · 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
x+

n∑
k=1

ak

)
xn−1

评注: 每一行的和都相同, 将各列统统加到第一列, 即可提取出来, 最终化为上三角或
下三角行列式.

1.2.5 三对角行列式

(⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆) 采用递推关系式求解.

例 1.2.7 求下面行列式的值.

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ b ab

1 a+ b ab

1 a+ b
. . .

. . . . . . ab

1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解 按第 1 行展开:

Dn = (a+ b)Dn−1 − abDn−2
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这是高中常见的二阶线性递推, 可以直接求解. 也可变形为

Dn − aDn−1 = b(Dn−1 − aDn−2)

由于初始条件 D1 = a+ b

D2 = (a+ b)2 − ab = a2 + ab+ b2

从而
Dn − aDn−1

bn
=

Dn−1 − aDn−2

bn−1
=

D2 − aD1

b2
= 1

所以

Dn − aDn−1 = bn

由对称性

Dn − bDn−1 = an

联立并结合初始条件解得

Dn =
n∑

k=0

akbn−k =

nan, a = b

an+1−bn+1

a−b
, a ̸= b

例 1.2.8 计算行列式

D5 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− a a 0 0 0

−1 1− a a 0 0

0 −1 1− a a 0

0 0 −1 1− a a

0 0 0 −1 1− a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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解 设 D5 左上角的 k 阶子式为 Dk, 由于 Dk 形式相似, 故先将 2 ∼ 5 行加到第 1 行再

按第 1 行展开可得

D5 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−a 0 0 0 1

−1 1− a a 0 0

0 −1 1− a a 0

0 0 −1 1− a a

0 0 0 −1 1− a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −a · (−1)1+1D4 + (−1)1+5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1− a a 0

0 −1 1− a a

0 0 −1 1− a

0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −D4 + 1

= · · · (逐次利用递推公式)

= 1− a+ a2 − a3 + a4 − a5

1.2.6 两线型行列式

(⋆ ⋆ ⋆) 直接展开法或数学归纳法.

例 1.2.9 证明

D2n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an bn
. . . ...

a1 b1

c1 d1
... . . .

cn dn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
i=1

(aidi − bici)

解 当 n = 2 时 ∣∣∣∣∣a1 b1

c1 d1

∣∣∣∣∣ = a1d1 − b1c1

因而原命题成立.
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假设当 n = k 时原命题成立, 即

D2k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ak bk
. . . ...

a1 b1

c1 d1
... . . .

ck dk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

k∏
i=1

(aidi − bici)

则 n = k + 1 时

D2(k+1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ak+1 bk+1

. . . ...
a1 b1

c1 d1
... . . .

ck+1 dk+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=ak+1dk+1D2k − bk+1ck+1D2k(按第一行展开)

=D2k(ak+1dk+1 − bk+1ck+1)

=
k+1∏
i=1

(aidi − bici)

由数学归纳法原理, 原命题成立.

评注: 出现无穷个数, 且形式有规律, 则可以考虑采用数学归纳法.

1.2.7 一类特殊行列式的计算

(⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆) 特征: 含较多某元素或相邻行 (列) 差相同

例 1.2.10 计算行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 2 · · · 2

2 2 2 · · · 2

2 2 3 · · · 2
... ... ... . . . ...
2 2 2 · n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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解 先给其它列减去第 1 列, 再按第二列展开:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 2 · · · 2

2 2 2 · · · 2

2 2 3 · · · 2
... ... ... . . . ...
2 2 2 · n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

2 0 0 · · · 0

2 0 1 · · · 0
... ... ... . . . ...
2 0 0 · · · n− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 · · · 0

2 1 · · · 0
... ... . . . ...
2 0 · · · n− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −2(n− 2)!

评注: 每行含有较多的 2, 因此考虑用第一行 (列) 去消其他行列中的 2, 使其化为 0, 进
而化为上三角或下三角求解.

例 1.2.11 计算 n 阶矩阵 Dn = (aij)n 的行列式, 其中 aij = |i− j|.

解 由 Dn 定义知

|Dn| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 · · · n− 2 n− 1

1 0 1 · · · n− 3 n− 2

2 1 0 · · · n− 4 n− 3
... ... ... . . . ... ...

n− 2 n− 3 n− 4 · · · 0 1

n− 1 n− 2 n− 3 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 · · · n− 2 n− 1

1 −1 −1 · · · −1 −1

1 1 −1 · · · −1 −1
... ... ... . . . ... ...
1 1 1 · · · −1 −1

1 1 1 · · · 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 · · · n− 2 n− 1

1 −1 −1 · · · −1 −1

0 2 0 · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0

... 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n−1+n · 2(−1)n−2+n−1 · 2 · · · (−1)2+3 · 2

∣∣∣∣∣0 n− 1

1 −1

∣∣∣∣∣
= (−1)n−1(n− 1) · 2n−2

第一个等号成立的原因是给行列式每一行减其上面的一行, 第二个等号成立的原因时给
行列式每一行减其上面的一行, 第三个等号成立的原因时依次按最后一行展开 n− 2 次.

评注: 本题的关键是观察 |Dn| 得到相邻两行差为一并作这个差, 然后对新的行列式再
次逐行做差消去其中大多数项, 形成可以行展开计算的形式.
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1.2.8 抽象行列式的计算

(⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆) 关键: 灵活运用行列式的加减法. 这种题一般看似难度大, 实则只要多分
析, 多尝试, 很快就能找到突破口.

例 1.2.12 已知 δ1, δ2, δ3,β,γ 均为 4维列向量,且A = (δ1, δ2, δ3,β),B = (δ1, δ2, δ3,γ).
若 |A| = 3,|B| = 2, 求 |A+ 2B|.

解 由 A+ 2B = (3δ1, 3δ2, 3δ3,β + 2γ) 知

|A+ 2B| = |3δ1, 3δ2, 3δ3,β + 2γ| = 27|δ1, δ2, δ3,β + 2γ|
= 27(|δ1, δ2, δ3,β|+ 2|δ1, δ2, δ3,γ|) = 27(|A|+ 2|B|)
= 189

1.3 克莱姆法则

克莱姆 (Cramer) 法则 对于 n 个未知数,n 个方程的线性方程组
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · ·

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

如果它的系数行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0

则方程组有唯一解

x1 =
D1

D
, x2 =

D2

D
, . . . , xn =

Dn

D

其中 Dj 是将 D 的第 j 列元素依次用方程右端的常数项替换所得的 n 阶行列式.
将克莱姆法则用于齐次线性方程组可得:
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推论 n 个未知数,n 个方程的齐次线性方程组
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0

· · ·

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = 0

只有零解的充分必要条件它的系数行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0

例 1.3.1 解线性方程组 
2x1 − x2 + x3 = 0

3x1 + 2x2 − 5x3 = 17

x1 + 3x2 − 2x3 = 13

解 系数行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 1

3 2 −5

1 3 −2

∣∣∣∣∣∣∣ = 28 ̸= 0

所以方程有唯一解. 由

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣
0 −1 1

17 2 −5

13 3 −2

∣∣∣∣∣∣∣ = 56, D2 =

∣∣∣∣∣∣∣
2 0 1

3 17 −5

1 13 −2

∣∣∣∣∣∣∣ = 84, D3 =

∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 0

3 2 17

1 3 13

∣∣∣∣∣∣∣ = −28

得方程组的唯一解为

x1 =
D1

D
= 2, x2 =

D2

D
= 3, x3 =

D3

D
= −1

评注: 克莱姆解方程要手开行列式, 计算量巨大, 一般具体方程能不使用就不适用 (除
非明确要求).

例 1.3.2 当 λ 取何值时, 齐次线性方程组


λx+ y + z = 0

x+ λy + z = 0

x+ y + λz = 0

有非零解?
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解 所给齐次线性方程组有非零解等价于系数行列式 D = 0, 而

D =

∣∣∣∣∣∣∣
λ 1 1

1 λ 1

1 1 λ

∣∣∣∣∣∣∣ = (λ+ 2)(λ− 1)2 = 0

得 λ = 1,−2. 验证可得 λ = 1,−2 时原方程分别有非零解.

1.4 课本上一些需要关注的习题

例 1.4.1 计算 n 阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 · · · 0 1 0

0 · · · 2 0 0
... . . . ... ... ...

n− 1 · · · 0 0 0

0 · · · 0 0 n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解 按第 n 行展开, 有

D = (−1)n+nn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 · · · 0 1

0 · · · 2 0
... . . . ... ...

n− 1 · · · 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= n · (−1)

(n−1)(n−2)
2 (n− 1)! = (−1)

(n−1)(n−2)
2 n!

评注: 观察可知按最后一行展开可化为熟悉的对角行列式. 也可也通过行 (列) 胡奥换
化为对角行列式计算.

例 1.4.2 计算 n 阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y 0 · · · 0 0

0 x y · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 · · · x y

y 0 0 · · · 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解 按第 1 列展开, 有

D = x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y · · · 0 0

0 x · · · 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 · · · 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)n+1y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y 0 · · · 0 0

x y · · · 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 · · · x y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= xn − (−y)n
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评注: 该行列式为两线型行列式, 可采取前面介绍的直接展开法或数学归纳法处理.

例 1.4.3 计算行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a1 1 1 · · · 1

1 1 + a2 1 · · · 1
... ... ... . . . ...
1 1 1 · · · 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, a1a2 · · · an ̸= 0

解 第 2, 3, . . . , n 行分别减去第 1 行, 就转化为了爪形行列式, 可以直接计算得

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a1 1 1 · · · 1

−a1 a2 0 · · · 0
... ... ... . . . ...

−a1 0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
1 +

n∑
k=1

1

ak

)
n∏

k=1

ak

评注: 该题含较多的 1, 故考虑将较多 1 化为 0, 成为箭型行列式, 再处理即可. 此题是
一种比较常见的结构, 多见于期中考试 (线代高代都出过), 务必眼熟. 此题的另一种做法
是加边法: 最上方加一行 (全 0), 最右方加一行 (全 1), 变成∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 · · · 0

1 1 + a1 1 1 · · · 1

1 1 1 + a2 1 · · · 1
... ... ... ... . . . ...
1 1 1 1 · · · 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
然后行变换消成爪形行列式. 读者可以自行尝试.

例 1.4.4 计算行列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− a21 −a1a2 · · · −a1an

−a2a1 λ− a22 · · · −a2an
... ... . . . ...

−ana1 −ana2 · · · λ− a2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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解 第 i(2 ≤ i ≤ n) 行加上第 1 行的 − ai
a1
倍, 第 j(2 ≤ j ≤ n) 列的 −aj

a1
倍加到第 1 行

得

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− a21 −a1a2 · · · −a1an

−a2
a1
λ λ · · · 0

... ... . . . ...
−an

a1
λ 0 · · · λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ−
n∑

i=1

a2i −a1a2 · · · −a1an

0 λ · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λn−1

(
λ−

n∑
i=1

a2i

)

评注: 该题需要特别注意, 后面章节会遇到. 此题也可用加边法解决, 读者可自行尝试.



第二章 矩阵

2.1 知识点剖析与总结

1. 一个一阶方阵 [a] 也可以写作 a, 与一个数不予区分, 可以视为等同.

2. 若 α 为行向量, 则 ααT 为一个数, 即行列向量相乘得一个数;αTα 为一个秩为零

或一的方阵, 秩为零还是一取决于 α 是否为零向量.

3. AAT 主对角线元素 ⟨AAT ⟩ii =
n∑

k=1

a2ik

4. A−1 +B−1 ̸= (A+B)−1, 但二者可建立联系:

(A−1 +B−1)−1 = A(A+B)−1B = B(A+B)−1A

(证明见本章例 10)

5. 逆矩阵的定义即为相乘等于单位阵, 欲证 A−1 = B, 只需证 AB = I; 欲证 A 可

逆, 找出 B 使得 AB = I 即可, 一个矩阵的逆矩阵是唯一的, 且只有方阵才有逆
矩阵.

6. r(A∗) =


n, r(A) = n

1, r(A) = n− 1

0 r(A) < n− 1

(重要结论, 课本 p165 T5)

7. (AB)T = BTAT

8. 反对称矩阵: 若方阵 B = (bij)n×n 满足 BT = −B, 或 bij = −bji 则称 B 为反对称

矩阵

注: 任一 n 阶方阵 A 都可以表示为对称矩阵与反对称矩阵之和.

A =
1

2
(A+AT ) +

1

2
(A−AT )

9. 设 n 阶方阵 A 可逆, 则 (A∗)∗ = [det(A)]n−2A

16
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10. 同型矩阵 Am×n 与 Bm×n 等价 ⇐⇒ r(A) = r(B)(课本 p77 T5)

11. 满秩方阵乘矩阵后, 矩阵的秩不改变

12. 转置等于逆的矩阵为正交矩阵, 正交矩阵的行列式一定是 1, 每个元素的代数余子
式都是自己, 正交矩阵的逆, 转置及伴随阵为同一个矩阵, 且均为正交矩阵

13. 实对称矩阵的逆也是实对称矩阵

2.2 精选例题

2.2.1 矩阵乘法与乘幂

例 2.2.1 设 α ∈ R3, 若 ααT =

 1 −1 1

−1 1 −1

1 −1 1

, 求 αTα.

答案 3.

解 法 I. 设 α = (x, y, z)T , 则

ααT =

x2 xy xz

xy y2 yz

xz yz z2

 =

 1 −1 1

−1 1 −1

1 −1 1


所以

αTα = x2 + y2 + z2 = 3

法 II. 由 ααT =

 1 −1 1

−1 1 −1

1 −1 1

 知

ααTααT =

 3 −3 3

−3 3 −3

3 −3 3

 = 3ααT

又 αTα 是一个数, 因而 ααTααT = (bmαTα)ααT , 所以 αTα = x2 + y2 + z2 = 3.
法 III. 直接利用结论, 若 α 为行向量, 则 αTα 为一个数, 其值为矩阵 ααT 主对角

线元素之和. 故直接将所给矩阵主对角线元素相加的值为 3.
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注: 行列向量的乘积是矩阵运算中经常涉及到的内容, 法 I 其原理, 法 II 是常见的处理
方法, 法 III 是结论, 当在解题过程中碰到有关行列向量乘积的问题时应试着往这方面
想.

例 2.2.2 (⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆) 设 A 是 m× n 实矩阵, 证明

AAT = O ⇐⇒ A = O

解 “⇐” 显然.“⇒”: 由于对任意 i = 1, 2, . . . , n,

⟨AAT ⟩ii =
n∑

k=1

a2ik = 0

所以 aik = 0,∀k = 1, 2, . . . , n, 于是任意 i 行均为零行, 于是 A = O.

评注: 此题相当于找到一行数的平方和为零问题, 从而证明各个元素都是零.

例 2.2.3 (课本 P46:T10)

(1) 设 A =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1

0 2 0

1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣, 求 An − 2An−1(n = 2, 3, . . .);

(2) 设 α = (1, 2, 3),β = (1, 1
2
, 1
3
),A = αTβ 求 An(n = 2, 3, . . .).

答案 (1)O; (2)3n−1

∣∣∣∣∣∣∣
1 1

2
1
3

2 1 2
3

3 3
2

1

∣∣∣∣∣∣∣
分析 见课本 P311, 第二问抓住 βαT 是一个数.

例 2.2.4 设 a = (1, 2, 3), b = (1,−1, 1), 求 (aTb)2017.

解 显然不能直接硬算, 应利用矩阵运算规则先做简化处理, 利用 baT 是一个常数 2 合

并中间项可得

(aTb)2017 = 22016aTb = 22016

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1

2 −2 2

3 −3 3

∣∣∣∣∣∣∣
求矩阵幂的方法

1. 归纳猜想, 计算几次后发现规律, 再用归纳法严格证明

2. 若能分解成列行向量相乘的形式, 则利用结合律提出行列向量相乘的部分
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3. 若能分解成 P−1AP (A 为对角阵), 则中间的 PP−1 部分全部抵消, 转换成对角阵
的幂, 再乘以两端的 P,P−1, 这种方法是非常常见且有效的一种方法

4. 分块对角阵求幂

5. 若 A 可分解为 A = F +G,F,G 的幂便于计算, 且满足 FG = GF , 则可利用二
项式定理计算 An.

2.2.2 方阵的行列式

例 2.2.5 设 A 为三阶矩阵,|A| = −2, 将 A 按列分块为 A = (a1, a2, a3), 其中 aj(j =

1, 2, 3) 是 A 的第 j 列, 令 B = (a3 − 2a1, 3a2, a1), 求 |B|.

答案: 6

解 法 I: 将 |B| 拆成两个行列式之和, 得

|B| = |(a3 − 2a1, 3a2, a1)| = |(a3, 3a2, a1)| − |(2a1, 3a2, a1)|
= 3|(a3, a2, a1)| − 0 = −3|(a1, a2, a3)| = −3|A| = 6

法 II:
|B| c1+2c3−→ |(a3, 3a2, a1)| = −3|(a1, a2, a3)| = −3|A| = 6

法 III:

|B| =

∣∣∣∣∣∣∣(a1, a2, a3)
−2 0 1

0 3 0

1 0 0


∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
−2 0 1

0 3 0

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ |A| = −3|A| = 6

评注: 上述方法中方法 I 经常用到, 方法 II 与方法 III 等价, 方法 III 应重点掌握.

例 2.2.6 设 4 阶方阵 A =


α

2γ2

3γ3

4γ4

 ,B =


β

γ2

γ3

γ4

, 其中 α, β, γ2, γ3, γ4 ∈ R4. 已知 |A| =

8, |B| = 1, 求 A−B.

解

|A−B| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α− β

γ2

2γ3

3γ4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α− β

γ2

γ3

γ4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α

γ2

γ3

γ4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣− 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
β

γ2

γ3

γ4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α

2γ2

3γ3

4γ4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣− 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
β

γ2

γ3

γ4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

4
|A| − 6|B| = −4
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单纯的矩阵运算或是行列式并不麻烦, 题型花样也不多, 但加上逆阵后, 特别是套上
正交矩阵的马甲后题目就非常灵活了, 下面一道题是 13 年的一道期中试题 (并不是压轴
题), 大家可以感受一下.

例 2.2.7 设 A 为三阶方阵,det(A) = 0.5, 求 det((2A)−1–5A∗)

答案 -16

分析 此题要把握好伴随阵和逆矩阵的关系以及逆矩阵的行列式与其本身行列式的关

系. 先通过 A∗ = |A|A− I , 所求变成了

det(0.5A−1–2.5A−1) = (−2)3 det(A−1) = −8× 2 = −16

例 2.2.8 设实矩阵 A,B 均为 n 阶正交矩阵 (即 A−1 = AT ), 满足 |A| + |B| = 0, 求
|A+B| 的值.

答案 0

解 首先要注意的是 |A|+ |B| 与 |A+B| 并不一定相等.
题目给了一个很弱的条件:|A|+ |B| = 0, 但同时给了一个很强的条件:A,B 都是正交

阵, 我们不妨从这里开始研究:
A 是正交阵, 则 AAT = I , 所以 |A|2 = 1, 所以 |A| = ±1. 同理 |B| = ±1. 再看题目

条件,|A|+ |B| = 0, 则可知 |A|, |B| 异号, 一定是一个 1 一个 −1, 即

|A||B| = −1

已知条件已经发掘完全, 剩下的就是建立已知与所求之间联系.
由 (A−1 +B−1)−1 = A(A+B)−1B(课本 P54: T11), 得

A+B = A(A−1 +B−1)B = A(AT +BT )B

两边同时取行列式得:

|A+B| = |A||B||AT +BT | = |A||B||A+B|

所以 |A+B| = −|A+B|, 即 |A+B| = 0.

2.3 伴随与逆矩阵

例 2.3.1 设方阵 A 满足 A3 −A2 +2A−E = O, 证明 A 及 E −A 均可逆, 并求 A−1 和

(E − A)−1.
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解 对题目所给式子做恒等变形, 因式分解, 即可确定.
由 A3−A2+2A−E = O,得:A(A2−A+2E) = E,故 A可逆,且 A−1 = A2−A+2E;
由 A3−A2+2A−E = O,得 A3−A2+2A−2E = −E,整理后得 (E−A)(A2+2E) = E;

所以 E − A 可逆, 且 (E − A)−1 = A2 + 2E.

例 2.3.2 设 A,B,A+B 均为可逆方阵, 证明
1.A−1 +B−1 可逆, 且 (A−1 +B−1)−1 = A(A+B)−1B;
2.A(A+B)−1B = B(A+B)−1A.

解 1. 由题意

(A−1 +B−1)−1 = A(A+B)−1B

⇐⇒((A−1 +B−1)−1)−1 = (A(A+B)−1B)−1

⇐⇒(A−1 +B−1) = B−1(A+B)A−1

因为 A,B,A+B 均可逆, 且上式显然成立, 得证;
2. 由题意

(A−1 +B−1) = A−1(A+B)B−1�(A−1 +B−1)−1 = B(A+B)−1A

由 1知 (A−1+B−1)−1 = A(A+B)−1B,根据可逆方阵的逆是唯一的可知:A(A+B)−1B =

B(A+B)−1A.

例 2.3.3 已知 n 阶矩阵 A 满足 A3 = 2I,B = A2 − 2A+ 2I, 证明 B 可逆并求 B−1.

解 法 I: 利用条件 A3 = 2I 可发现,A3 与 I 齐次, 同理,A4 与 A 齐次,A5 与 A2 齐次, 故
A 的代数多项式一定可用 I, A,A2 表示. 若 B 可逆, 则一定存在 a, b, c ∈ R, 使得

B−1 = aA2 + bA+ cI

则

BB−1 = (A2 − 2A+ 2I)(aA2 + bA+ cI)

则 
2a− 2b+ c = 0

2b− 2a− 2c = 0

2b+ 2c− 1 = 0
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, 解得 
a = 1

10

b = 3
10

c = 2
5

所以 B 可逆, 且 B−1 = 1
10
(A2 + 3A+ 4I)

法 II:
思路:B = A2 − 2A+ 2I = A3 +A2 − 2A = A(A− I)(A+ 2I), 将 B 分解, 证其因子

可逆.
A3 = 2I, 所以 |A| ̸= 0, 所以 A 可逆,A−1 = 1

2
A2.

A3−I = A3−I3 = (A−I)(A2+A+I)且 A3−I = I,所以 (A−I)(A2+A+I) = I,A−I

可逆. 且 (A− I)−1 = A2 + A+ I.
A3+8I = A3+(2I)3 = (A+2I)(A2−2A+2I) = 10I,所以 A+2I 可逆,(A+2I)−1 =

1
10
(A2 − 2A+ 2I).
所以 B 可逆, 且 B−1 = 1

10
(A2 − 2A+ 2I) · (A2 + A+ I) · 1

2
A2 = 1

10
(A2 + 3A+ 4I).

例 2.3.4 设 4 阶矩阵 B 满足 [(1
2
A)∗]−1BA−1 = 2AB + 12I, 其中 A =


1 2 0 0

1 3 0 0

0 0 0 2

0 0 −1 0

,

求矩阵 B.(课本第 2 章习题,p79 T5,18 年期中)

解 矩阵方程只用按照代数方程的解法分离出未知量, 在通过求逆阵求解即可. 化简: 由
(1
2
A)∗ = |1

2
A|(1

2
A)−1 得 (1

2
A)∗ = |A|

8
A−1 = 1

4
A−1 故原方程化简为:4ABA−1 = 2AB + 12I,

进一步化简得:2B = BA + 6I 所以 B = 6(2I − A)−1, 又 2I − A =


1 −2 0 0

−1 −1 0 0

0 0 2 −2

0 0 1 2

,

分块对角阵求逆阵得:

B = 6(2I − A)−1 =


2 −4 0 0

−2 −2 0 0

0 0 2 2

0 0 −1 2



例 2.3.5 设 A =

1 2 −2

4 t 3

3 −1 1

, 矩阵 B4×3 ̸= O, 且满足 BA = O, 求常数 t 的值.
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解 法 I: 用反证法证明 |A| = 0. 假设 |A| ̸= 0, 则 A 可逆, 又有 BA = O, 两边同时右乘
A−1, 得 B = 0, 与题设矛盾, 故 |A| = 0.

法 II: 用线性方程组的观点证明 |A| = 0: 因为 BA = O, 所以 ATBT = O, 又
BT ̸= O, 所以线性方程组 ATx = 0 有非零解, 所以 |A| = 0.

计算得 |A| = 7t+ 21, 所以 t = −3.

例 2.3.6 (⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆) 设 A = E − ααT , 其中 E 为 n 阶单位矩阵,α 是 n× 1 非零矩阵, 证
明:

1. A2 = A 的充分必要条件是 αTα = 1:
2. αTα = 1 时,A 不可逆

解 1. 因为

A2 = AA = (E − ααT )(E − ααT ) = E − 2ααT + ααTααT

注意到 αTα 是一个数, 则

A2 = E − 2ααT + (αTα)ααT

显然, 当 αTα = 1 时,A2 = A; 而当 A2 = A 时, 有 (αTα − 1)ααT = O, 又 α 非零, 则
ααT ̸= O(只要设 α = (x1, x2,…., xn), 计算即可知), 故必有 αTα = 1, 所以充要条件成立.

2. 由 1 知, 当 αTα = 1 时,A2 = A, 如果 A 可逆, 则 A−1(AA) = A−1A, 于是 A = E,
则 ααT = O, 由 1 中运算可知此时必有 α = 0, �αTα = 1 矛盾, 故 A 不可逆.

证明矩阵可逆的一般思路

1. 证明行列式不为 0;

2. 证明满秩;

3. 找到一个矩阵, 使与之乘积为单位阵 I;

4. 反证法;

5. 看能否写成初等阵之积等.

求逆矩阵的一般方法

1. 初等行变换;

2. 定义法求伴随, 化逆阵;

3. 凑配法;



第二章 矩阵 24

4. 分块对角公式.

例 2.3.7 (课本 P55: T3) 设实方阵 A = (aij)(4 × 4) 满足:(1)aij = Aij, 其中 Aij 是 aij

的代数余子式 (i, j = 1, 2, 3, 4);(2)a44 = −1.
1. 求 |A|;
2. 证明:A 可逆, 且 A−1 = AT

解 1. 由 aij = Aij 得 A = (A∗)T , 所以

|A| = |A∗| = |A|4−1 = |A|3

所以 |A| = 0,±1. 将 |A| 按第 4 行展开得

|A| = a241 + a242 + a243 + 1 ≥ 1

所以 |A| = 1.
2. 由 A = (A∗)T 得 AT = A∗, 所以

AAT = AA∗ = |A|I = I

所以 A 可逆, 且 A−1 = AT .

例 2.3.8 (课本 P79: T1) 设矩阵 A = (aij)3×3 满足 A∗ = AT , 且 a11 = a12 = a13 > 0,
求 a11.

答案
√
3
3

分析 A∗ = AT 则 |A| = |AT | = |A∗| = |A|3−1 = |A|2, 所以 |A| = 0, 1. 当 A∗ = AT 时由

aij = Aij,其中 Aij 是 aij 的代数余子式,将 |A|按第 1行展开得 |A| = a211+a212+a213 > 0,
所以 |A| = 1, 所以 1 = |A| = a211 + a212 + a213 = 3a213, 所以 a11 =

√
3
3

.

2.4 矩阵的秩

例 2.4.1 设线性方程组 Ax = b 的增广矩阵为

Ā =
[
A b

]
=

 1 1 λ 4

−1 λ 1 λ2

1 −1 2 −4

 ,

求 r(A) 和 r(Ā)
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分析 这是一道讨论思想很明显的题目. 大家都知道对于求秩很基础的一个方法就是求
化简为行阶梯型.  1 1 λ 4

−1 λ 1 λ2

1 −1 2 −4

→

1 1 λ 4

0 1 + λ 1 + λ 4 + λ2

0 −2 2− λ −8


下一步应当是用第二行消去第三行, 第二列的 2, 此时要注意到是要判断 λ 与 -1 的关系.
我们先假设可以消去继续往下写, 最后 λ=-1 的情况再单独讨论即可.

解 由题意  1 1 λ 4

−1 λ 1 λ2

1 −1 2 −4

→

1 1 λ 4

0 1 + λ 1 + λ 4 + λ2

0 −2 2− λ −8


当 λ ̸= 1 时 1 1 λ 4

0 1 + λ 1 + λ 4 + λ2

0 −2 2− λ −8

→

1 1 λ 4

0 1 + λ 1 + λ 4 + λ2

0 0 4− λ −8 + 8+2λ2

1+λ


故当 λ ̸= 4 且 λ ̸= −1 时 r(A) = r(Ā) = 3;

当 λ = −1 时 r(A) = 2, r(Ā) = 3;
当 λ = 4 时 r(A) = r(Ā) = 2.
此类题是比较常见的一类题型, 考试中出现的概率较大. 考察同学们的矩阵的秩, 增

广系数阵等基础知识以及基础的分类讨论思想, 属于难度不大的常考题型.

例 2.4.2 (13 年期中压轴题) 设 A 是 n 阶矩阵,r(A) = r, 证明: 必存在 n 阶可逆矩阵 B

及秩为 r 的 n 阶矩阵 C 满足 C2 = C, 使 A = BC.

分析 A,C 秩为 r, 则 A,C 等价,A 必可表示为 BC,B 即为题目所给满秩方阵, 故关键

在于找到这样的 C2 = C , 且说明 A = BC 将 C 满秩分解为 C = P

[
Ir O

O O

]
Q 的形式,

若 C2 = C, 显然 C 应有

C = P

[
Ir O

O O

]
P−1

设 A = P

[
Ir O

O O

]
Q则现在的工作是找到这样一个 B = MInN ,和 C = X

[
Ir O

O O

]
X−1,

使得

P

[
Ir O

O O

]
Q = MInNX

[
Ir O

O O

]
X−1
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注意到当 NX = In 时, 上式刚好化为

M

[
Ir O

O O

]
X−1 = P

[
Ir O

O O

]
Q

所以取 X−1 = Q,M = P,N = Q, 构造出来的矩阵 C 满足题意.

解 设 A = P

[
Ir O

O O

]
Q 令 B = PInQ,C = Q−1

[
Ir O

O O

]
Q, 显然满足 C2 = C 且有

BC = PInQQ−1

[
Ir O

O O

]
Q = A, 找到了这样的 B 与 C, 命题得证.

例 2.4.3 A 为 m× n 矩阵,B 为 n×m 矩阵, 求证

|Im − AB| = |In −BA|

解 由分块矩阵乘法得 [
Im O

−B In

][
Im A

B In

]
=

[
Im A

O In −BA

]
[
Im −A

O In

][
Im A

B In

]
=

[
Im − AB O

B In

]

两边取行列式得 ∣∣∣∣∣Im A

B In

∣∣∣∣∣ = |Im − AB| = |In −BA|

2.5 练习题

1. 若方阵 A 的行列式为零, 求证:A 的伴随阵的行列式为零.

2. 设 n 阶方阵 A,B 的行列式分别为 2,−3, 求 det(−2A∗B−1).

3. 设三阶矩阵 A,B 满足 2A−1B = B − 4I, B =

∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 0

1 2 0

0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣, 求矩阵 A.

4. 设矩阵 B 满足方程 A∗B = A−1 + 2B, 其中 A =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1

−1 1 1

1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣, 求 B.
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5. 设矩阵 X 满足方程 AXA + BXB = AXB + BXA + I, 其中 A =

1 0 0

1 1 0

1 1 1

,

B =

0 1 1

1 0 1

1 1 0

, 求矩阵 X.

6. 已知矩阵 A 的伴随矩阵为 A∗ =


1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

0 −3 0 8

, 矩阵 B 满足方程 ABA−1 =

BA−1 + 3I, 求 B.

答案

1. 如果 A 是零矩阵, 则 A 的伴随阵也为零矩阵, 其行列式为零; 如果 A 不是零矩阵,
那么 AA∗ = |A|I = O. 现在假设 A 的伴随阵的行列式不为零, 那么 A 的伴随阵可

逆,上式两端同时右乘 A的伴随阵的逆之后得 A = O,矛盾.所以此种情况下 A的

伴随阵的行列式仍为零, 证毕.

2. −22n−1

3
, 注意 −2 提取出来之后应带 n 次方

3.

 0 2 0

−1 −1 0

0 0 −2



4.


1
4

1
4

0

0 1
4

1
4

1
4

0 1
4



5.

1 2 5

0 1 2

0 0 1



6.


6 0 0 0

0 6 0 0

6 0 6 0

0 3 0 −1

, 先根据 A 的伴随阵的行列式为 8 得出 A 的行列式为 2, 据此可以

求出 A 的逆, 进而得到 A, 最后得到 B.
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3.1 向量的运算

向量的线性运算包括加法和数乘.(加法:a+ b, 数乘:λa)

例 3.1.1 设 a, b, c 分别为空间上三点 A,B,C 的向径, 证明: 若点 C 落在线段 AB 上,
则存在数 λ�[0, 1], 使得

c = λa+ (1− λ)b

图 3.1: 例 1 图

解 当 C 在线段两端时,λ = 0, 1.
当 C 在线段 AB 内部时, 设 λ = CB

AB
, 则 −−→

CB = λ
−→
AB.

而
−−→
CB = c− b,

−→
AB = a− b, 所以

c− b = λa− b

即

c = λa+ (1− λ)b

证毕.

28
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注 一般地, 若 λ ∈ R, 则 C 落在直线 AB 上. 这两个情况都是充分必要的, 读者可以思
考如何证明必要性.

3.1.1 数量积 (点积, 内积)

a · b = ∥a∥ · ∥b∥ cos θ = ∥a∥(b)a = ∥b∥(a)b = xaxb + yayb + zazb

3.1.2 向量积 (叉积, 外积)
结果的方向满足右手定则, 结果的模在数值上等于由两向量确定的平行四边形的面

积, 该运算满足反交换律.

a× b = −b× a =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

xa ya za

xb yb zb

∣∣∣∣∣∣∣
3.1.3 混合积

混合积: 三个向量其中两个先求叉积, 再与另外一个作点积. 互换两个向量的位置,
结果反号. [

a b c
]
= (a× b) · c =

∣∣∣∣∣∣∣
xa ya za

xb yb zb

xc yc zc

∣∣∣∣∣∣∣
例 3.1.2 设 (a× b) · c = 2, 则 [(a+ b)× (b+ c)] · (c+ a) = ( )

解 由题意得

[(a+ b)× (b+ c)] · (c+ a) = [(a+ b)× b+ (a+ b)× c] · (c+ a)

= (a× b+ a× c+ b× c) · (c+ a)

= a× b · c+ b× c · a

= 2
[
a b c

]
= 4

3.2 向量之间的关系

3.2.1 两向量共线的充要条件

a, b 共线 ⇐⇒ a = λb(λ ∈ R, b ̸= 0) ⇐⇒ k1a+ k2b = 0(k1, k2 不全为 0).
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3.2.2 三向量共面的充要条件

a, b, c 共面 ⇐⇒ k1a+ k2b+ k3c = 0(k1, k2, k3 不全为 0).
特别地, 当 a, b, c 是三维向量时, 上述充要条件等价于存在不全为 0 的 k1, k2, k3, 使

得 
xak1 + yak2 + zak3 = 0

xbk1 + ybk2 + zbk3 = 0

xck1 + yck2 + zck3 = 0

即 ∣∣∣∣∣∣∣
xa ya za

xb yb zb

xc yc zc

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

亦即它们的混合积 [
a b c

]
= 0

3.2.3 两向量垂直的充要条件

a⊥b ⇐⇒ a · b = 0 ⇐⇒ ⟨a, b⟩ = π
2

例 3.2.1 若 a× b+ b× c+ c× a = 0, 证明 a, b, c 共面.

解 只需证混合积为 0.
原式左右两边与 c 作内积, 得

a× b · c+ b× c · c+ c× a · c = 0

显然 b× c · c = c× a · c = 0, 所以 a× b · c = 0, 所以 a, b, c 共面. 证毕.

3.3 空间平面与直线

3.3.1 平面表示形式

点法式

过点 (x0, y0, z0), 法向量为 n = (A,B,C) 的直线为

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0
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一般式

Ax+By + Cz +D = 0

法向量 n = (A,B,C).

截距式

x

a
+

y

b
+

z

c
= 1

在 x, y, z 轴上的截距依次为 a, b, c.(截距式不能表示与坐标轴平行的平面)

参数方程


x = x0 + sL1 + tL2

y = y0 + sM1 + tM2

z = z0 + sN1 + tN2

, (s, t ∈ R)

表示过点 (x0, y0, z0), 且向量 (L1,M1, N1), (L2,M2, N2) 为该平面内不共线的两个向. (参
数方程形式基本不用)

3.3.2 空间直线表示形式

对于过点 (x0, y0, z0), 方向向量为 (l,m, n) 的直线

参数方程


x = x0 + lt

y = y0 +mt

z = z0 + nt

, (t ∈ R)

对称式

x− x0

l
=

y − y0
m

=
z − z0
n

该式表示一种比例形式, 而不是除式. 若分母为 0, 表示分子为 0.
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一般式

a1x+ b1y + c1z + d1 = 0

a2x+ b2y + c2z + d2 = 0

表示两个平面的交线, 只有两个平面方程表示的平面相交时, 上式表示直线.(可通过
求两平面法向量的矢量积来求直线的方向向量)

3.4 空间中的位置关系

3.4.1 平面之间位置关系

对于两个平面 π1 : a1x+ b1y + c1z + d1 = 0, π2 : a2x+ b2y + c2z + d2 = 0, 其法向量
分别为 n1 = (a1, b1, c1),n2 = (a2, b2, c2)

π1 ∥ π2 ⇐⇒ n1 ∥ n2

π1⊥π2 ⇐⇒ n1⊥n2

3.4.2 平面与直线的位置关系

一条直线 l 与 l 在平面 π 上的投影直线的夹角 φ 称为直线 l 与 π 的夹角 (φ�[0, π
2
]).

设直线方向向量为 a, 平面法向量为 n, 则

sinφ = | cos⟨a,n⟩| = |a,n|
∥a∥ · ∥n∥

• φ = 0 ⇐⇒ l ∥ π 或 l ∈ π.

• φ ̸= 0 ⇐⇒ l 与 π 相交.

• 特别地,φ = π
2
则 l⊥π.

注 绝大多数的空间平面与直线之间的关系问题, 都是通过转化为他们的法向量和方向
向量的关系来求解的.

例 3.4.1 已知两条直线 l1 :
x−1
1

= y−2
0

= z−3
−1

, l2 :
x+2
2

= y−1
1

= z
1
, 求过 l2 平行于 l1 的平

面方程.

分析 平面与直线已知平行或直线在平面内, 则平面的法向量与两直线的方向向量垂直.
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解 设所求平面的法向量 n = (a, b, c) ,l1 的方向向量 n1 = (1, 0,−1),l2 的方向向量
n2 = (2, 1, 1). 则 n⊥n1, n⊥n2, 平面过 l2 上的点 (−2, 1, 0), 则平面方程为

x+ 2− 3(y − 1) + z = 0

例 3.4.2 求两平面 2x− y + z = 7 和 x+ y + 2z = 11 所成二面角的平分面方程.

分析 直接向已知直线引垂线并不方便, 可以考虑使用两平面相交来求.

解 设 P (x, y, z) 为平分面上任意一点, 则 P 到两平面距离相等, 因此

|2x− y + z − 7|√
6

=
|x+ y + 2z − 11|√

6

即

2x− y + z − 7 = ±(x+ y + 2z − 11)

平分面方程为 x− 2y − z + 4 = 0 或 x+ z − 6 = 0

例 3.4.3 直线 l 过点 P (2, 1, 3), 且与直线 x+1
3

= y−1
2

= z
−1
垂直相交, 求 l 的方程.

解 过已知直线的平面束为 (2x + 3y + 5) + λ(y + 2z − 1) = 0, 代入 P 的坐标, 解得
λ = −1, 所以该平面为 2x− 4y − 2z + 6 = 0.

再求过 P 的已知直线法平面方程法向量为 (3, 2,−1), 过点 P , 由此得到法平面方程
3x+ 2y − z − 5 = 0 解得直线一般式方程x− 2y − z + 3 = 0

3x+ 2y − z − 5 = 0

例 3.4.4 求过 P0(−1, 0, 4) 与平面 3x− 4y + z − 10 = 0 平行且又与直线 x+1
1

= y−3
1

= z
2

相交的直线方程.

分析 求出已知直线和平行平面的交点, 就可解得直线方向向量, 从而得出直线方程.

解 已知过 P0 且与已知平行的平面方程:3(x + 1) − 4y + z − 4 = 0, 已知直线的参数方
程为 

x = −1 + t

y = 3 + t

z = 2t

(t ∈ R为参数)
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将其代入平面方程得 3t−12−4t+2t−4 = 0,解得 t = 16. 所以直线过另一点 (16, 19, 32),
直线方向向量为 l = (16, 19, 28). 所以直线方程为

x+ 1

16
=

y

19
=

z − 4

28

例 3.4.5 证明: 直线 L1 : x = y = z − 4, L2 : −x = y = z 异面; 求两直线间的距离, 并求
出与 L1 和 L2 都相交的直线方程.

分析 任取 L1, L2 上两点 P1, P2,通过直线方向向量 l1, l2 和
−−→
P1P2 混合积判断是否异面.

解 由题意得 l1 = (1, 1, 1), l2 = (−1, 1, 1), 取 P1(0, 0, 4), P2(0, 0, 0), 则
−−→
P1P2 = (0, 0,−4).

混合积
[
l1 l2

−−→
P1P2

]
= −8 ̸= 0, 故 L1, L2 异面.

L1, L2 间距

d =

∣∣∣[l1 l2
−−→
P1P2

]∣∣∣
∥l1 × l2∥

=
8

2
√
2
= 2

√
2

公垂线 L3 与 l1 × l2 = (0, 2,−2) 平行, 设其方向向量为 l3 = (0, 1,−1).
由 L1, L3 确定平面法向量 n1 = l1 × l3 = (−2, 1, 1), 平面为 −2x+ y + z − 4 = 0. 由

L2, L3 确定平面法向量 n2 = l2 × l3 = (−2,−1,−1), 平面为 −2x− y − z = 0. 求得直线
一般式方程为 2x− y − z + 4 = 0

2x+ y + z = 0

例 3.4.6 求常数 k 的值, 使得下列三个平面过同一直线: π1 : 3x + 2y + 4z = 1, π2 :

x− 8y − 2z = 3, π3 : kx− 3y + z = 2

解 法 1:

平面 π1, π2 的交线为

3x+ 2y + 4z = 1

x− 8y − 2z = 3
, 令 x = 0 得

2y + 4z = 1

−8y − 2z = 3
, 解得直

线上一点为 (0,−1
2
, 1
2
). 该直线的方向向量为平面 π1, π2 法向量的外积向量, 即

(3, 2, 4)× (1,−8,−2) = (28, 10,−26) = 2(14, 5,−13)

所以交线 L 的对称式方程为 x
14

=
y+ 1

2

5
=

z− 1
2

−13
, L 的方向向量与 π3 法向量垂直则

(14, 5,−13) · (k,−3, 1) = 0, 解得 k = 2. 经验证,k = 2 时 π3 通过 L, 满足题意. 所以
k = 2, 对称式方程为

x

14
=

y + 1
2

5
=

z − 1
2

−13

法 2: 利用平面束的方法求 k 的值.
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设 π3 : 3x+2y+4z−1+λ(x−8y−2z−3) = 0,即 (3+λ)x+(2−8λ)y+(4−2λ)z = 1+3λ,
其系数与 π3 : kx− 3y + z = 2 对应成比例, 则

3 + λ

2
=

2− 8λ

−3
=

4− 2λ

1
=

1 + 3λ

2

解得 k = 2, λ = 1 可通过解法 1 的方法求得交线的对称式方程可写为

x

14
=

y + 1
2

5
=

z − 1
2

−13

总结 本章的主要内容比较简单, 概念容易理解, 考试形式比较固定, 题目难度较小. 前
面有关向量概念和计算是基础, 后面的空间平面直线主要应用向量的知识来处理. 这些
向量的概念在之后的章节中内涵会有所延伸, 不能仅仅把它当做有向线段等事物. 此外,
向量积只针对三维向量.

3.5 练习题

3.5.1 基础题

1. 设向量 a1,a2 不共线, 又 −→
AB = a1 − 2a2,

−−→
BC = 2a1 +3a2,

−−→
CD = −a1 − 5a2, 证明

ABD 三点共线.

分析 只要证明
−→
AB 与

−−→
BD 方向相同即可.

证明 由题意
−−→
BD =

−−→
BD +

−−→
CD = a1 − 2a2 =

−→
AB

则
−→
AB 与

−−→
BD 方向相同, 即 ABD 共线.

2. 判断下列各组向量是否共面

(a) (4, 0, 2), (6,−9, 8), (6,−3, 3);

(b) (1,−2, 3), (3, 3, 1), (1, 7,−5).

分析 通过判断混合积是否为 0 可判断三者是否共面

解 由题意

(a)

∣∣∣∣∣∣∣
4 0 2

6 −9 8

6 −3 3

∣∣∣∣∣∣∣ = 60 ̸= 0, 三者不共面
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(b)

∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 3

3 3 1

1 7 −5

∣∣∣∣∣∣∣ = 0, 三者共面

3. 求以 A(1,−1, 1), B(−1, 0, 2), C(2,−2, 1) 为顶点的三角形面积, 并求 AB 边上的高.

分析 通过向量积来求面积, 进而求高.

解 由题意

∥
−→
AB ×

−→
AC∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣∣∣
i j k

−2 1 1

1 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥∥ =

√
3 = ∥

−→
AB∥h = 2S

∴S =

√
3

2
, h =

√
2

2

4. 求以 A(3, 0, 0), B(0, 3, 0), C(0, 0, 2), D(4, 5, 6) 为顶点的四面体的体积.

分析 利用混合积的几何意义.

解

VABCD =
1

6
V平行六面体 =

1

6

∣∣∣∣∣∣−→AB −→
AC

−−→
AD
∣∣∣∣∣∣ = 15

5. 已知向量 b 与向量 a = (1, 1,−1) 平行, 且 b 与 z 正向的夹角为锐角, 求 b 方向余

弦.

分析 向量 a, b 方向相反.

解 向量 b 的方向与 n = (−1,−1, 1) 一致, 则方向余弦为

b0 =
n

∥n∥
=

(
−
√
3

3
,−

√
3

3
,

√
3

3

)

6. 求过原点且与直线


x = 1

y = −1 + t

z = 1 + t

及 x+ 1 = y+2
2

= z − 1 都平行的直线.
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分析 平面过原点则平面的形式为 Ax + By + Cz = 0, 其法向量与直线的方向向
量垂直.

解

l1 = (0, 1, 1), l2 = (1, 2, 1)

则 l1 × l2 = (−1, 1,−1), 平面方程为 x− y + z = 0.

7. 求平行于平面 5x− 14y + 2z + 36 = 0 且与之距离为 3 的平面.

分析 利用平面间距离公式.

解 设平面为 5x− 14y + 2z +m = 0, 则

|m− 36|√
52 + (−14)2 + 22

= 3

解得 m = −9或 81,故平面方程为 5x−14y+2z−9 = 0或 5x−14y+2z+81 = 0.

8. 求过点 (3, 4,−2) 且与坐标轴截距相等的平面.

分析 利用截距式.

解 设截距为 a, 则平面方程为 x
a
+ y

a
+ z

a
= 1, 代入已知 ���, 得 a = 5, 所以平面方

程为 x+ y + z = 5.

9. 设平面 S 过 3 点 (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). 直线 L 过原点, 与 S 的夹角为 π
4
, 且位

于平面 x = y 上, 求直线 L 的方程.

解 平面方程为 x + y + z = 1, 其法向量 n1 = (1, 1, 1). 平面 x = y 的法向量

n2 = (1,−1, 0). 设直线的方向向量 l = (a, b, c) 则l · n2 = 0

l·n1

∥l∥∥n1∥ = sin π
4

取 l = (1, 1, 4± 3
√
2), 直线方程为

x = y =
z

4± 3
√
2
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10. 设直线 L1 :

x− y = 3

3x− y + z = 1
, L2 : x+ 1 = y−1

−2
= z

2
,M(1, 0,−1)

(a) 求 L1 的对称式方程;

(b) 求 M 到 L1 的距离;

(c) 求 L2 到 L1 的距离.

分析 主要利用公式求解.

解

(a) 可取点 (0,−3,−2), 方向向量为 (1, 1,−2) 则

x

1
=

y + 3

1
=

z + 2

−2

(b) 利用点到直线的距离公式, 取 P (0,−3,−2), 方向向量 l1 = (1, 1,−2), 则

d =
∥
−−→
PM × l1∥

l1
=

√
93

3

(c) 直线 L2 的方向向量 l2 = (1,−2, 2), 点 N(−1, 1, 0), 则

d =

∥∥∥[l1 l2
−−→
MN

]∥∥∥
∥l1 × l2∥

=
20√
29

11. 设矩阵

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

 满秩, 则直线 L1 : x−a3
a1−a2

= y−b3
b1−b2

= z−c3
c1−c2

与直线 L2 : x−a1
a2−a3

=

y−b1
b2−b3

= z−c1
c2−c3

的位置关系是 ( )

(a) 相交于一点

(b) 重合

(c) 平行但不重合

(d) 异面
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图 3.2: 第 11 题图

解 点 (a1, b1, c1), (a2, b2, c2), (a3, b3, c3) 记为 A,B,C 则 L1 过点 C 且方向向量为

−→
AB, L2 过点 A 且方向向量为

−−→
BC, 而矩阵

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

 满秩, 即 A,B,C 不在同

一直线上, 所以两直线相交于一点, 选 (a).

12. 求过点 (1, 2, 3) 且与直线 L : x− 1 = y = 1− z 垂直相交的直线方程.

分析 直接引垂线不方便, 考虑用平面相交来求解.

解 过已知直线的平面束为 x− 1− y+ λ(y+ z− 1) = 0, 代入点 (1, 2, 3) 得 λ = 1
2
,

所以该平面方程为 2x−y+z = 3,其法向量为 (2,−1, 1).而所求直线的方向向量与
平面法向量垂直且与直线 L垂直,则利用向量积得所求直线的方向向量为 (0, 1, 1),
则直线方程为

x− 1

0
=

y + 2

1
=

z − 6

1
(3.1)

13. 设直线 L1 :
x+3
2

= y+2
3

= z−6
−4
和 L2 :

x− z = 9

y + 4z = 17
, 试判断这两条直线的位置关

系. 若它们共面, 求他们所确定的平面方程; 若还相交, 求交点.

分析 先看方向向量, 判断平行; 之后联立看相交还是异面.

解 L1 的方向向量 l1 = (2, 3,−4),L2 的方向向量 l2 = (1,−4, 1), 则两直线不平行,
联立可得方程有解 (3, 7,−6), 即两者相交且交于点 (3, 7,−6).

它们确定的平面的法向量垂直于 l1 × l2, 取法向量为 (13, 6, 11), 则平面方程为
13(x− 3) + 6(y − 7) + 11(z + 6) = 0.
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3.5.2 提高题

1. 证明:

(a) a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c;

(b) (a× b) · (c× d) = (a · c)(b · d)− (a · d)− b · c;

(c) a× (b× c) + b× (c× a) + c× (a× b) = 0.

分析 (a) 是 Lagrange 公式, (b) 根据前者推导而来, (c) 称作 Jacobi 恒等式.

证明

(a) 假设 a = (a, b, c), b = d, e, f , c = (g, h, i), 则

a× (b× c) = a×

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

d e f

g h i

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

i j k

a b c

ei− fh fg − di dh− eg

∣∣∣∣∣∣∣
=(bdh+ cdi− beg − cfg, aeg + cei− adh− cfh, afg + bfh− adi− bei)

=(ag + bh+ ci)(d, e, f)− (ad+ be+ cf)(g, h, i)

=(a · c)b− (a · b)c

(b) 在 (a) 的结论中将 b 换为 d, 并两端同时与 b 作内积, 得

[a× (d× c)] · b = (a · c)(b · d)− (a · d)(b · c)

同时

[a× (d× c)] · b =
[
a d× c b

]
=
[
b a d× c

]
=
[
a b c× d

]
= (a · c)(b · d)− (a · d)− b · c

故原式成立.

(c) 将 (a) 中的轮换式子相加即可.

2. (a) 已知 −−→
MP⊥

−−→
MA, 将 −−→

MP 绕
−−→
MA 右旋角度 θ, 记 e =

−→
OA

∥
−→
OA∥

, 试用 e,
−→
OP, θ 表示

−−→
OP1.

(b) 设 O,A, P 是三个不同的点, 将 −→
OP 绕

−→
OA 右旋角度 θ 得

−−→
OP1, 记 e =

−→
OA

∥
−→
OA∥

,

试用 e,
−→
OP, θ 表示

−−→
OP1.



第三章 向量及其运算 41

解

(a) 以 −−→
MP 方向的单位向量为 x 轴正方向, 记 i =

−−→
MP

∥
−−→
MP

, e 为 z 轴正方向, 则 y 轴

正方向为

j = e×
−−→
MP

∥
−−→
MP∥

则
−−→
MP = ∥

−−→
MP∥i, 于是

−−→
MP1 =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

][
∥
−−→
MP∥
0

] [
i j

]
= cos θ−−→MP + sin θ(e×

−−→
MP )

(b) 设 P 到 OA 的垂足为 M , 则

−−→
OP1 =

−−→
OM +

−−→
MP1

而
−−→
OM = (

−→
OP · e)e. 将 −−→

MP =
−→
OP −

−−→
OM 代入 (a) 的结果, 又 e×

−−→
OM = 0,

得
−−→
MP1 = (

−→
OP −

−−→
OM) cos θ + (e×

−→
OP ) sin θ

联立得

−−→
OP1 = (1− cos θ)(−→OP · e)e+ cos θ−→OP + sin θ(e×

−→
OP )


