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第四章 n 维向量与线性方程组

4.1 知识点总结与例题详解

1. (⋆ ⋆ ⋆) 可将 n 元线性方程组写成矩阵形式 Ax = b.A 为系数矩阵,Ā 为增广矩
阵.Ax = b 有唯一解 ⇐⇒ r(A) = r(Ā < n). 当 b ̸= 0 时存在无解情形:r(Ā) >

r(A).

例 4.1.1 求解齐次线性方程组 Ax = 0, 其中

A =


1 2 3 −1
2 5 1 −1
−3 −8 a− 1 1

3 7 4 b− 1


.

解 将 A 做初等行变换得

A =


1 2 3 −1
2 5 1 −1
−3 −8 a− 1 1

3 7 4 b− 1

 −→

1 2 3 −1
0 1 −5 1

0 0 a− 2 0

0 0 0 b+ 1


(a) a 6= 2, b 6= −1 时方程有唯一解 x = 0;

(b) a = 2, b 6= −1 时方程通解为 x = c(−13, 5, 1, 0)T ;

(c) a 6= 2, b = −1 时方程通解为 x = c(3,−1, 0, 1)T ;

(d) a = 2, b = −1 时方程通解为 x = c1(−13, 5, 1, 0)T + c2(3,−1, 0, 1)T .

2. (⋆) 封闭的定义: 一般地, 如果数的集合 F 中任何两个数作某一运算的结果都仍是

F 中的数, 则称数集 F 对这个运算是封闭的.
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2 第四章 N 维向量与线性方程组

3. (⋆) 数域的定义: 如果集合 k ⊆ C 满足以下条件, 则称 K 是一个数域:

(a) 0, 1 ∈ K;

(b) 若 a, b ∈ K, 则 a± b, ab ∈ K;

(c) 若 a ∈ K 且 a 6= 0, 则 1
a
∈ K.

常见的数集中, C,R,Q 都是数域, Z,N,N+ 都不是数域.

4. (⋆⋆) 线性表示与线性组合: 设 x1,x2, . . . ,xn 是数域 K 上的线性空间 V 中的有限

个向量, 对于向量 x ∈ V , 如果存在 c1, c2, . . . , cn ∈ K, 使得 x = c1x1 + · · ·+ cnxn,
则称 x 可以由 x1,x2, . . . ,xn 线性表示, 或者 x 是 x1,x2, . . . ,xn 的一个线性组合.

5. (⋆ ⋆ ⋆) 向量组之间线性表示与向量组等价: 设有两个向量组 (I):α1, α2, . . . , αs, (I-
I):β1, β2, . . . , βr, 若 (I) 中的每个向量都能被 (II) 线性表示, 则 (I) 可由 (II) 线性表
示, 若两个向量组能互相线性表示, 则称两个向量组等价.

6. (⋆) 等价向量组的基本性质: 自反性, 对称性, 传递性.

7. (⋆ ⋆ ⋆⋆) 线性相关: 设 α1, α2, . . . , αs 是一组向量. 如果存在一组不全为 0 的常数

k1, . . . , ks, 使得 k1α1 + . . .+ ksαs = 0, 则称向量组 α1, . . . , αs 线性相关.

例 4.1.2 设 A 为 m× n 矩阵,B 为 n× p 矩阵, 矩阵 C = AB, 证明

(a) 若 A,B 的列 (行) 向量组均是线性无关的, 则 C 的列 (行) 向量组也是线性
无关的.

(b) 若 B 的列向量组是线性相关的, 则 C 的列向量组也是线性相关的.

证明

(a) 由 A为列满秩则 AB 和 B 的秩相同,即 r(A) = n, r(B) = p, r(AB) = r(C) =

r(B) = p. 则 C 为列满秩, C 的列向量线性无关; 同理, 当 B 为行满秩时, AB
和 A 的秩相同, r(AB) = r(C) = r(A) = m, C 为行满秩, C 的行向量线性无
关.

(b) 由 B 的列向量线性相关得到 r(B) < p 则 r(AB)�r(B) < p, 故 AB 列向量线

性相关.

8. (⋆ ⋆ ⋆⋆) 线性无关: 若仅在 k1, k2, . . . , ks 全为 0 时才有 k1α1 + . . .+ ksαs = 0, 则称
向量组 α1, . . . , αs 线性无关.

例 4.1.3 若 n 元齐次线性方程组 Ax = 0 有 n 个线性无关的解向量, 求 A.
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解 由已知, 方程组 Ax = 0 有 n 个线性无关的解向量 η1, η2, . . . , ηn, 所以矩阵
B = (η1, η2, . . . , ηn) 可逆, 且 AB = A(η1, η2, . . . , ηn) = O, 所以 A = O.

9. (⋆)向量组 α1, . . . , αs线性相关 (线性无关)⇐⇒齐次线性方程组 x1α1+· · ·+xsαs =

0 有非零解 (只有零解) ⇐⇒ (α1, . . . , αs)x = 0 有非零解 (只有零解) ⇐⇒ 矩阵
A = (α1, . . . , αs) 的秩小于 s (等于 s).

10. (⋆)n个 n维向量 α1, . . . , αs 线性相关 (线性无关)等价于 det(α1, . . . , αs) = 0( 6= 0).

11. (⋆) 若 s > n 则 s 个 n 维向量 α1, . . . , αs 必定线性相关. 特别地,n+ 1 个 n 维向量

一定线性相关.

12. (⋆) 一个向量 α 线性相关 (线性无关) ⇐⇒ α = 0( 6= 0).

13. (⋆⋆) 向量组 α1, . . . , αs(s ≥ 2) 线性相关的充要条件是该向量组中至少存在一个向

量可由其余 s− 1 个向量线性表示.

14. (⋆⋆) 若向量组 α1, . . . , αs 线性无关, 而向量组 α1, . . . , αs, β 线性相关, 则 β 可由

α1, . . . , αs 唯一线性表示.

15. (⋆) 如果 α1, . . . , αs 有一个部分组 (非空子集) 线性相关, 则向量组 α1, . . . , αs 线性

相关. 因为零向量是线性相关的, 所以含零向量的向量组一定线性相关.

16. (⋆) 如果向量组 (I),(II) 都线性无关且等价, 则 (I)(II) 所含向量个数相等.

17. (⋆⋆) 极大线性无关组: 如果向量组 U 有一个部分组 U ′ 满足

(a) U ′ 线性无关;

(b) U 中任意一个向量 α 都可以用 U ′ 中的元素线性表示.

则称 U ′ 是 U 的一个极大线性无关组.

18. (⋆⋆) 同一个向量组的极大线性无关组所含向量个数必定相等.

19. (⋆) 任意矩阵 A,r(A) = A的行秩 = A的列秩.

20. (⋆) 若向量组 U 可由向量组 U ′ 线性表示, 则 r(U) ≤ r(U ′).

推论 若向量组 U 与向量组 U ′ 等价, 则 r(U) = r(U ′).

21. (⋆⋆) 对任意矩阵 Am×n, Bm×n, 有 r(A + B) ≤ r(A) + r(B); 对于矩阵 Am×n, Bn×p,

有 r(AB) ≤ min{r(A), r(B)}.
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22. (⋆ ⋆ ⋆) 设 A 为 m × n 矩阵,r(A) = r < n, 则 n 元齐次线性方程组 Ax = 0 必存

在基础解系, 且基础解系含有 n− r 个向量.

例 4.1.4 设矩阵 A 按列分块为 A =
[
α1 α2 α3 α4

]
, 其中 α1, α2, α3 线性无关,

α4 = −α1 + 2α2, 又向量 b = α1 + 2α2 + 3α3 + 4α4, 求解方程组 Ax = b.

解 显然 r(A) = 3, 因此 Ax = b 解空间维数为 1. 由 α4 = −α1 + 2α2 可知

[
α1 α2 α3 α4

]

−1
2

0

−1

 = 0

所以 x0 =


−1
2

0

−1

是 Ax = 0的一个解.由 b = α1+2α2+3α3+4α4 可知 x1 =


1

2

3

4


是 Ax = b 的一个解. 所以 Ax = b 的通解为

x = x1 + cx0 =


1

2

3

4

+ c


−1
2

0

−1



例 4.1.5 设矩阵 A =


1 2 −2
2 1 2

3 0 4

, 向量 α =


a

1

1

, 已知 Aα 与 α 线性相关, 求 a.

解 根据题目, 注意到 α 6= 0, 可得存在数 λ 使得 Aα = λα, 即
a

2a+ 3

3a+ 4

 = λ


a

1

1


所以 a = −1.
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4.2 练习题

4.2.1 基础组

1. 设矩阵 A,B 为满足 AB = O 的任意两个非零矩阵, 则必有 ( )

(a) A 的列向量组线性相关,B 的行向量组线性相关

(b) A 的列向量组线性相关,B 的列向量组线性相关

(c) A 的行向量组线性相关,B 的行向量组线性相关

(d) A 的行向量组线性相关,B 的列向量组线性相关

2. 设 Ax = 0 是非齐次线性方程组 Ax = b 对应的齐次线性方程组, 下列结论正确
的是 ( )

(a) 若 Ax = 0 有非零解, 则 Ax = b 有无穷多解

(b) 若 Ax = 0 仅有零解, 则 Ax = b 有唯一解

(c) 若 Ax = b 有无穷多解, 则 Ax = 0 仅有零解

(d) 若 Ax = b 有无穷多解, 则 Ax = 0 有非零解

3. 设 A 是 m× n 矩阵,B 是 n×m 矩阵, 则线性方程组 (AB)x = 0( )

(a) 当 n > m 时仅有零解

(b) 当 n > m 时必有非零解

(c) 当 m > n 时仅有零解

(d) 当 m > n 时必有非零解

4. 设 a1,a2,a3 是线性方程组 Ax = 0 的基础解析, 则下列向量组中可以作为 Ax =

0 的基础解系的是 ( )

(a) a1 + a2,a2 + a3,a1 + 2a2 + a3

(b) a1 − a2,a2 − a3,a3 − a1

(c) a1 + a2 + a3, 2a1 + 3a2 + 4a3,a1 + 2a2 + 5a3

(d) a1 + a2 + a3, 2a1 − 3a2 + 2a3, 3a1 + 5a2 − 5a3

5. 设 4 阶矩阵 A 按列分块为 A = (a1,a2,a3,a4), 其中 a1 = (−3, 5, 2, 1)T ,a2 =

(4,−3, 7,−1)T . 若 A 行等价于 b =


1 0 2 1

0 1 1 3

0 0 0 0

0 0 0 0

, 则向量 a3 =___, a4 =___.
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6. 已知向量组 α1, α2, α3 的秩为 2, 则向量组 β1 = α1 − α2, β2 = 2α1 + 3α2 + 4α3,
β3 = 5α1 + 6α2 + 7α3 的秩为 ___.

7. 已知向量 (1, a, a2)T 可由向量组 (a+ 1, 1, 1)T , (1, a+ 1, 1)T , (1, 1, a+ 1)T 线性表示

且表示方式不唯一, 则 a =___.

8. 设 A 为 n 级矩阵, 已知非齐次线性方程组 Ax = b 有不同解 η1, η2, η3, 且 A∗ 6= 0,
则方程组 Ax = 0 的基础解系所含向量个数为 ___.

9. 用消元法求方程 

2x1 − x2 + 4x3 − 3x4 = −4

x1 + x3 − x4 = −3

3x1 + x2 + x3 = 1

7x1 + 7x3 − 3x4 = 3

10. 已知齐次线性方程组 Ax = 0 和 Bx = 0 同解, 证明 r(A) = r(B).

11. 求解方程组 
2x1 + x2 − x3 + x4 = 1

4x1 + 2x2 − 2x3 + x4 = 2

2x1 + x2 − x3 − x4 = 1

12. 求齐次线性方程组 

x1 − x2 + 5x3 − x4 + x5 = 0

x1 + x2 − 2x3 + 3x4 − x5 = 0

3x1 − x2 + 8x3 + x4 + 2x5 = 0

x1 + 3x2 − 9x3 + 7x4 − 3x5 = 0

的基础解系和通解.

13. 设 A 为 n 阶方阵, 齐次线性方程组 Ax = 0 有两个线性无关的解,A∗ 是 A 的伴

随矩阵, 则有

(a) A∗x = 0 的解均为 Ax = 0 的解.

(b) Ax = 0 的解均为 A∗x = 0 的解.

(c) A∗x = 0 和 Ax = 0 没有非零公共解.

(d) A∗x = 0 和 Ax = 0 恰有 1 个非零公共解.
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14. 设线性方程组


x1 + x2 + x3 = 0

x1 + 2x2 + ax3 = 0

x1 + 4x2 + a2x3 = 0

与方程 x1 + 2x2 + x3 = a− 1 有公共解, 则

a=___.

4.2.2 提高组

15 设 A 为 n 阶方阵 (n ≥ 2), 对任意的 n 维向量 a 均有 A∗a = 0, 则 Ax = 0 的基

础解系中所含向量个数 k 应满足 ___.

16 齐次方程组 Ax = 0 以 η1 = (1, 0, 1)T , η2 = (0, 1,−1)T 为基础解系, 则系数矩阵
A =___.

参考答案

1. (a)
解析: 由题意,r(A) + r(B) ≤ n 且 A,B 均为非零矩阵. 则 r(A) ≥ 1, r(B) ≥ 1, 于
是 r(A) ≤ n− 1, A 的列向量组线性相关. 同理 B 的列向量组线性相关.

2. (d)
解析:Ax = 0 有非零解, 表示 r(A) < n, Ax = b 有无穷多解或者是无解.
Ax = 0 仅有零解, 表示 r(A) = n, Ax = b 可能有唯一解或者是无解.
Ax = b 有无穷多解, 则 Ax = b 有非零解.

3. (d) 解析:AB 为 m×m矩阵,r(AB) ≤ r(A) ≤ n,若 m > n,则 AB 必然不满秩.

4. (c) 解析: 逐一检查各个向量组是否线性相关.

5. (2, 7, 11, 3)T , (9,−4, 23, 4)T

解析: 由 A,B 行等价可得 a3 = 2a1 + a2,a4 = a1 + 3a2.

6. 2 解析: 过渡矩阵满秩, 所以两个向量组等价, 秩相等.

7. 0
解析: 向量向量 (1, a, a2)T 可由向量组 (a + 1, 1, 1)T , (1, a + 1, 1)T , (1, 1, a + 1)T 不

唯一表示即方程组 
(a+ 1)x1 + x2 + x3 = 1

x1 + (a+ 1)x2 + x3 + a

x1 + x2 + (a+ 1)x3 = a2
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有不唯一解, 即系数矩阵 A =


a+ 1 1 1

1 a+ 1 1

1 1 a+ 1

 行列式为 0, 即 detA =

a2(a+ 3) = 0, 所以 a = 0,−3. 而 a = −3 时,r([A,b]) 6= r(A), 所以方程组无解, 故
a = 0.

8. 1
解析: 方程组 Ax = b 有不同解说明 A 不满秩, 又 A∗ ̸= O 说明 r(A) = n− 1, 所
以 Ax = 0 基础解系所含向量个数为 1.

9. 对 A 做行变换可得

A =


2 −1 4 −3 −4
1 0 1 −1 −3
3 1 1 0 1

7 0 7 −3 3

→

1 0 1 0 3

0 1 −2 0 −8
0 0 0 1 6

0 0 0 0 0


所以方程组的解为 x1 = 3− x3, x2 = 2x3 − 8, x4 = 6

10. 由两个方程组同解得 n− r(A) = n− r(B), 故 r(A) = r(B).

11. 对 A 做行变换可得

A =


2 1 −1 1 1

4 2 −2 1 2

2 1 −1 −1 1

→

1 1

2
−1

2
0 1

2

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0


所以方程的通解为 x = (1

2
, 0, 0, 0)T + c1(−1

2
, 1, 0, 0)T + c2(

1
2
, 0, 1, 0)T .

12. 基础解系 η1 = (−3
2
, 7
2
, 1, 0, 0)T , η2 = (−1,−2, 0, 1, 0)T , 通解 x = c1(−3

2
, 7
2
, 1, 0, 0)T

+c2(−1,−2, 0, 1, 0)T .

13. (b)
解析: 注意到 Ax = b 有两个线性无关的解, 故 r(A) ≤ n− 2, 因此 A∗ = O.

14. 1 或 2.

15. k ≥ 2.
解析: 由对任意 a 都有 A∗a = 0 可得 A∗ = O, 因此 r(bmA) ≤ n− 2, 转化为解空
间维数即可.
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16.


−k k k

−l l l

−m m m

, 其中 k, l,m 不全为 0.

解析: 将基础解系 (解空间维数) 转化为系数矩阵的秩可知 r(A) = 1, 然后设出 A

行向量组, 列线性方程组求基础解系即可.
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第五章 线性空间与欧氏空间

5.1 线性空间

线性空间的定义, 基本性质等内容虽然篇幅较长, 但都容易理解, 很多规律在学习线
性空间之前就早已被习惯, 在考试中直接出现的可能性较小. 线性子空间是考试中可能
会出现的知识点. 线性空间的基与维数是本章中最热门的考点, 几乎每一次考试都会有
所涉及.

5.1.1 线性空间定义

(⋆⋆) 设 V 是一个非空集合,K 是一个数域, 如果 V 上规定了加法运算和数乘运算

(对加法运算和数乘运算封闭) 且满足以下 8 条运算规律 (加法四条, 乘法四条), 那么称
V 是数域 K 上的线性空间.

1. 加法交换律: α + β = β + α, ∀α, β ∈ V ;

2. 加法结合律: α + (β + γ) = (α + β) + γ, ∀α, β, γ ∈ V ;

3. 零元素: ∃0 ∈ V, s.t.∀α ∈ V, α + 0 = α. 这样的元素 0 称为零元素.

4. 负元素: ∀α ∈ V, ∃β ∈ V, s.t.α + β = 0, 这样的元素 β 称为 α 的负元素.

5. 1 数乘: 1α = α, ∀α ∈ V ;

6. 数乘结合律: (kl)α = k(lα),∀α ∈ V, k, l ∈ K.

7. 数乘分配律 1: (k + l)α = kα + lα, ∀α ∈ V, k, l ∈ K.

8. 数乘分配律 2: k(α + β) = kα + kβ,∀α, β ∈ V, k ∈ K.

注意 在线性空间中, 加法, 数乘, 零元素, 负元素这些概念都是人为定义的. 假如 V 中
的元素都是向量, 一般情况下与这些定义与我们平常见到的向量的加法, 数乘等等一致.
以下例子介绍了一种例外的情况:

11
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例 5.1.1 定义 R+ 上的 “加法”:a⊕ b = ab, 与 R 中元素的 “数乘”:k ⊗ a = ak(两个等式
右端均为常义运算). 在这样的 “加法” 和 “数乘” 定义下, 可以验证 R+ 是 R 上的线性
空间, 零元素为 1, 任意元素 a 的负元素为 1

a
.

5.1.2 线性空间的基本性质

(⋆⋆)

1. 零元素唯一;

2. 任意元素的负元素唯一;

3. 如果 kα = 0, 那么 k = 0 或 α = 0.

5.1.3 几种常见的线性空间

(⋆ ⋆ ⋆)

1. Kn,Rn,Cn 分别是 K,R,C 上的线性空间, 其中 K 是任意数域, 下同.

2. 全体 m× n 矩阵是 K 上的线性空间.

3. 线性方程组 Ax = 0 的解构成一个线性空间, 称为这个线性方程组的解空间.

4. 对于数域 K 线性空间 V 中任意向量组 α1, α2, . . . , αs, 集合

{k1α1 + k2α2, . . . , ksαs|k1, k2, . . . , ks ∈ K}

对于 V 上的加法和数乘也成为数域 K 上的一个线性空间 (并且是 V 的子空间),
称为向量组 α1, α2, . . . , αs 生成 (或张成) 的空间, 记作 span(α1, α2, . . . , αs).

5.1.4 线性子空间

(⋆ ⋆ ⋆)

定义 V 是线性空间,W 是 V 的非空子集. 如果 W 按 V 中定义的线性运算也构成线性

空间, 那么 W 是 V 的线性子空间.
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性质 子空间对大空间中的线性运算 (加法和数乘) 封闭.

例 5.1.2 设矩阵 A =


1 −2 1 1 2

−1 3 0 2 −2
0 1 1 3 4

1 2 5 13 5

 的第 j 列为 aj, j = 1, . . . , 5.

1. 证明 W = {Ax|x ∈ R5} 是 R4 的子空间.

2. 求 W 的一个基和维数.

3. 求 a3,a4 在该基下的坐标.

解

1. W = span(a1, . . . ,a5), 逐条验证 8 条性质即可.(略)

2. 对 A 作初等行变换可得

A→


1 0 3 7 0

0 1 1 3 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0


所以 W 的一个基为 a1,a2,a5, dimW = 3.

3. a3 = 3a1+a2,a4 = 7a1+3a2,所以 a3,a4 在该基下坐标分别是 (3, 1, 0)T , (7, 3, 0)T .

注 第一问的证明用到了子空间的充要条件. 第三问中, 已经知道了 a1,a2,a5 是 W 的

一个基, 求另外两个向量在这个基下的坐标, 也就是用这个基分别线性表示这两个向量.

5.1.5 基, 维数与向量的坐标

(⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆)

定义 如果线性空间 V 中存在一组向量 α1, α2, . . . , αn 线性无关, 而且任意的 α ∈ V 可

由 α1, α2, . . . , αn 线性表示为 α = x1a1 + x2α2 + · · ·+ xnαn, 则称 α1, α2, . . . , αn 为 V 的

一个基, 基中所含向量个数 n 为 V 的维数, 记为 dim  V = n, 称 V 为 n 维线性空间,n
个有序数 x1, x2, x3 . . . xn 为向量 α 在基 α1, α2, . . . , αn 下的坐标.
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性质

1. 线性空间的基不唯一, 但维数唯一确定.

2. 对于 n 维线性空间 V, V 中任意 n 个线性无关的向量都是 V 的基.

3. 对于生成子空间 span(α1, α2, . . . , αn), 向量组 α1, α2, . . . , αn 的极大无关组与秩分

别是 W 的基与维数.

4. n 元齐次线性方程组 Ax = 0 的基础解系就是它的解空间的基, 基础解系所含向
量个数 n− r(A) 就是解空间的维数.

注 第二条性质告诉我们, 要证明 n 个向量构成 n 维线性空间 V 的基, 只需要证明他们
线性无关.

例 5.1.3 设 T ∈ L(R3),T(x1, x2, x3)
T = (x1 +2x2− x3, x2 + x3, x1 + x2− 2x3)

T , 求 T 的
值域的一组基, 并指出 T 的秩.

解 由题意得

R(T) =
{
(x1 + 2x2 − x3, x2 + x3, x1 + x2 − 2x3)

T | x1, x2, x3 ∈ R
}

= span
{
(1, 0, 1)T , (2, 1, 1)T , (−1, 1,−2)T

}
而 

1 2 −1
0 1 1

1 1 −2

→

1 2 −1
0 1 1

0 0 0


所以 R(T) 的一组基为 (1, 0, 1)T , (2, 1, 1)T , 维数为 2.

例 5.1.4 齐次线性方程组 x1 + 2x2 − x3 + 3x4 + x5 = 0

x1 + x2 − x3 + 2x4 = 0

的解空间的维数为 ___.
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解 该方程可以写作

[
1 2 −1 3 1

1 1 −1 2 0)

]


x1

x2

x3

x4

x5


= 0

即 Ax = 0, 其中 r(A) = 2, 则维数为 n− r(A) = 3.

例 5.1.5 1 + x, x + x2, x2 − 1 是否可作为 span(1 + x, x + x2, x2 − 1) 的一个基? 求
span(1 + x, x+ x2, x2 − 1) 的基与维数.

解

(1 + x, x+ x2, x2 − 1) = (1, x, x2)


1 0 −1
1 1 0

0 1 1


而 

1 0 −1
1 1 0

0 1 1

→

1 0 −1
0 1 1

0 0 0


所以 1 + x, x+ x2, x2 − 1 不能作为 span(1 + x, x+ x2, x2 − 1) 的一个基, 维数是 2, 其中
任意两个线性无关的向量都可以作为它的基.

例 5.1.6 R2×2 的子空间

{[
a+ b a

0 b

]
| a, b ∈ R

}
的维数为

解

[
a+ b a

0 b

]
=

[
a a

0 0

]
+

[
b 0

0 b

]
= a

[
1 1

0 0

]
+ b

[
1 0

0 1

]
, a, b ∈ R, 所以维数为 2.

注 要求出维数, 就是要把向量写成几个线性无关的向量的线性表示.

5.2 基变换与坐标变换

(⋆ ⋆ ⋆) 本节在考试中常常涉及过渡矩阵, 需要使用坐标变换公式.

5.2.1 过渡矩阵

n维线性空间 V中,基 α1, α2, . . . , αn到基 β1, β2,…βn的过渡矩阵为 A = (aij)n×n,则
基变换公式为 (β1, β2, . . . , βn) = (α1, α2, . . . , αn)A, 且基 β1, β2, . . . , βn 到基 α1, α2, . . . , an
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的过渡矩阵 B 满足 AB = I.

5.2.2 坐标变换公式

设 n 维线性空间 V 的基 α1, α2, . . . , αn 到基 β1, β2, · · · , βn 的过渡矩阵为 A, 基
α1, α2, . . . , αn 下的坐标为 x = (x1, x2, · · · , xn)

T , 基 β1, β2, · · · , βn 下的坐标为 y =

(y1, y2, · · · , yn)T , 则有 x = Ay.

例 5.2.1 已知线性空间 R3 的基 α1, α2, α3 到基 β1, β2, β3 的过渡矩阵为 P , 且

α1 =


1

0

1

 , α2 =


0

1

0

 , α3 =


1

0

−1

 , P =


1 1 2

0 2 2

−1 −1 0


1. 求 β1, β2, β3;

2. 设向量 δ ∈ R3 在基 α1, α2, α3 与基 β1, β2, β3 下由相同的坐标, 求 δ.

解

1. 由坐标变换公式

(β1, β2, β3) = (α1, α2, α3)P =


0 0 2

0 2 2

2 2 2


所以

β1 =


0

0

2

 , β2 =


0

2

2

 , β3 =


2

2

2


2. 设所求向量坐标为 x,则 Ax = APx,即 A(P−I)x = 0,由于 A可逆,故 (P−I)x =

0. 由于

P − I =


0 1 2

0 1 2

−1 −1 −1

→

1 0 −1
0 1 2

0 0 0


所以 x = k(1,−2, 1)T , 所以 δ = k(α1 − 2α2 + α3) = k(1,−1, 0)T .

5.3 线性空间的同构

(⋆⋆) 本节内容重在理解, 考试中很少直接就同构本身出题.
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5.3.1 同构映射的定义

映射 f : V1 → V2 满足

1. f 是双射,

2. f(α + β) = f(α) + f(β),∀α, β ∈ V1,

3. f(kα) = kf(α),∀α ∈ V, k ∈ K.

那么就说 V1, V2 同构.
在 n 维线性空间 V 中, 向量与它的坐标的对应就是同构映射.

5.3.2 同构映射的性质

f 是线性空间 V1 到 V2 的同构映射, 则

1. f(01) = 02, 01, 02 分别是 V1, V2 中的零元素.

2. f(−α) = −f(α),∀α ∈ V .

3. f

(
m∑
i=1

kiαi

)
=

m∑
i=1

f(kiαi),∀αi ∈ V, ki ∈ K.

4. 线性相关向量组的像线性相关, 线性无关向量组的像线性无关.

5. 自反性: 线性空间与自身同构.

6. 对称性: 若 V1 与 V2 同构, 则 V2 与 V1 同构.

7. 传递性: 若 V1 与 V2 同构,V2 与 V3 同构, 则 V1 与 V3 同构.

8. 两个有限维线性空间同构 ⇐⇒ 它们的维数相同.

9. 扩充定理: 设 α1, α2, . . . , αs 是 n 维线性空间 V 中的一个线性无关向量组,r < n,
则一定可以由 α1, α2, . . . , αs 扩充得到 V 的一个基.

5.4 子空间的交与和

(⋆⋆) 本节内容在考试中出现较少.

5.4.1 子空间的交

若 V1, V2 都是 V 的子空间, 则 V1 ∩ V2 也是 V 的子空间, 称为 V1, V2 的交空间.
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5.4.2 子空间的和

子空间和的定义

设 V1 与 V2 都是 V 的子空间,V1 与 V2 的和空间定义为 {α+ β | α ∈ V1, β ∈ V2}, 记
为 V1 + V2, 则 V1 + V2 也是 V 的子空间.

子空间直和的定义

如果 V1+V2中的每个向量 α表示成 V1中的向量 α1与 V2中向量 α2的和 α = α1+α2

的表示方法唯一, 则称 V1 + V2 为 V1 与 V2 的直和, 记为 V1 ⊕ V2.

重要性质 V1 + V2 为直和 ⇐⇒ V1 ∩ V2 = 0

5.4.3 维数公式

对线性空间 V 的任意有限维子空间 V1, V2,

dimV1 + dimV2 = dim(V1 + V2) + dim(V1 ∩ V2)

特别地, 若它们的和为直和, 则

dimV1 + dimV2 = dim(V1 ⊕ V2)

5.5 内积与欧氏空间

在学习内积时, 可以类比向量的内积, 从而易于理解和记忆. 几种典型的欧氏空间在
考试中经常出现.

5.5.1 内积与欧氏空间的定义

(⋆⋆)
V 是一个实线性空间, 如果映射 〈·, ·〉 : V × V → R 满足

1. 对称性: 〈α, β〉 = 〈β, α〉,

2. 可加性: 〈α + β, γ〉 = 〈α, γ〉+ 〈β, γ〉,

3. 齐次性: 〈kα, β〉 = k〈α, β〉,

4. 非负性: 〈α, α〉 ≥ 0 且等号成立当且仅当 α = 0.

则称映射 〈·, ·〉 是 V 上的内积, 带有内积 〈·, ·〉 的实线性空间 V 称为欧氏空间.
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注 一定要注意, 内积是人为定义的, 同一个线性空间定义不同的内积可以形成完全不
同的欧氏空间, 结构也完全不相同.

5.5.2 几种典型的欧氏空间

(⋆⋆)
下面介绍几种常见的欧氏空间和其对应的内积:

1. n 维空间 Rn 上定义内积 〈α, β〉 = αTβ (即 〈(a1, . . . , an)T , (b1, . . . , bn) =
n∑

k=1

akbk),

成为一个欧氏空间.

2. n 阶实矩阵空间可以定义内积 〈A,B〉 =
n∑

i=1

n∑
j=1

aibj = tr(AB), 成为一个欧氏空间.

3. 区间 [a, b] 上的黎曼可积函数关于常义加法与和实数的常义乘法成为一个线性空

间. 这个线性空间中可以定义内积 〈f, g〉 =
∫ b

a
f(x)g(x)dx, 成为一个欧氏空间. 这

个空间将会在高数下册的傅里叶 (Fourier) 变换中再次出现.

上面的三个内积都不是对应线性空间上唯一的内积, 但是它们是最常用的内积, 称为标
准内积.

5.5.3 范数, 夹角, 正交和距离

(⋆ ⋆ ⋆)
欧氏空间中, 向量 α 的范数定义为 ‖α‖ =

√
〈α, α〉.

范数的性质

1. ‖α‖ ≥ 0 且取等当且仅当 α = 0.

2. ‖kα‖ = |k|‖α‖.

3. 三角不等式: ‖α + β‖ ≤ ‖α‖+ ‖β‖.

4. 柯西-施瓦茨不等式 (⋆ ⋆ ⋆): |〈α, β〉| ≤ ‖α‖‖β‖

向量的夹角与距离

两个非零向量 α, β 的夹角定义为

φ = arccos 〈α, β〉
‖α‖‖β‖
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如果 〈α, β〉 = 0, 则称向量 α, β 正交 (垂直), 记作 α⊥β.
两个向量 α, β 的距离定义为 d(α, β) = ‖α− β‖.

勾股定理 两两正交的 m 个向量 α1, α2, . . . , αm 满足

∥∥∥∥ n∑
k=1

αk

∥∥∥∥2 = n∑
k=1

‖αk‖2.

5.6 标准正交基

格拉姆-施密特正交化方法是一定要掌握的将一般向量组化为正交向量组的方法, 而
正交向量组在之后的内容中也有重要的作用.

5.6.1 正交向量组, 标准正交向量组

(⋆ ⋆ ⋆⋆)
欧式空间 V 中的一个向量组不含零向量且其中的向量两两正交,则称它是一个正交

向量组. 如果每一个向量都是单位向量, 称为标准正交向量组.
定理: 正交向量组必是线性无关向量组.
如果 V 是 n 维欧氏空间, 且正交向量组中向量的个数也为 n, 上述定义中的正交向

量组称为正交基, 标准正交向量组称为标准正交基.
定理: 设 α1, α2, . . . , αn 是 n 维欧式空间 V 的一个标准正交基,α, β 是 V 中任意向

量, 设 α =
n∑

k=1

xkαk, β =
n∑

k=1

xkβk, 则

1. xi = 〈α, αi〉,

2. 〈α, β〉 =
n∑

k=1

xkyk,

3. ‖α‖ =
√

n∑
k=1

x2
k,

4. d(α, β) =

√
n∑

k=1

(xk − yk)2

这个定理说明了 n 维欧氏空间 V 与 Rn 的同构关系.

例 5.6.1 设 α1 =
(
2
3
, 2
3
, 1
3

)T
, α2 =

(
2
3
,−1

3
,−2

3

)T
, α3 =

(
1
3
,−2

3
, 2
3

)T , 证明 α1, α2, α3 构成

R3 的一组标准正交基, 并求 α = (1, 2, 0)T 在这组基下的坐标.

解 令 A = (α1, α2, α3), 则计算得 AAT = I, 所以 A 是正交矩阵, 所以 α1, α2, α3 构成

R3 的一组标准正交基. 向量 α 在这组基下的坐标为 x = A−1α = ATα = (2, 0,−1)T .
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5.6.2 格拉姆–施密特正交化

(⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆)
设 α1, α2, . . . , αn 是 n 维欧几里地空间 V 的一个基, 令

β1 = α1

β2 = α2 −
〈α2, β1〉
〈β1, β1〉

β1

· · ·

βn = αn −
n−1∑
k=1

〈αn, βk〉
〈βk, βk〉

βk = αn −
〈αn, β1〉
〈β1, β1〉

β1 −
〈αn, β2〉
〈β2, β2〉

β2 − · · · −
〈αn, βn−1〉
〈βn−1, βn−1〉

βn−1

这样得到的向量组 β1, β2, . . . , βn 是与 α1, . . . , αn 等价的正交向量组, 即 V 的一组正交

基. 再单位化即可得到 V 的一组单位正交基. 这个转化过程称为格拉姆–施密特正交化.

例 5.6.2 在次数不超过 2 的一元实多项式空间 R[x]2(加法与数乘为通常的多项式加法
与数乘) 上定义内积 〈f, g〉 =

∫ 1

0
f(x)g(x)dx 成为欧氏空间, 求 R[x]2 的一组标准正交基.

解 取一个基 (α1, α2, α3) = (1, x, x2), 将其正交化:

β1 = α1 = 1

β2 = α2 −
〈α2, β1〉
〈β1, β1〉

β1 = x− 1

2

β3 = α3 −
〈α3, β1〉
〈β1, β1〉

β1 −
〈α3, β2〉
〈β2, β2〉

β2 = x2 − x+
1

6

所以一组正交基为 β1, β2, β3, 单位化得一组标准正交基

η1 = 1, η2 = 12x− 6, η3 =
60

7
x2 − 60

7
x+

10

7

注 注意在计算内积时按照题目的定义计算.

5.7 正交矩阵

正交矩阵的知识在考试中会与后面的内容综合考察.

5.7.1 正交矩阵的定义与性质

定义 满足 ATA = AAT = I 的实方阵 A 称为正交矩阵.
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基本性质 设 A,B 为同阶正交矩阵, 则

1. detA = ±1,

2. AT = A−1,

3. AT , A∗ 均为正交矩阵,

4. AB 为正交矩阵,

5. A 为正交矩阵 ⇐⇒ A 的行 (列) 向量组为标准正交向量组.

例 5.7.1 设矩阵 A =


1 2 2

2 1 −2
2 −2 1

, 则为正交矩阵的是 A, 1
3
A, 1√

3
中的哪一个?

解 可以验证 A 的行, 列向量组均为正交向量组, 将 A 单位化可得答案是 1
3
A.

注 本题的解决利用了上面的性质 5.

5.7.2 正交变换

定义 P 为 n 阶正交矩阵, 称 Rn 上的线性变换 T : x→ Px 为一个正交变换.
一般欧几里得空间上的定义: 欧几里得空间 V 到自身的满射 A 如果保持内积不变,

即

〈A(x),A(y)〉 = 〈x, y〉

那么称 A 是一个欧几里地空间 V 上的一个正交变换. V 中的任意正交变换 A 在任意标
准正交基 α1, . . . , αn 下的矩阵为正交矩阵.

在 Rn 上, 上述两个定义是等价的.

性质

1. 保持向量内积: 〈T(x),T(y)〉 = 〈x, y〉, 用矩阵写就是 〈P (x), Py〉 = 〈x, y〉,

2. 保持向量内积: ‖T(x)‖ = ‖x‖ 即 ‖Px‖ = ‖x‖.

5.8 矩阵的 QR 分解

(不太考) 若 m × n 矩阵 A 的列向量组线性无关, 则 A 能被分成两个矩阵的乘

积:A = QR, 其中 m× n 矩阵 Q 的列向量组是标准正交向量组,R 是可逆的 n 阶上三角

矩阵. 如果 A 是 n 阶可逆方阵, 则 Q 成为 n 阶正交矩阵.
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5.9 正交分解

5.9.1 正交, 正交补

(⋆⋆)
设 W1,W2 都是欧式空间 V 的子空间,α ∈ V . 如果 α 与 W1 中任何向量都正交, 则

α⊥W1. 如果 W1 中任何向量都与 W2 正交, 则 W1⊥W2.
若 W1⊥W2, 则 W1⊥W2 = {0}.
正交补子空间:W⊥ = {α ∈ V | α⊥W} 也是 V 的子空间, 称为 W 的正交补.
如果 W 是 V 的有限维子空间 (不要求 V 为有限维子空间), 则 V = W ⊕W⊥.

5.9.2 射影

W 是 V 的有限维子空间, 设 e1, e2, · · · , em 是 W 的标准正交基.V 中任一向量 α 在

子空间 W 上的正交射影为

ProjWα =
m∑
k=1

〈α, ei〉ei

例 5.9.1 设向量 a = (1, 1, 1)T , b = (1, 3,−3)T , 则向量 b 在向量 a 上的正交射影向量

Projab =___.

解 将 a 单位化得 e =
(

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
, 则 Projab =

(
1
3
, 1
3
, 1
3

)
.

5.10 练习题

1. 已知 R2×2 的子集 W1 =

{[
a 1

1 b

]
| a, b ∈ R

}
,W2 =

{[
a a+ b

a+ b b

]
| a, b ∈ R

}
,

检验 W1,W2 分别是否为 R2×2 的子空间, 如果是, 求子空间的维数和基.

2. 判断 R3 的子集 W1 = {(x, 2x, 3y) | x, y ∈ R} 是否构成 R3 的子空间.

3. 证明 R[x]3上的向量组 x3, x3+x, x2+1, x+1是 R[x]3的一个基,并求 f = x2+2x+3

在该基下的坐标.

4. 在欧氏空间 C[−π, π](定义在 [−π, π] 上的连续函数空间, 标准内积) 中, 求子空间
W = span(1, cosx, sinx) 的一个标准正交基.

5. 已知三维向量空间 R3中的两个向量 α1 = (1, 0, 1)T , α2 = (0, 1,−1)T ,若 β1, β2构成

一个标准正交向量组,且使得 span(α1, α2) = span(β1, β2),则 β1 =___, β2 =___.
(写出一组可能值)
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6. 在 R3 上,W 是由 β1 = (0, 1, 0)T , β2 = (−4, 0, 3)T 生成的子空间. 求向量 α =

(1, 1, 1)T 在 W 上的射影.

7. 与 α1 = (1, 1,−1, 1)T , α2 = (1,−1,−1, 1)T , α3 = (2, 1, 1, 3)T 都正交的一个单位向

量为 ___.

8. 矩阵 A =


1 −1 2 3

1 3 0 1

0 1 −1 −1
1 −4 −3 −2

, 线性空间 V = {b | b ∈ F 4,Ax = b有解}, 求 V 的

基和维数.

9. 数域 R 上的三维线性空间 V 中,ε1, ε2, ε3 是一组基, 若 α1 = ε1 − ε2 + 2ε3, α2 =

3ε1 − 2ε2 + 5ε3, α3 = 2ε1 + ε2 + ε3, 求 span(α1, α2, α3) 的基和维数.

10. 在 R2×2 中所有二阶实对称矩阵组成的集合构成 R2×2 的一个子空间 W , 证明向量

组 A1 =

[
1 −2
−2 1

]
, A2 =

[
2 1

1 3

]
, A3 =

[
4 −1
−1 −5

]
是 W 的一个基.

11. 设 4 维向量空间 R4 的子空间 V 由向量组 α1 = (1, 1, 1, 3)T , α2 = (−1,−3, 5, 1)T ,
α3 = (3, 2,−1, 4)T , α4 = (−2, 6, 10, 2)T 生成, 求 V 的基与维数.

参考答案

1. W1 不是子空间,W2 是子空间. 一组基为
[
1 1

1 0

]
,

[
0 1

1 1

]
, 维数为 2.

2. W1 中任意向量可写成

(x, 2x, 3y)T = (x, 2x, 0)T + (0, 0, 3y)T = x(1, 2, 0)T + y(0, 0, 3)T

所以 W1 是由 (1, 2, 0)T , (0, 0, 3)T 生成的子空间.

3. 证明: (x3, x3 + x, x2 + 1, x+ 1) = (1, x, x2, x3)A = (1, x, x2, x3)


0 0 1 1

0 1 0 1

0 0 1 0

1 1 0 0

. 因为

|A| 6= 0, 所以 A 为满秩矩阵, 故 x3, x3 + x, x2 + 1, x+ 1 是 R[x]3 的一个基.

f = x2 + 2x+ 3 = (1, x, x2, x3)b = (1, x, x2, x3)(3, 2, 1, 0)T

= (x3, x3 + x, x2 + 1, x+ 1)A−1b
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所以坐标为 A−1b = (0, 0, 1, 2)T .

4.
√
2π, 1√

π
cosx, 1√

π
sinx.

5. 1√
2
(1, 0,−1)T , 1√

6
(1,−2, 1)T .

6. 先找到一组标准正交基 e1 = (0, 1, 0)T , e2 =
(
−4

5
, 0, 3

5

)
(给的 β1, β2 是正交的, 只需

要单位化即可), 于是套用公式可得 ProjWα = 〈α, e1〉e1 + 〈α, e2〉e2 = e1 − 1
5
e2 =(

4
25
, 1,− 3

25

)
7. 设这个向量是 x = (x1, x2, x3, x4)

T , 与三个向量正交得到 Ax = 0, 其中 A =
1 1 −1 1

1 −1 −1 1

2 1 1 3

. 解这个方程组, 得 x = 1√
26
(4, 0, 1,−3)T .

8. W 的基与维数为 A 的列向量组的极大无关组与秩, 记 A = (α1, α2, α3, α4), 可算出
A 的极大无关组为 α1, α2, α3, 故 V 的基为 α1, α2, α3, 维数是 3.

9. (α1, α2, α3) = (ε1, ε2, ε3)


1 3 2

−1 −2 1

2 5 1

, 而 )


1 3 2

−1 −2 1

2 5 1

→

1 3 2

0 1 3

0 0 0

, 故 α1, α2

是 span(α1, α2, α3) 的一组基,dim span(α1, α2, α3) = 2.

10. W 为三维空间, 故任意三个线性无关的向量都可以作为它的基. 令 k1A1 + k2A2 +

k3A3 = 0,得


1 2 4

−2 1 −1
1 3 −5



k1

k2

k3

 = 0,而


1 2 4

−2 1 −1
1 3 −5

满秩,所以 k1 = k2 = k3 =

0, 所以这三个向量线性无关, 可以作为一组基.

11. 因为矩阵 (α1, α2, α3, α4)→


1 −1 3 −2
0 −2 −1 8

0 0 −7 24

0 0 0 12

, 所以 α1, α2, α3, α4 线性无关, 是一

组基. dimV = 4.
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第六章 特征值与特征向量

全章重点, 经常出相关大题, 多多留意.

6.1 知识点总结与例题

6.1.1 特征值, 特征向量相关概念与求解

特征值与特征向量 设 A = (aij)n×n 是一个 n 阶矩阵, 如果有一个复数 λ 及一个 n 维

非零列向量 x = (x1, x2, . . . , xn)
T ∈ Cn, 使得

Ax = λx (6.1)

或

(λI −A)x = 0 (6.2)

则称 λ 为矩阵 A 的一个特征值, 称非零列向量 x 为 A 的对应于 (或属于) 特征值 A 的

特征向量.

特征值与特征向量的求解

求解原理 由定义可知, 特征向量 x 是齐次线性方程组 (6.2) 的非零解, 由 n× n 齐次线

性方程组有非零解的充要条件, 得

det(λI −A) = 0 (6.3)

λ 为矩阵 A 的特征值, 当且仅当 λ 为方程 (6.3) 的根. 对于方程 (6.3) 的每一个根 λi, 齐
次线性方程组 (6.2) 式必有非零解 x, 为对应于特征值 λi 的特征向量.

求 n 阶矩阵 A 的特征值和特征向量的一般步骤 首先, 求出 det  (λI −A) = 0 的全部

根 λ1, λ2, . . . , λn, 则 λ1, λ2, . . . , λn 就是 A 的全部特征值. 然后, 对于 A 的特征值 λi, 求

27
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出式 (6.4):
det(λiI −A) = 0 (6.4)

的基础解系

ξi1, ξi2, . . . , ξik

则 A 的属于特征值 λi 的全部特征向量为

x = c1ξi1 + c2ξi2 + · · ·+ ckiξiki (6.5)

其中 c1, c2, . . . , cki 为不全为 0 的任意常数.

其它相关概念

1. 特征方程: 关于 λ 的一元 n 次代数方程 (6.3) 为矩阵 A 的特征方程.

2. 特征多项式: 一元 n 次多项式 f(λ) = det (λI −A) 为矩阵 A 的特征多项式.

3. 特征子空间: 若 λ 为 A 的特征值, 则称齐次线性方程组 (6.2) 的解空间为 λ 的特

征子空间, 并记为 Vλ.

4. 单特征值, 重特征值与代数重数: n 阶矩阵 A 有 n 个特征值. 如果为特征方程的重
根, 称 λi 为 A 的 k 重特征值; 当 k = 1 时, 称 λi 为 A 的单特征值.

5. 几何重数:Vλi
的维数, 即齐次线性方程组 (6.4) 的基础解系所含向量个数为特征值

λi 的几何重数.

6.1.2 概念与求解相关例题

例 6.1.1 求矩阵 A =


1 −3 3

3 −5 3

6 −6 4

 的特征值和特征向量 (课本 210 页例 6.1.1)

解 由特征方程

det(λI −A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 1 3 −3
−3 λ+ 5 −3
−6 6 λ− 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ+2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −3
1 λ+ 5 −3
0 6 λ− 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ == (λ+2)2(λ− 4) = 0

解得 A 有 2 重特征值 λ1 = λ2 = −2, 有单特征值 λ3 = 4.
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对于特征值 λ1 = λ2 = −2, 解方程组 (−2I −A)x = 0, 由初等行变换

−2I −A =


−3 3 −3
−3 3 −3
−6 6 −6

→

1 −1 1

0 0 0

0 0 0


得基础解系 ξ1 = (1, 1, 0)T , ξ2 = (−1, 0, 1)T , ξ1, ξ2 为对应于特征值 −2 的线性无关特征
向量, 对应于特征值 −2 的全部特征向量为 x = k1ξ1 + k2ξ2(k1, k2 为不全为 0 的任意常

数).
对于特征值 λ3 = 4, 解方程组 (4I −A)x = 0, 即

4I −A =


3 3 −3
−3 9 −3
−6 6 0

→

1 1 −1
0 12 −6
0 12 −6

→

1 0 −1

2

0 1 −1
2

0 0 0


得基础解系 ξ3 = (1, 1, 2)T , ξ3 为对应于特征值 4 的线性无关特征向量, 对应于特征值 4
的全部特征向量为 x = kξ3(k 为任意非零常数).

注 求特征值与特征向量是第六章最为重要, 考察最为频繁的知识点, 且其方法基本不
变. 对于此知识点需熟练掌握.

6.1.3 特征值, 特征向量相关性质与结论

1. 若 x1,x2 都是属于 λi� 特征向量, 则当 x1 +x2 6= 0 时,x1 +x2 也是属于 λi 的特征

向量; 当 kx1 6= 0 时, kx1 也是属于 λi 的特征向量. 一般地, 如果 x1,x2, . . . ,xm 都

是属于 λi 的特征向量,c1, c2, · · · , cm 为任意常数,则当 c1x1+c2x2+ · · ·+cmxm 6= 0

时,c1x1 + c2x2 + · · ·+ cmxm 仍是属于 λi 的特征向量. 即属于同一特征值的特征向
量不唯一.

2. 设 n 阶矩阵 A = (aij)n 的全部特征值为 λ1, λ2, . . . , λn, 则有

(a)
n∏

k=1

λk = λ1λ2 · · ·λn = detA (积为行列式)

(b)
n∑

k=1

λk = λ1 + λ2 + · · ·+ λn = trA =
n∑

k=1

akk = a11 + a22 + . . .+ ann (和为矩阵

迹)

推论 方阵可逆 ⇔ 特征值都不为 0; 方阵不可逆 ⇔ 特征值至少有一个为 0.

3. 设 λ 为矩阵 A 的一个特征值, 则
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(a) 对任何正整数 m,λm 为矩阵 Am 的一个特征值;

(b) 对任何多项式 f(x) = amx
m+ am−1x

m−1+ · · ·+ a1x+ a0, f(λ)为矩阵 f(A) =

amA
m + am−1A

m−1 + · · ·+ a1A+ a0I 的一个特征值, 且矩阵 A 对应于 λ 的

特征向量与矩阵 f(A) 对应于 f(λ) 的特征向量相同.

4. 设 λ 为 n 阶可逆矩阵 A 的一个特征值, 则 λ 6= 0, 且 1
λ
为 A−1 的一个特征

值, 1
λ

detA 为 A 的伴随矩阵 A∗ 的一个特征值.

5. 属于互不相同特征值的特征向量线性无关.

6. 矩阵 A 的任何特征值的集合重数不大于其代数重数.

6.1.4 性质与结论相关例题

例 6.1.2 设 A 为三阶方阵, 且 |A− 2I| = |A+ I| = |2A− I| = 0, 则 |A∗| =___.

解 由题意可知 A 的特征值分别为 2,−1, 1
2
, 则 |A∗| = |A|2 =

(
2× (−1)× 1

2

)2
= 1.

例 6.1.3 (2018 年期末) 矩阵 A =


1 −1 1

2 4 x

−3 −3 5

 有特征值 λ1 = 6, λ2 = λ3 = 2, 且有

三个线性无关的特征向量, 则 x 的值为 ___.

解 由矩阵A有 2重特征值 2,且有三个线性无关的特征向量,可知方程组 (2I−A)x =

0 的基础解系所含向量个数为 2, 即矩阵 2I −A 秩为 1, 有

2I −A =


1 1 −1
−2 −2 −x
3 3 −3


故有 −x = 2, x = −2.

注 特征值与特征向量相关性质与结论考察形式较为灵活, 常与其它知识点结合考察,
需要大家在熟记各种性质与结论的基础上灵活应用以解决问题.

6.1.5 相似矩阵与矩阵的对角化

相似矩阵 设 A,B 都是 n 阶矩阵, 如果存在一个 n 阶可逆矩阵 P , 使得

P−1AP = B (6.6)
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则称 A 相似于 B, 记作 A ∼ B, 并称由 A 到 B = P−1AP 的变换为一个相似变换.
相似矩阵具有如下性质:

1. 相似矩阵具有自反性, 对称性与传递性.

2. 设 n 阶矩阵 A 与 B 相似, 则有

(a) detA = detB;

(b) r(A) = r(B), 特别地, 当 A,B 都可逆时,A−1 ∼ B−1;

(c) A 与 B 有相同的特征多项式, 从而有相同的特征值.

矩阵的对角化 如果 n 阶矩阵 A 与一个对角矩阵相似, 则称 A 可相似对角化, 简称为
A 可对角化.

矩阵可对角化的条件:

1. 矩阵可对角化的充分条件: 若 n 阶矩阵 A 的 n 个特征值互不相同 (即的特征值都
是单特征值) 则必与对角矩阵相似.

2. 矩阵可对角化的充要条件是 A 有 n 个线性无关的特征向量或 A 的每个特征值的

几何重数都等于它的代数重数.

矩阵对角化的求解 在 A 可对角化时, 求出对应于每个特征值的线性无关特征向量, 从
而可得到 A 的 n 个线性无关的特征向量 ξ1, ξ2, . . . , ξn, 其中 ξi 是对应于特征值 λi 的特

征向量 (i = 1, 2, . . . , n). 以 ξ1, ξ2, . . . , ξn 为列向量构成矩阵

P = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) (6.7)

则 P 可逆, 且有
P−1AP = diagλ1, λ2, . . . , λn (6.8)

6.1.6 相似矩阵与矩阵的对角化相关例题

例 6.1.4 矩阵 A =


1 −3 3

3 −5 3

6 −6 4

 能否对角化? 若能, 求可逆矩阵 P , 使得 P−1AP 为对

角矩阵.
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解 此矩阵即为例 6.1.1 中矩阵, 此矩阵有 3 个线性无关的特征向量:

ξ1 =


1

1

0

 , ξ2 =


−1
0

1

 , ξ3 =


1

1

2


由 ξ1, ξ2, ξ3 线性无关知矩阵 A 可对角化. 令

P = (ξ1, ξ2, ξ3) =


1 −1 1

1 0 1

0 1 2


则有

P−1AP =


−2 0 0

0 −2 0

0 0 4



注 求矩阵可对角化时的对角矩阵 D 和可逆矩阵 P, 本质上仍然是特征值与特征向量的
求解. 在求对角矩阵 D 和可逆矩阵 P 时, 要注意特征值与特征向量之间的对应.

例 6.1.5 设三阶矩阵 A 的特征值为 1, 2,−3, 矩阵 B = A3 − 7A+ 5I, 求矩阵 B.

解 由题意,A 可相似对角化, 且存在一个 3 阶可逆矩阵 P , 使得

P−1AP = D = diag(1, 2,−3)

故有

A = PDP−1

A3 = PDP−1PDP−1PDP−1 = PD3P−1

所以

B = A3 − 7A+ 5I = PD3P−1 − 7PDP−1 + 5PIP−1 = P (D3 − 7D + 5I)P−1

又有

D3 − 7D + 5I =


1 0 0

0 8 0

0 0 −27

−

7 0 0

0 14 0

0 0 −21

+


5 0 0

0 5 0

0 0 5

 = −I
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所以

B = P (−I)P−1 = −I

注 对角化在计算矩阵的高次幂和多项式时非常实用. 请读者充分理解这种方法, 并能
够熟练运用.

6.1.7 实对称矩阵

实对称矩阵是必定可以对角化的一类矩阵, 有着非常重要的应用.

实对称矩阵 如果有 n 阶实矩阵 A, 且矩阵的转置等于本身, 则称其为实对称矩阵.
实对称矩阵具有下列性质:

1. 实对称矩阵的特征值均为实数.

2. 设实对称矩阵 A 有相异特征值 λ1, λ2,x1,x2 分别是与 λ1, λ2 对应的特征向量, 则
x1,x2 正交.

3. 设 A 为 n 阶实对称矩阵, 则必存在 n 阶正交矩阵 P , 使得 P−1AP = P TAP =

diag(λ1, λ2, . . . , λn) 为对角矩阵

4. 实对称矩阵的每个特征值的几何重数都正好等于其代数重数.

实对称矩阵相似过程中正交矩阵的求解

n 阶实对称矩阵 A 的正交相似对角化过程如下:

1. 求出 A 的全部特征值 λ1, λ2, · · · , λn;

2. 对每个特征值 λi, 求出方程组

(λiI −A)x = 0

的一个基础解系 (即特征子空间 Vλi
的一个基);

3. 对每个特征值 λi, 利用格拉姆-施密特正交化方法将 Vλi
的基中的向量单位正交化,

得到其标准正交基, 再将所有特征子空间的标准正交基合在一起得到 A 的 n 个标

准正交的特征向量 e1, e2, . . . , en

4. 令矩阵 P = (e1, e2, . . . , en), 则 P 可逆, 且

P−1AP = P TAP = diag(λ1, λ2, · · · , λn) (6.9)
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6.1.8 实对称矩阵相关例题

例 6.1.6 试求一个正交的相似变换矩阵, 将下列实对称矩阵化为对角矩阵:

A =


2 2 −2
2 5 −4
−2 −4 5



解 由 |A − λI| =


2− λ 2 −2
2 5− λ −4
−2 −4 5− λ

 = (10 − λ)(λ − 1)2 可得特征值为 λ1 = λ2 =

1, λ3 = 10 当 λ1 = λ2 = 1 时, 解方程 (λiI −A)x = 0, 可取一组正交的基础解系为

ξ1 = (0, 1, 1)T , ξ2 = (4,−1, 1)T

单位化得

e1 =

(
0,

1√
2
,
1√
2

)T

, e2 =

(
4

3
√
2
,− 1

3
√
2
,

1

3
√
2

)T

同理, 当 λ3 = 10 时, 解方程解方程 (λ3I −A)x = 0 得

e3 =

(
1

3
,
2

3
,−2

3

)T

于是得到 A 的标准正交特征向量 e1, e2, e3, 故所求正交矩阵可取

P = (e1, e2, e3) =


0 4

3
√
2

1
3

1√
2
− 1

3
√
2

2
3

1√
2

1
3
√
2
−2

3


且有

P−1AP = P TAP =


1 0 0

0 1 0

0 0 10



注 在实对称矩阵的考察中, 常常要求求出能够使实对称矩阵化为对角矩阵的正交相似
变换矩阵. 其与一般相似变换矩阵求法的不同之处在于需要将各特征子空间的基中的向
量进行单位正交化. 此部分习题方法固定, 难度不大, 但运算量要求较高, 同学们应注意
多加练习.
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6.2 练习题

基础组

1. 设 λ = 2 是可逆矩阵 A 的一个特征值, 则矩阵
(
1
3
A2
)−1
的一个特征值为 ___.

2. 当 ( ) 时,n 阶矩阵 A 与 B 相似.

(a) A 和 B 有相同的特征值且均可相似对角化

(b) |A| = |B|

(c) A 和 B 有相同的特征多项式

(d) r(A) = r(B)

3. 矩阵 A =


1 −1 1

x 4 y

−3 −3 5

 有二重特征值 2, 且有三个线性无关的特征向量, 则 x, y

的值分别为 ___.

4. 矩阵 A =


1 −2 0

0 a 0

0 3 1

相似于矩阵 B =


0 2 −3
−1 3 −3
1 −2 b

,则 a, b的值分别为 ___.

5. 设 A =


2 1 2

1 2 2

2 2 1

, 求 φ(A) = A10 − 6A9 + 5A8.

6. 已知矩阵 A =


2 1 1

1 2 1

1 1 2

, 且向量 α =


1

k

1

 是逆矩阵 A−1 的特征向量, 试求常数

k.

7. 设 n 维向量 α = (a1, a2, · · · , an)T 6= 0, β = (b1, b2, · · · , bn) 6= 0, 且 αTβ = 0, 令矩
阵 A = αβT , 求 (a)A2; (b)A 的特征值与特征向量.

8. 设方阵 A 与 B 相似, 即存在可逆方阵 P , 使 P−1AP = B, 已知 ξ 为 A 对应于

特征值 λ 的特征向量, 求 B 对应于特征值 λ 的特征向量.

9. 设 A 为 2 阶矩阵,α1,α2 为线性无关的 2 维向量,Aα1 = 0,Aα2 = 2α1 +α2, 求
A 的非零特征值.

10. (课本 228 页习题) 设 3 阶方阵 A 与 B 相似, 且 A 的特征值分别为 1
2
, 1
3
, 1
4
, 则

|B−1 − I| =___.
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提高组

11 证明 A 与 AT 有相同的特征值.

12 (08 期末) 设 α = (a1, a2, a3)
T , β = (b1, b2, b3)

T , 且 αTβ = 2,A = αβT

(a) 求 A 的特征值.

(b) 求可逆矩阵 P 及对角阵 B, 使得 P−1AP = B.

13 设 A 是 n 阶可逆矩阵 (n ≥ 2), α 是 n 维非零实向量. 令矩阵 B = AααT

(a) 求 B 的特征值与行列式 det  (B + 2I).

(b) B 是否可对角化? 为什么?

14 (14 期末) 设 α, β 是 3 维实单位列向量, 且 α 与 β 正交. 令 A = αβT + βαT , 问其
是否可以相似对角化? 若可相似对角化, 求出与 A 相似的对角阵 D.

参考答案

1. 3
4

2. (a)

3. x = 3, y = −1

4. a = 5, b = 4 (相似矩阵迹相同, 行列式相等)

5.


2 2 −4
2 2 −4
−4 −4 8

(模仿例 6.1.5 方法)

6. −2 或 1(两边左乘 A−1 可知,α 也是矩阵 A 的特征向量。由特征值定义可求解)

7. (a) O(A2 = αβTαβT = α(βTα)βT = α(αTβ)TβT = O).

(b) 特征值仅有 λ = 0,特征向量 x = c1(b2,−b1, 0, . . . , 0)T+c2(b3, 0,−b1, . . . , 0)T+
. . .+ cn(bn, 0, 0, . . . ,−b1)T , (c1, c2, c3, . . . , cn 为不全为零的常数)

8. P−1ξ (Aξ = λξ, 等式两边左乘 P−1, 由相似得 P−1A = BP−1, 得到 BP−1ξ =

λP−1ξ, 所以特征向量为 P−1ξ)
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9. 1 (已知得 A(α1, α2) = (0, 2α1 + α2) = (α1, α2)

[
0 2

0 1

]
, 由 α1, α2 线性无关,(α1, α2)

满秩, 得 A = (α1, α2)

[
0 2

0 1

]
(α1, α2)

−1, 则 A 与
[
0 2

0 1

]
相似, 易得非零特征值为

1 )

10. 6 (由题意, P−1BP = diag(1/2, 1/3, 1/4), B = Pdiag(1/2, 1/3, 1/4)P−1, B−1 =

Pdiag(2, 3, 4)P−1, B−1 − I = Pdiag(1, 2, 3)P−1, 进而可求)

11. 由于 |λI − AT | = |λIT − AT | = |(λI − A)T | = |λI − A|, 特征多项式相同则特征值
相同.

12. (a) 由 A = αβT 可知,r(A) ≤ 1,又由 αTβ = 2 = a1b1+ a2b2+ a3b3 可知 r(A) = 1,
故 λ1 = λ2 = 0 是两个特征值, 又 λ1 + λ2 + λ3 = a1b1 + a2b2 + a3b3 = 2, 得特
征值分别为 λ1 = λ2 = 0, λ3 = 2

(b) 对应于 λ1 = λ2 = 0 的特征向量是方程 x1b1 + x2b2 + x3b3 = 0 的基础解系, 解
得 ξ1 = (b2,−b1, 0)T , ξ2 = (b3, 0,−b1)T , 又因为 Aα = αβTα = 2α, ξ3 = α , 故

得到 P= (ξ1, ξ2, ξ3) =


b2 b3 a1

−b1 0 a2

0 −b1 a3

, 对角矩阵 B =


0 0 0

0 0 0

0 0 2


13. (a) 由 A 是 n 阶可逆矩阵, 可知 r(B) = r(ααT ) = 1, 又 BAα = AααTAα =

(αTAα)Aα, 故 B 有 n− 1 重特征值 0 和单特征值 αTAα,B + 2I 有 n− 1 重

特征值 2 和单特征值 2 + αTAα, 故 det  (B + 2I) = 2n−1(2 + αTAα)

(b) αTAα 6= 0 时, 每个特征值的几何重数等于代数重数, 可对角化,αTAα = 0 时

不可对角化.

14. (a) 由 A = AT , 且均为实对称矩阵, 可知其可对角化.

(b) Aα = α(βTα) + β(αTα) = β,Aβ = α(βTβ) + β(αTβ) = α,A(α + β) =

α+β,A(α−β) = β−α,由 α, β 正交得 α, β 线性无关,即 α−β�0, α−β 6= 0,
故 A 有特征值 1, −1; 又因为 r(A) ≤ r(αβT ) + r(βαT ) = 2, 故 A 有特征值 0,

故 A 可对角化, 且其相似对角阵为 D =


1 0 0

0 −1 0

0 0 0


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第七章 二次曲面与二次型

7.1 知识点与例题

7.1.1 曲面与空间曲线的方程

(⋆⋆)

1. 曲面的直角坐标方程:F (x, y, z) = 0, 曲面的参数方程:


x = x(u, v)

y = y(u, v)

z = z(u, v)

.

2. 空间曲线的直角坐标方程

F1(x, y, z) = 0

F2(x, y, z) = 0
, 空间曲线的参数方程:


x = x(t)

y = y(t)

z = z(t)

.

7.1.2 柱面

(⋆ ⋆ ⋆⋆)

柱面的定义 动直线 L 始终平行于直线 C 并沿着曲线 Γ 移动而形成的曲面, 其中,Γ 为
准线,L 为母线.

柱面的参数方程 若母线 L 与 (l,m, n)T 平行, 准线 Γ 由参数方程
x = f1(u)

y = f2(u)

z = f3(u)

, α ≤ u ≤ β

39
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给定, 则柱面的参数方程为
x = f1(u) + lv

y = f2(u) +mv

z = f3(u) + nv

, α ≤ u ≤ β, v ∈ R

例 7.1.1 求母线平行于直线 C : x = y = z, 准线 Γ :

x2 + y2 + z2 = a2

x+ y + z = 0
的柱面的方

程.

解 设 M(x, y, z) 是所求柱面上的任意一点, 由母线的方向向量为 a = (1, 1, 1) 得过 M

的母线的参数方程为


x = x+ t

y = y + t

z = z + t

. 且此母线必与 Γ 相交, 设交点为 (X,Y, Z), 则有

(x+ t)2 + (y + t)2 + (z + t)2 = a2

(x+ t) + (y + t) + (z + t) = 0

消去 t 的 2x2 + 2y2 + 2z2 − 2xy − 2yz − 2zx = 3a2 即为所求柱面的方程.

评注 柱面方程的建立过程:

1. 设准线上一点.

2. 写出过该点的母线参数方程.

3. 结合准线方程消去参数.

7.1.3 锥面

(⋆ ⋆ ⋆⋆)

锥面的定义 动直线 L 沿定曲线 Γ 移动,L 始终过定点 M0, 所形成的曲面. 其中 L 为母

线,M0 为顶点,Γ 为准线.
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锥面的参数方程 若已知 M0(x0, y0, z0), 准线的参数方程为
x = f1(u)

y = f2(u)

z = f3(u)

, u ∈ [α, β]

则锥面的参数方程为 
x = x0 + (f1(u)− x0)v

y = y0 + (f2(u)− y0)v

z = z0 + (f3(u)− z0)v

, u ∈ [α, β], v ∈ R

7.1.4 旋转面

(⋆ ⋆ ⋆⋆)

定义 一条曲线 Γ 绕一条定直线 L 旋转一周所形成的曲面称为旋转面. 定直线 L 称为

轴, 曲线 Γ 称为母线.

特殊情况下的方程

f(x, y) = 0

x = 0
绕 z 轴旋转一周形成的曲面方程为

f(±
√
x2 + y2, z) = 0

例 7.1.2 求直线 L : x− 1 = y = z 绕 z 轴旋转所形成的旋转面方程.

解 设 P (x, y, z) 是旋转面上任一点, 它必是由 L 上某点 M(X,Y, Z) 旋转而得, 由于
L : x− 1 = y = z, 故 M 的坐标可写成 (1 + z, z, z), 利用 P 到 z 轴的距离等于 M 到 z

轴的距离, 得 x2 + y2 = (1 + z)2 + z2, 化简得:x2 + y2 − 2
(
z + 1

2

)2
= 1

2
.

例 7.1.3 求直线 L : x− 1 = y = 1− z 在平面 π : x− y + 2z = 1 上的投影直线 l0 的方

程, 并求出 l0 绕 y 轴旋转一周所形成曲面的方程.

解 投影柱面的母线的方向向量 (1,−1, 2),求得投影柱面的方程为:−x+3y+2z−1 = 0.
再与平面 π 联立得投影直线的方程为x = 2y

z = −1
2
(y − 1)



42 第七章 二次曲面与二次型

旋转面方程为 x2 + z2 = (2y)2 + (−1
2
(y − 1))2, 化简得 4x2 − 17y2 + 4z2 + 2y − 1 = 0.

评注 要理解曲线 Γ 在平面 π 上投影的本质 — 即母线方向垂直于 π, 准线为 Γ 的柱面

在 π 上的投影曲线. 因此此题可以利用求柱面的参数方程的方法求 l0 方程.

7.1.5 五种典型的二次曲面

(⋆ ⋆ ⋆)
常见的五种典型的二次曲面如下表所示.

例 7.1.4 指出下列方程组所表示的曲面 (线) 名称.

1. 2(x− 1)2 + (y + 1)2 = z2

2. 4x2 − y2 + z = 0

3. x2 − y2

4
+ z2 = 1

4. x2 + 4y2 − 4z2 = 1

5. 参数方程


x = 1

y = cos θ

z = sin θ

解

1. 椭圆锥面;

2. 双曲抛物面, 即 y2 − 4x2 = z;

3. 单叶双曲面, 对照标准方程即可. 也可化为 x2 + z2 − y2

4
− 1 = 0, 看作由曲线x2 y2

4
− 1 = 0

z = 0
绕 y 轴旋转而来;

4. 单叶双曲面;

5. 圆.

注 (等距) 螺旋线的参数方程:


x = a cosωt

y = a sinωt

z = vt

, 0 ≤ t < +∞.
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表 7.1: 二次曲线方程与形状说明表
曲面形状 方程 其它条件 图像

椭球面 x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1 a, b, c > 0

单叶双曲面 x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= 1 a, b, c > 0

双叶双曲面 x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= −1 a, b, c > 0

椭圆抛物面 x2

p
+ y2

q
= 2z p, q > 0

双曲抛物面 x2

p
− y2

q
= 2z p, q > 0

7.1.6 曲线在坐标面上的投影

(⋆ ⋆ ⋆⋆)

曲线 Γ 是每一个点在平面 π 上的垂足形成的曲线称为 Γ 在 π 上的投影. 如求 Γ 在

Oxy 平面上的投影的方程, 先求 Γ 到 Oxy 的投影柱面方程: 从 Γ 的方程中消去 z, 得到
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ϕ(x, y) = 0. 因此

ϕ(x, y) = 0

z = 0
即为 Γ 在 Oxy 平面的投影曲线方程.

例 7.1.5 求

x2 + y2 = 2y

z =
√

4− x2 − y2
在各个坐标面上投影的参数方程.

解 如在 0xy 平面的投影的方程,需先在方程中消去 z,得到投影柱面方程 x2+ y2 = 2y,

再加上 z = 0, 得到投影曲线方程:

x2 + y2 = 2y

z = 0
.

同理消去 x, 在 0yz 面上的投影曲线方程为

z =
√
4− 2y

x = 0
, 0 ≤ y ≤ 2.

消去 y, 得到 0xz 面上的投影曲线方程为

x2 + 1
4
z4 − z2 = 0

y = 0
,−1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤

z ≤ 2.

7.1.7 二次型

(⋆⋆)

定义 称关于 n 个变量 x1, . . . , xn 的二次齐次多项式函数

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

aiix
2
i + 2

∑
1≤i<j≤n

aijxixj

为一个 n元二次型.可以将其写作 f(x1, . . . , xn) = f(x)bmxTAx,其中 x = (x1, . . . , xn)
T ,

A = (aij)n 为实对称矩阵. 称 xTAx 为二次型的矩阵表达式,A 为二次型 f 的矩阵,r(A)
为二次型 f 的秩.

例 7.1.6 设实矩阵 A = (aij)n 不是实对称矩阵,x = (x1, . . . , xn)
T ∈ Rn, 问 f = xTAx

是不是关于 x1, . . . , xn 的二次型? 如果是,f = xTAx 是不是其矩阵表示?

解 f 是二次型, 但由于 A 不是实对称矩阵, 因而 f = xTAx 不是其矩阵表示. 二次型
f 的矩阵表示为 xT

(
1
2
A+AT

)
x.

7.1.8 二次型的标准型

(⋆ ⋆ ⋆⋆)
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通过可逆线性变换 x = Cy, 将二次型 f = xTAx 化成只含变量的平方项的形式

f = d1y
2
1 + d2y

2
2 + · · · + dny

2
n, 上式右端称为二次型 f 的标准型. 标准型的矩阵是对角矩

阵 D = diag(d1, d2, . . . , dn), 标准型的矩阵形式为 f = yTDy. 易得 CTAC = D, 其中 C

是可逆矩阵.

定理 对于二次型 f = xTAx (A 为是对称矩阵), 总存在正交变换 bmx = Py, 使得它
可以将 f 话称标准型 f = λ1x

2
1 + · · ·+ λnx

2
n, 其中 λ1, . . . , λn 为 A 的全部特征值.

例 7.1.7 用正交变换将二次型 f = x2
1 + x2

2 + 2x2
3 + 4x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3 化为标准型,

并求出所用的正交变换矩阵.

解 二次型 f 的矩阵 A =


1 2 1

2 1 1

1 1 2

, 特征方程

det(λI −A) = 0⇐


1− λ 2 1

2 1− λ 1

1 1 2− λ

 = (λ− 4)(λ− 1)(−λ− 1) = 0

解得 λ = 4, 1,−1. 代入得正交矩阵

P =


1√
3

1√
6

1√
2

1√
3

1√
6
− 1√

2
1√
3
− 2√

6
0


使得 P−1AP = P TAP = diag(4, 1,−1). 因此, 通过正交变换 x = Py, 将 f 化为标准型
f = 4y21 + y22 − y23.

注 此题运用了化二次型为标准型的第一种方法: 正交变换. 求一个正交变换 x = Py,
本质是求一个正交矩阵 P , 使 P−1AP = P TAP 成为对角矩阵. 该方法的步骤为:

1. 写出二次型的矩阵 A;

2. 求矩阵 A 的所有特征值;

3. 求各特征值对应的特征向量;

4. 将每个特征值对应的特征向量先正交化再单位化, 得正交矩阵 P ;

5. 通过正交变换 x = Py 将二次型 f 化为标准形.



46 第七章 二次曲面与二次型

例 7.1.8 用配方法化 f(x1, x2, x3) = x1x2 − x2x3 为标准形, 并写出相应的可逆变换的矩
阵.

解 先做可逆线性变换


x1 = y1 + y2,

x2 = y1 − y2,

x3 = y3

, 将 f 化为 f = y21–y22–y1y3 + y2y3. 配方得

f =
(
y1 − 1

2
y3
)2− (y2 − 1

2
y3
)2, 再做可逆线性变换


z1 = y1 − 1/2y3,

z2 = y2 − 1/2y3,

z3 = y3

就将 f 化成了标

准形 f = z21 − z22 .

注 此题运用了化二次型为标准形的第二种方法: 配方法. 一般, 若 f 中含有平方项和交

叉乘积项, 可直接配方, 从 x1 开始, 直到 xn(见教材 P261 例 7.2.3). 若不含平方项, 则先
进行可逆线性变换, 再配方. 配方法计算繁琐, 没有明确要求则不推荐使用.

7.1.9 合同矩阵

(⋆ ⋆ ⋆)
设 A,B 为 n 阶矩阵, 如果存在 n 阶可逆矩阵 C 使得 CTAC = B, 则称 A 与 B 合

同, 记为 A ∼= B, 且称由 A 到 B = CTAC 的变换为合同变换. 合同具有自反性, 对称性
和传递性. 若 A 与 B 合同, 则 A 与 B 等价, 即 A 与 B 有相同的秩.

判断两个矩阵是否合同

1. 两矩阵合同 ⇐⇒ 两矩阵具有相同的正惯性指数 ⇐⇒ 正负特征值个数相同;

2. 两个实对称阵若相似则必合同 (两个可对角化的同阶方阵相似 ⇐⇒ 它们有相同的
特征值).

例 7.1.9 设 A =

[
A1 0

0 A2

]
, B =

[
B1 0

0 B2

]
, 证明: 如果 A1 与 B1 合同,A2 与 B2 合同,

则 A 与 B 合同.

解 由于 A1 与 B1 合同,A2 与 B2 合同, 故存在可逆矩阵 C1 和 C2, 使得

B1 = CT
1 A1C1, B2 = CT

2 A2C2
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令 C =

[
C1 0

0 C2

]
则有 B = CTAC, 即 A 与 B 合同.

7.1.10 正定二次型与正定矩阵

(⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆)

定义 设 f(x) = xTAx 是一个 n 元二次型, 如果对任意非零向量 x = (x1, x2, · · · , xn)
T ,

都有 xTAx > 0, 则称 f 为正定二次型,A 为正定矩阵.

常用性质定理

1. n 阶实对称矩阵 A 为正定矩阵 ⇐⇒ A 的所有特征值大于 0.

2. n 阶实对称矩阵 A 为正定矩阵 ⇐⇒ 存在可逆矩阵 M 使得 A = MTM , 即 A ∼= In.

7.1.11 推论

1. n 元二次型 f 为正定二次型 ⇐⇒ f 的正惯性指数为 n.

2. 正定矩阵的行列式大于 0.

例 7.1.10 设 A 与 B 合同. 证明:A 为正定矩阵当且仅当 B 为正定矩阵.

解 由 A 与 B 合同得, 存在可逆矩阵 C, 使 B = CTAC. 若 A 正定, 则存在可逆矩阵
M , 使得 A = MTM , 故 B = CTMTMC = (MC)T (MC) 是正定的. 同理可证当 B 正定

时,A 正定.

例 7.1.11 设 A 为正定矩阵, 证明 A2, A∗, A−1 都是正定矩阵.

解 因 A2 + AA = ATA(A 可逆), 故 A2 是正定的；因 A = MTM(M 可逆), 故 A−1 =

M−1M 是正定的；因 det(A) > 0, 故 A∗ = det(A)A−1 是正定的.

例 7.1.12 A,B 均为 n 阶正定矩阵, 证明: 关于 λ 的方程 |λA−B| = 0 的根全大于 0.

解 A 正定, 故存在可逆矩阵 P 使得 A = P TP . |λA − B| = |λP TP − B| = |P T | ·
|λI − (P T )−1BP−1| · |P | = |P |2 · |λI − (P−1)TBP−1| = 0, �|λI − (P−1)TBP−1| = 0, 根为
(P−1)TBP−1 的特征值.B 正定, 故 (P−1)TBP−1 正定, 故原方程根全正.

例 7.1.13 设实对称矩阵 A,B, 均是正定矩阵, 且满足 BA = AB, 证明 AB 也是正定矩

阵.
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解 充分性:A,B,AB 是正定矩阵, 从而 A,B,AB 是实对称矩阵. 所以 (ABT = AB 即

AB = BA.
必要性: AT = A,BT = B, 存在可逆矩阵 P,Q, 使 A = P TP,B = QTQ. 因为

(AB)T = BTAT = BA = AB, 所以 AB 为实对称矩阵. 因为 AB = P TPQTQ =

Q(−1)QP TPQTQ = Q(−1)(PQT )T (PQT )Q,所以 PQT 为可逆矩阵,所以 (PQT )T (PQT )

为正定矩阵. 因为 AB = Q( − 1)(PQT )T (PQT )Q 与 (PQT )T (PQT ) 相似, 所以 AB 为正

定矩阵.

例 7.1.14 设二次型 f(x1, x2, x3) = 2(a1x1 + a2x2 + a3x3)�2 + (b1x1 + b2x2 + b3x3)
2, 记

α = (a1, a2, a3)
T , β = (b1, b2, b3)

T .

1. 证明二次型 f 对应的矩阵为 2ααT + ββT ;

2. 若 α, β 正交且为单位向量, 证明 f 在正交变换下的标准形为 2y21 + y22.

解

1. 因为

f(x1, x2, x3) = 2(a1x1 + a2x2 + a3x3)
2 + (b1x1 + b2x2 + b3x3)

2

=2(x1, x2, x3)


a1

a2

a3

 (a1, a2, a3)


x1

x2

x3

+ (x1, x2, x3)


b1

b2

b3

 (b1, b2, b3)


x1

x2

x3



=(x1, x2, x3)(2αα
T + ββT )


x1

x2

x3

 = xTAxA = 2ααT + ββT

即二次型 f 对应的矩阵.

2. 因为 α, β 正交, 所以 αTβ = βTα = 0, 因为 α, β 为单位向量,‖α‖ = 1, αTα =

1, βTβ = 1.

因为 Aα = (2ααT + ββT )α = 2ααTα+ ββTα = 2α, 由于 α 非 0, 所以 A 有特征值

2.

由 Aβ = (2ααT + ββT )β = 2ααTβ + ββTβ = β, 由于 β 非 0, 所以 A 有特征值 1.

r(A) = r(2ααT + ββT )�r(2ααT ) + r(ββT ) = r(ααT ) + r(ββT ) = 2

因为 r(A) < 3, 所以 |A| = 0, 所以 A 有特征值 0. 故 f 在正交变换下的标准形为

2y21 + y22.
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7.2 练习题

7.2.1 基础篇

1. 下列说法正确的是 ( )

(a) 对于方阵 A,B, 如果存在矩阵 C, 使得 B = CTAC, 则 A 与 B 合同.

(b) 若存在矩阵 C, 使得 A = CTC, 则 A 是正定的.

(c) 二次型 f(x1, x2, x3) = x2
1 + 2x2

2 是正定的.

(d) 若实对称矩阵 A 的各阶顺序主子式都为正数, 则 A 是正定的.

2. 设二次型 f(x1, x2, x3) = xTAx的负惯性指数为 q = 1,且矩阵 A满足 A2−A = 6I,
则二次曲面方程 f(x1, x2, x3) = xTAx = 6 经正交变换可化为标准型 ( )

(a) y21
3
+

y22
3
− y23

2
= 1

(b) y21
2
+

y22
2
− y23

3
= 1

(c) y21
3
+

y22
2
− y23

3
= 1

(d) y21
2
+

y22
3
− y23

2
= 1

3. 曲线 L :

x2

4
− y2

9
= 1

z = 0
绕 Oy 旋转一周所得旋转面方程为 ___.

4. 已知 B =


1 4 7

2 5 8

3 6 9

, 则二次型 f = xTBx 的矩阵为 ___.

5. 二次曲面 x2 + 2y2 − 2xy = 1 在 R3 中表示的图形是 ___ 柱面.

6. 设矩阵 A =

[
a b

c d

]
的特征值 λ1, λ2 满足 λ1λ2 < 0, 则曲线 ax2 + 2bxy + cy2 = 1

的名称为 ___.

7. 用正交变换把二次型 f = x2
1 + 4x2

2 + 4x3
3 − 4x1x2 + 4x1x3 − 8x2x3 化成标准型, 并

写出标准型及所用正交变换的矩阵 P .

8. 用配方法化二次型 2x2
1 + x2

2− 4x2
3− 4x1x2− 2x2x3 化为标准型, 并写出所用的可逆

性线性变换.

9. 已知二次型 f(x1, x2, x3) = 2x2
1 + 3x2

2 + 3x2
3 + 2ax2x3 正定, 求 a 的范围.



50 第七章 二次曲面与二次型

10. 设 A 为 m× n 矩阵, 证明矩阵 ATA 为正定矩阵 ⇐⇒ r(A) = n

11. 设 f(x, y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 是正定二次型, 试求椭圆域 a11x2 + 2a12xy +

a22y
2 ≤ 1 的面积.

参考答案

1.(d), 2.(b), 3. x2+z2

4
− y2

9
= 1, 4.


1 3 5

3 5 7

5 7 9

 5. 椭圆, 6. 双曲线

7. 9y23,


0 4

3
√
2

1
3

1√
2

1
3
√
2
−2

3

1√
2
− 1

3
√
2

2
3


8. 2y21 − y22 − 3y23,


1 1 −1
0 1 −1
0 0 1


9. 0 < a < 3

10. 必要性: 设 ATA 正定,ATA 的特征值全部大于 0, 所以

n = r(ATA) ≤ r(A) ≤ n

所以 r(A) = n

充分性: 因为 (ATA)T = ATA, 所以 ATA 是实对称矩阵, 设 r(A) = n, 则对任意
x ∈ Rn, x 6= 0 都有 Ax 6= 0, 于是 xTATAx = (Ax)T (Ax) > 0, 于是 xT (ATA)x 是正定二

次型,ATA 是正定矩阵.

7.2.2 提高篇

1. 写出以 (0, 0, 0) 为顶点,

x2 + y2 + (2z)2 = 1,

x+ y = z + 1
为准线的锥面方程在平面 z = 2

上的投影曲线名称.

2. 证明: 平面 2x+12y− z +16 = 0 与曲面 x2− 4y2 = 2z 的交线是直线, 并求交线方
程.

3. 3. 设 A = (aij)n×n 为正定矩阵,ci 为非零实常数 (i = 1, . . . , n), 令 bij = aijcicj. 证
明: 矩阵 B = (bij)n×n 是正定矩阵.
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4. 实数 a1, a2, a3 满足何条件时, 二次型 f(x1, x2, x3) = (x1 + a1x2)
2 + (x2 + a2x3)2 +

(x3 + a3x1)
2 为正定二次型?

5. 设实对称矩阵 A < B 均是正定矩阵, 且满足 BA = AB, 证明 AB 也是正定矩阵.

6. 设 α, β 均为 3 维实单位列向量, 且 α 与 β 正交. 令 A = αβT + βαT , 问矩阵 A 是

否可以相似对角化? 为什么? 如果可对角化, 求出与 A 相似的对角阵 D.

参考答案

1. 1
a2

(
cx
z

)2
+ 1

b2

(
cy
z

)2
= 1

2. 交线为

2x+ 2y − z + 16 = 0

x+ 2y + 4 = 0
和

2x+ 2y − z + 16 = 0

x− 2y − 8 = 0
, 两条相交直线.

3. 令 C = diag(c1n . . . , cn), 证明 B = CTAC, 利用合同正定性.

4. a1a2a3 6= −1

5. 先证明实对称, 之后可以从特征值入手, 也可构造合同.

6. 可对角化,D =


1 0 0

0 −1 0

0 0 0


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第八章 线性变换

8.1 线性变换及其运算

8.1.1 线性变换

定义 设 T : V → W 是从线性空间 V 到线性空间W 的映射,且对任意 α, β ∈ V, k ∈ F ,
有

(1) T(α + β) = T(α) + T(β);

(2) T(kα) = kT(α).

则称 T 是 V 到 W 的一个线性变换.

说明

1. 线性变换如果是一个一个一一映射, 我们就称之为同构, 否则可以称为同态, 如果
是满射可以称为满同态, 如果是单射可以称为单同态.

2. 线性变换满足 V 上的线性组合对应到 W 上的线性组合, 即

T
(

n∑
i=1

kiαi

)
=

n∑
i=1

kiT(αi)

3. V 到 W 的所有线性变换的全体记为 L(V,W ), V 到自身的线性变换 (也成为线性
算子) 的全体为 L(V ), 也称线性算子.

4. 同构一定是线性变换.

5. 不引发歧义且不造成阅读障碍的情况下, 映射的括号可以省略. 比如 T(α) 可以简

写为 Tα.

下面举几个线性变换的例子.

53
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例 8.1.1 1. 任意线性空间 V 上的恒等变换 I : α 7→ α 显然是线性变换.

2. 任意线性空间 V 到 W 的零变换 O : α 7→ 0 显然是线性变换.

3. 可导函数组成的线性空间中, 求导数 D = d
dx
为一个线性变换.

证明 由导数性质可知对任意可导函数 f, g, 有 D(f + g) = Df + Dg, 对任意可导
函数 f 和 k ∈ R, 有 D(kf) = kDf , 所以 D 是线性映射. 同理可证明积分在区间上
的可积函数组成的线性空间中也是一个线性变换.

4. 取线性空间 V 的一个基 e1, e2, . . . , en, 对于 α ∈ V , 设 α =
n∑

i=1

kiei, 定义 T : V →

F n 为 Tα = (k1, k2, . . . , kn)
T , 容易证明 T ∈ L(V, F n).

5. 数乘变换 P : α 7→ kα 显然为线性变换.

6. 设 A ∈ Rm×n, 定义 TA : Rn → Rm 为 TAx = Ax, 则 TA ∈ L(Rn,Rm).

7. T (x1, x2, x3) = (x2
1, x2 + x3, 0) 不是线性变换.

8.1.2 线性变换基本性质

设 T 是线性空间 V 到 W 的一个线性变换, 则

(1) T (0) = 0,

(2) T (−α) = T (α),∀α ∈ V

(3) T 把 V 中线性相关组映射为 W 中的线性相关组.

注意:

1. 线性无关组进行线性变换后未必是线性无关组,

2. 线性变换由其在基上的作用决定,

3. 若两个线性变换的原像集相同且作用在每个元素上的结果相同则这两个线性变换
是相等的.

8.1.3 线性变换的运算

加法 定义线性空间 V 到 W 的线性变换 T1 和 T2 的加法:(T1 + T2)α = T1α + T2α. 容
易验证 T1 + T2 也是线性变换.
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乘法 定义线性空间 V 到 W 的线性变换 T1 和线性空间 W 到 U 的线性变换 T2 的乘

法 (复合):(T2T1)α = T2(T1α). 容易验证 T1T2 也是线性变换.

线性变换的逆 对 T : V ← W 若有 S : W ← V 使得 TS 及 ST 为恒等变换, 则称 S 为

T 的逆映射,T 为可逆映射. 如果 T 为线性变换, 则称之为可逆线性变换. 容易验证可逆
线性变换的逆映射为可逆线性变换.

线性变换可逆的充要条件 T 为 V 到 W 的线性变换,则 T 为可逆线性变换充要于其零

空间为 {0} 且其像集为 W .

8.1.4 线性变换的核与值域

定义 设 V , W 都是数域 F 上的线性空间, 其中的零向量分别为 0 和 0′, T 是 V 到 W

的线性变换, 把 V 的下述子集

{α ∈ V | Tα = 0′}

称为 T 的核 (也称为零空间), 记作 kerT . 把 W 的下述子集

{α ∈ W | ∃β ∈ V, s.t.Tβ = α}

称为 T 的值域 (也成为像集), 记作 R(T ).
线性映射核的简单性质: 设 T 为 V 到 W 的线性变换, 则下列条件等价:

1. T 为单射,

2. kerT = 0,

3. T 将 V 中的线性无关向量组映射为 W 中的线性无关向量组.

4. 如果 dimV = n, 则 rank T 也与上述条件等价.

线性变换的秩和零度 对于线性空间 V 到 W 的线性变换线性变换 T , 称 dimR(T ) 为

T 的秩, 记作 rank T . 称 dim kerT 为 T 的零度.

秩加零度定理 对于线性空间 V 到 W 的线性变换线性变换 T , 一定有 dim kerT +

rank T = dimV .
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8.2 线性变换的矩阵表示

例 8.2.1 设 n 阶矩阵 A = (aij)n 按列分块为 A = (α1, . . . , αn), 定义 R 中的变换
T (x) = Ax, 则 T 为线性变换. 设 e1, . . . , en 为 Rn 的标准基, 则

Ae1 =


a11 · · · a1n
... . . . ...

an1 · · · ann



1

0
...
0

 =


a11

a12
...

an1

 = α1

同理 αi = Tei,∀i = 1, 2, . . . , n. 于是 Tx = Ax.

8.2.1 线性变换的矩阵

定义 设 V 和 W 分别为数域 F 上的 n,m 维线性空间, 它们的一个基分别为 B =

{α1, . . . , αn} 和 B′ = {β1, . . . , βm}. 对于 V 到 W 的线性变换 T , 任意的 Tαi 用 W 的基

唯一表示为

Tαi =
m∑
j=1

aijβj

也可以写作

T (α1, . . . , αn) = (β1, . . . , βm)


a11 · · · a1n
... . . . ...

an1 · · · ann

 = (β1, . . . , βm)A

称矩阵 A =


a11 · · · a1n
... . . . ...

an1 · · · ann

 为线性变换 T 在基 B = {α1, . . . , αn} 和 B′ = {β1, . . . , βm}

下的矩阵. 不引起歧义和阅读障碍的情况下也可也省略基, 称 A 是 T 的矩阵.

评注 这种定义说明, 矩阵可以完全代表线性变换.

简单的性质

1. 线性变换的和对应矩阵的和,

2. 线性变换的数量乘积对应于矩阵的数量乘积,

3. 线性变换的乘积对应于矩阵的乘积.
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4. L(V,W ) 与 Fm×n 同构.

5. 线性变换可逆的充分必要条件是它的矩阵可逆.

6. 同一个线性变换在不同基下的矩阵是相似的.


