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  重点回顾
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重要概念
行列式：系数行列式、余子式、代数余子式、主对角线、上（下）
三角行列式、转置、（非）齐次线性方程组、（非）零解/平凡解

矩阵：零矩阵、单位矩阵、行/列矩阵、上（下）三角矩阵、方阵、
对角矩阵、纯量矩阵、同型矩阵、线性运算、线性变换、系数矩阵、
解向量、（反）对称矩阵、逆矩阵、伴随矩阵、（非）奇异矩阵、
子矩阵、分块矩阵、初等变换、初等矩阵、阶梯型矩阵、行最简形、
秩、满秩方阵、降秩方阵、秩标准形、满秩分解

解析几何：位置向量、方向余弦、正交射影向量、正交射影、数量
积（内积）、向量积（外积）、混合积



行列式



行列式
•上三角行列式：



行列式



行列式
•Vandermonde行列式：



行列式
•Cramer法则：
n个方程、n个未知量的线性方程组，如果：

则方程组有唯一解：

其中，



行列式
•非齐次/齐次比较：
非齐次：D≠0（满秩、可逆、非奇异）→唯一解；
                  D=0（降秩、不可逆、奇异）→无解/多解；

齐次：    D≠0（满秩、可逆、非奇异）→只有零解；
                  D=0（降秩、不可逆、奇异）→有非零解。



矩阵
•基本运算：同型矩阵才有加减、相等之说，对应元素加减即可
                         左列数=右行数才能相乘，实质法则“左行乘右列”
                         矩阵没有除法！！
                         不满足乘法交换律！！
                         eg.(AB)m=AmBm      (A+B)2=A2+2AB+B2

                               (A+B)(A-B)=A2-B2          



矩阵



矩阵

你曾认为理所当然的一些谬论(p49)：
•A2=O,则A=O
•A2=A,则A=O或A=E
•AB=O,则A=O或B=O
•AB=AC且A≠O,则B=C



矩阵
•逆矩阵：满足AB=E的方阵，A与B互为逆矩阵
•伴随矩阵：对应元素的代数余子式构成的转置矩阵

•基本性质：
                  



矩阵
 



矩阵
•分块矩阵的乘法：



矩阵
•分块矩阵的转置（自转+公转）：

•分块对角矩阵的性质：



矩阵
•初等变换：交换、数乘、倍加
•初等矩阵：对单位矩阵只作一次初等变换的矩阵，分别即为
                        Pij、Pi(k)、Pij(k)
                        初等矩阵均可逆,其逆矩阵也是初等矩阵.
•初等变换与初等矩阵的关系（行变换）：



矩阵
•阶梯型矩阵： 称满足下列两个条件的矩阵为阶梯形矩阵： 
1）若有零行（元素全为零的行），必位于底部；  
2）各非零行的首非零元位于前一行首非零元之右.

•简化阶梯型矩阵（行最简形）：
1）是阶梯形矩阵; 
2）各非零行的首非零元均为1; 
3）首非零元所在列其它元素均为０.

对于任一非零矩阵都可以通过有限次行变换把它化成阶梯形矩阵。



矩阵
•可逆矩阵的两种求法：公式法/初等行变换法（还可用来解方程）
由AA-1=E,[A|E]→→[E|A-1]求解A-1

由Ax=b,[A|b]→→[E|A-1b]求解x=A-1b

等价命题：①A可逆②A表示若干初等矩阵乘积③A可通过有限次行变换
化为E



矩阵



矩阵
•什么时候只能行变换，什么时候行列变换都可以？

（1）初等变换不改变矩阵的秩（即求矩阵的秩可以用初等
行变换和初等列变换）
（2）初等变换法求矩阵的逆只能进行初等行变换
（3）求线性方程组的解只能进行初等行变换



几何向量
•两个向量a与b共线的充要条件：
①存在不全为0的常数k1与k2，使得k1a+k2b=0
②它们的坐标构成的二阶行列式等于0（对应成比例）
•任一平面向量a都可以被该平面内不共线的两向量e1、e2唯一表示为：
a=xe1+ye2
•三个向量a、b与c共面的充要条件：
①存在不全为0的常数k1、k2与k3，使得k1a+k2b+k3c=0
②它们的坐标构成的三阶行列式等于0(混合积为0)
•任一空间向量a都可以被该空间内不共线的三向量e1、e2和e3唯一表示
为：a=xe1+ye2+ze3
（x,y,z均为常数）



几何向量



几何向量
•向量积（外积）：
大小：||a×b||=||a||•||b||sinθ
方向：右手定则

坐标形式：

几何意义：平行四边形的面积
应用：判定向量共线（外积为0）、求与两个不共线的向量都垂直的向
量



几何向量
•混合积：
大小：[a  b  c]=(a×b)•c

坐标形式：

几何意义：平行六面体的体积
应用：判定三向量是否共面



几何向量



几何向量



几何向量



例题解析
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例1：

思路：拆项+递推



例1：解：



思路：加行法+范德蒙行列式推导过程



例3：下列有关行列式的说法，正确的是（）

         A.行列式中每个元素都扩大k倍，行列式的值也扩大k倍

         B.偶数阶行列式将右边一半元素整体挪到左边一半元素的左边，行列

式的值变为原来的相反数

         C.二阶行列式D=0，且四个非零元素同号，则D中两列、两行的元素都

一定分别对应成比例

         D.行列式D中，任一行元素与任一行对应元素的代数余子式相乘，乘

积之和都为0
解答：C



例4：设A为m×n阶实矩阵，且ATA=O，求A中所有元素之和

解：推出A=O，答案为0

例5：设方阵A满足A2-2A+2E=O,k为实数，求（A-kE）-1

     
解：(A-kE)(A-(2-k)E)=[k(2-k)-2]E
       当k为实数时，k(2-k)-2恒负，永不为0，
       故(A-kE){(A-(2-k)E)/[k(2-k)-2]}=E
       （A-kE）-1={(A-(2-k)E)/[k(2-k)-2]}





例7：设A,B均为3阶矩阵，|A|=3，|B|=4，|A-1+B|=6,则
|2(A+B-1)|=?

思路：配凑

解：|2(A+B-1)|=8|(A+B-1)|=8|A||A-1+B||B-1|=8*3*6*(1/4)=36

例8：A为m×n阶矩阵，B为n×m阶矩阵，证明|Em-AB|=|En-BA|

思路：分块矩阵的构造



例9：

思路：（题目中整数改为实数）由A*=AT解出|A|，再由AAT求解a11



例10：设AB都是对称矩阵，A和(E+AB)都可逆，求证：(E+AB)-1A是对称矩阵

思路：可逆、转置矩阵的灵活代换



例11：

答案：(-4)n/5(n+1)



例12：

答案：D



例13：

考点：初等变换与初等矩阵的关系

答案：C



例14：设a,b,c,d是四个列向量，矩阵A4×4=(a b c d),
B4×4=(2b+3c+4d  a+3c+4d  a+2b+4d  a+2b+3c),
若|2A|=x，求|B|？

即|B|=|A|*(-72)=(x/16)*(-72)=-9x/2



例15：

解答：若A为满秩方阵，则r(AB)=r(B)=0，此时B为零矩阵，矛盾，
故A为降秩方阵，|A|=0

答案：-3



例16：设α为n维非零列向量，A=E-ααT，E为n阶单位矩阵，证明：A2=A是

αTα=1的充要条件

解：A2=A可知A(A-E)=O,

       即ααT(E-ααT)=O,

       展开可得ααT-α(αTα)αT=O,故αTα=1



解答：每行都加到第一列上，提出来个2(x1+x2+x3),由一元三次方
程的韦达定理知道三根和为0，故答案是0



例18：

正交矩阵：AAT=E



例19：



例19：



例20：证明：三角形的高交于一点



例21：求两平面2x-y+z=7和x+y+2z=11所成二面角的平分面的方程



例21：求两平面2x-y+z=7和x+y+2z=11所成二面角的平分面的方程

（课本p120平面束法）

设2x-y+z-7+t(x+y+2z-11)=0，涵盖过交线除了x+y+2z=11的所

有平面，再结合角度关系，用法向量夹角衡量并列方程



例22：设(a×b)•c=2,求[(a+b)×(b+c)]•c=?

解：由混合积几何意义，发现平行六面体不变，故答案为2



例23：证明：若a×b+b×c+c×a=0,则三向量共面

解：两边同时与a做点积即可



例24：

法1： 法2：求外心→
求平面方程→
求过外心且垂直于
平面的直线→
与已知平面联立



试卷解读
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