
论行列式的计算方法

摘要：归纳行列式的各种计算方法，并举例说明了它们的应用，同时对若干特殊

例子进行推广。
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行列式法

行列式的计算灵活多变，需要有较强的技巧。当然，任何一个 n 阶行列式都可以由它

的定义去计算其值。但由定义可知，n 阶行列式的展开式有 n!项，计算量很大，一般情况下

不用此法，但如果行列式中有许多零元素，可考虑此法。值的注意的是：在应用定义法求非

零元素乘积项时，不一定从第 1 行开始，哪行非零元素最少就从哪行开始。接下来要介绍计

算行列式的两种最基本方法――化三角形法和按行（列）展开法。

方法 1 化三角形法

化三角形法是将原行列式化为上（下）三角形行列式或对角形行列式计算的一种方法。

这是计算行列式的基本方法重要方法之一。因为利用行列式的定义容易求得上（下）三角形

行列式或对角形行列式的性质将行列式化为三角形行列式计算。

原则上，每个行列式都可利用行列式的性质化为三角形行列式。但对于阶数高的行列

式，在一般情况下，计算往往较繁。因此，在许多情况下，总是先利用行列式的性质将其作

为某种保值变形，再将其化为三角形行列式。

例 1：浙江大学 2004 年攻读硕士研究生入学考试试题第一大题第 2 小题（重庆大学 2004
年攻读硕士研究生入学考试试题第三大题第 1 小题）的解答中需要计算如下行列式的值：
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[分析]显然若直接化为三角形行列式，计算很繁，所以我们要充分利用行列式

的性质。注意到从第 1 列开始；每一列与它一列中有 n-1 个数是差 1 的，根据行列

式的性质，先从第 n-1 列开始乘以－1 加到第 n 列，第 n-2 列乘以－1 加到第 n-1

列，一直到第一列乘以－1 加到第 2列。然后把第 1行乘以－1 加到各行去，再将其

化为三角形行列式，计算就简单多了。
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[问题推广]

例 1 中，显然是 1,2，…，n-1,n 这 n 个数在循环，那么如果是 a0,a1,…,an-2,an-1

这 n 个无规律的数在循环，行列式该怎么计算呢？把这种行列式称为“循环行列式”。
[2]

从而推广到一般，求下列行列式：
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解：令
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首先注意，若 u 为 n 次单位根（即 u
n
=1），则有：
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这里 用到 等）
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其中
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设 +i 为n次本原单位根

有:

于是： 互异且为单位根
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记： 方阵

则由上述知：
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显然 为范德蒙行列式
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从而有：

又例 1 中，循环的方向与该推广在方向上相反

所以例 1 与
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即得： =(-1)

从而当（ 时

对单位根 总有：
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从而有： (-1)

(-1)

与例 1 的答案一致。

方法 2 按行（列）展开法（降阶法）

设 n ijD a 为 n阶行列式，根据行列式的按行（列）展开定理有

 1 1 2 2 1,2, ,n i i i i in inD a A a A a A i n    

或  1 1 2 2 1,2, ,n j j j j nj njD a A a A a A j n    

其中 ijA 为 nD 中的元素 ija 的代数余子式

按行（列）展开法可以将一个 n 阶行列式化为 n 个 n-1 阶行列式计算。若继续

使用按行（列）展开法，可以将 n 阶行列式降阶直至化为许多个 2 阶行列式计算，

这是计算行列式的又一基本方法。但一般情况下，按行（列）展开并不能减少计算

量，仅当行列式中某一行（列）含有较多零元素时，它才能发挥真正的作用。因此，

应用按行（列）展开法时，应利用行列式的性质将某一行（列）化为有较多的零元

素，再按该行（列）展开。

例 2，计算 20 阶行列式
[9]

20

1 2 3 18 19 20
2 1 2 17 18 19
3 2 1 16 17 18

20 19 18 3 2 1

D 

[分析]这个行列式中没有一个零元素，若直接应用按行（列）展开法逐次降阶直至

化许许多多个 2 阶行列式计算，需进行 20！*20－1 次加减法和乘法运算，这人根本

是无法完成的，更何况是 n 阶。但若利用行列式的性质将其化为有很多零元素，则

很快就可算出结果。

注意到此行列式的相邻两列（行）的对应元素仅差 1，因此，可按下述方法计



算：

解：
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以上就是计算行列式最基本的两种方法，接下来介绍的一些方法，不管是哪种，

都要与行列式的性质和基本方法结合起来。

下面是一常用的方法：

方法 3 递推法

应用行列式的性质，把一个 n 阶行列式表示为具有相同结构的较低阶行列式（比

如，n-1 阶或 n-1 阶与 n-2 阶等）的线性关系式，这种关系式称为递推关系式。根

据递推关系式及某个低阶初始行列式（比如二阶或一阶行列式）的值，便可递推求

得所给 n 阶行列式的值，这种计算行列式的方法称为递推法。

［注意］用此方法一定要看行列式是否具有较低阶的相同结构如果没有的话，即

很难找出递推关系式，从而不能使用此方法。

例 3，2003 年福州大学研究生入学考试试题第二大题第 10 小题要证如下行列式

等式：

0 0 0
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0 1 0 0
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证明　： 其中

（虽然这是一道证明题，但我们可以直接求出其值，从而证之。）

［分析］此行列式的特点是：除主对角线及其上下两条对角线的元素外，其余

的元素都为零，这种行列式称“三对角”行列式
[1]
。从行列式的左上方往右下方看，

即知 Dn-1与 Dn具有相同的结构。因此可考虑利用递推关系式计算。

证明：Dn按第 1 列展开，再将展开后的第二项中 n-1 阶行列式按第一行展开有：



1 2n n nD D D   － －（ ＋ ） －

这是由 Dn-1 和 Dn-2表示 Dn的递推关系式。若由上面的递推关系式从 n 阶逐阶往

低阶递推，计算较繁，注意到上面的递推关系式是由 n-1 阶和 n-2 阶行列式表示 n

阶行列式，因此，可考虑将其变形为：

1 1 2 1 2n n n n n nD D D D D D    － － － － －－ ＝ － ＝（ － ）

或 1 1 2 1 2n n n n n nD D D D D D    － － － － －－ ＝ － ＝（ － ）

现可反复用低阶代替高阶，有：
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证毕。

［点评］虽然我们从一个行列式中可以看出有低阶的相同的结构，然后得到一递推关

系式，但我们不要盲目乱代，一定要看清这个递推关系式是否可以简化我们的计算，如果不

行的话，就要适当地换递 推关系式，如本题。

方法 4 加边法（升阶法）

有时为了计算行列式，特意把原行列式加上一行一列再进行计算，这种计算行列式的

方法称为加边法或升阶法。当然，加边后必须是保值的，而且要使所得的高一阶行列式较易

计算。要根据需要和原行列式的特点选取所加的行和列。加法适用于某一行（列）有一个相

同的字母外，也可用于其列（行）的元素分别为 n-1 个元素的倍数的情况。

加边法的一般做法是：

1
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特殊情况取 1 2 1na a a    或 1 2 1nb b b   

当然加法不是随便加一行一列就可以了。那么加法在何时才能应用呢？关键是观察每

行或每列是否有相同的因子。如下题：



例 4、计算 n 阶行列式：[8]
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[分析] 我们先把主对角线的数都减 1，这样我们就可明显地看出第一行为 x1与 x1,x2,…,

xn相乘，第二行为 x2 与 x1,x2,…, xn 相乘，……，第 n 行为 xn 与 x1,x2,…, xn相乘。这样就

知道了该行列式每行有相同的因子 x1,x2,…, xn，从而就可考虑此法。
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[注意] 在家一定要记住，加边法最在的特点就是要找出每行或每列相同的因子，那么

升阶之后，就可利用行列式的性质把绝大部分元素化为零，然后再化为三角形行列式，这样

就达到了简化计算的效果。

方法 5 拆行（列）法

由行列式拆项性质知，将已知行列式拆成若干个行列式之积，计算其值，再得原行列

式值，此法称为拆行（列）法。

由行列式的性质知道，若行列式的某行（列）的元素都是两个数之和，则该行列式可

拆成两个行列式的和，这两个行列式的某行（列）分别以这两数之一为该行（列）的元素，

而其他各行（列）的元素与原行列式的对应行（列）相同，利用行列式的这一性质，有时较

容易求得行列式的值。

例 5、 南开大学 2004 年研究生入学考试题第 1 大题，要求下列行列式的值：

设 n 阶行列式：

11 12 1
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且满足 , , 1, 2, , ,ij jia a i j n   对任意数 b，求 n 阶行列式



11 12 1
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[分析]该行列式的每个元素都是由两个数的和组成，且其中有一个数是 b，显然用拆行

（列）法。

解：
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又 ( , 1, 2, , )ijA i j n 为
*A 的元素
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方法 6 数学归纳法

一般是利用不完全归纳法寻找出行列式的猜想值，再用数学归纳法给出猜想的证明。

因此，数学归纳法一般是用来证明行列式等式。因为给定一个行列式，要猜想其值是比较难

的，所以是先给定其值，然后再去证明。（数学归纳法的步骤大家都比较熟悉，这里就不再

说了）

例 6* .证明：

2cos 1 0 0 0
1 2cos 1 0 0
0 1 2cos 0 0 sin( 1) (sin 0)

sin
0 0 0 2cos 1
0 0 0 1 2cos

n
nD




  






  

证：当 1,2n  时，有：
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结论显然成立。

现假定结论对小于等于 1n  时成立。

即有：
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将 nD 按第 1 列展开，得：
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故当对 n时，等式也成立。

得证。

接下来介绍一些特殊的行列式计算方法，但却很实用。

方法 7 析因法

如果行列式 D 中有一些元素是变数 x（或某个参变数）的多项式，那么可以将行列式 D
当作一个多项式 f(x)，然后对行列式施行某些变换，求出 f(x)的互素的一次因式，使得 f(x)
与这些因式的乘积 g(x)只相差一个常数因子 C，根据多项式相等的定义，比较 f(x)与 g(x)的
某一项的系数，求出 C 值，便可求得 D=Cg(x) 。

那在什么情况下才能用呢？要看行列式中的两行（其中含变数 x），若 x 等于某一数 a1

时，使得两行相同，根据行列式的性质，可使得 D=0。那么 x  a1便是一个一次因式，再

找其他的互异数使得 D=0，即得到与 D 阶数相同的互素一次因式，那么便可用此法。

例 7* .兰州大学 2004 招收攻读硕士研究生考试工试题第四大题第（1）小题。需求如下

行列式的值。

1 2

1 2

1

1 2 3

1 2 3

n

n

n

n

x a a a
a x a a

D
a a a a
a a a x

 

[分析] 根据该行列式的特点，当 . 1, 2, ,ix a i n  时，有 1 0nD   。但大家认真

看一下，该行列式 Dn+1 是一个 n+1 次多项式，而这时我们只找出了 n 个一次因式

. 1, 2, ,ix a i n  ,那么能否用析因法呢？我们再仔细看一下，每行的元素的和数都是一



样的，为：
1

n

i
i
a x



 ，那么我们从第 2 列开始到第 n+1 列都加到第 1 列，现提出公因式

1

n

i
i
a x



 ，这样行列式的次数就降了一次。从而再考虑析因法。

解：

1 2
1

1 2
2

1 2

1
1

2 3
2 3

1 2 3

2 3
1

1
1

( )
1
1

n

i n
i
n

n
i n

i nn

n i
in

n
i n

i
n

i
i

a x a a a

a a a
a x x a a

x a a
D a x

a a a
a x a a a

a a x

a x a a x
















  














令：

1 2

2
'

1

2 3

2 3

1
1

1
1

n

n

n

n

a a a
x a a

D
a a a
a a x

 

显然当： . 1, 2, ,ix a i n  时，
'

1 0nD   * 。

又
'

1nD  为 n 次多项式。

'
1 1 2( )( ) ( )n nD C x a x a x a    设

又
'

1nD  中 x的最高次项为
nx ，系数为 1，C=1

'
1 1 2( )( ) ( )n nD x a x a x a    

因此得：

'
1 1

1

1 2
1

( )

( )( )( ) ( )

n

n i n
i
n

i n
i

D a x D

a x x a x a x a

 




 

    





[点评] 该题显然用析因法是最简便，但大家不要一味地只找使它等于 0 的数，而该最

多只能有 n 个数使它等于 0，而行列式又是 n+1 阶是一个 n+1 次多项式，从而我们想到的就



是得用行列式的性质把行列式的次数降低一次，使得原 n+1 次多项式变为一个一次多项式

和一个 n 次多项式的乘积。进而便可求得其值。

凡事要懂得变通，一道题不可能用一种方法就可以马上解得。在析因法中，对于一个 n
次多项式，当你最多只能找出 r 个使其行列式为零时，就要把它化为一个 n  r 次多项式与

一个 r 次多项式的乘积。但一般找出的使其行列式为零的个数与行列式的次数差太多时，不

用本法。

方法 8* .辅助行列式法

辅助行列式法应用条件：行列式各行（列）和相等，且除对角线外其余元素都相同。

解题程序：

1）在行列式 D 的各元素中加上一个相同的元素 x，使新行列式 *D 除主对角线外，其余

元素均为 0；

2）计算 *D 的主对角线各元素的代数余子式 ( 1, 2, )iiA i n ;

3) [1]
*

, 1

n

ij
i j

D D x A


  

例 8* .大连理工大学 2004 年硕士生入学考试《高等代数》试题，第一大题填空题第 2
小题需求下列 n 阶行列式的值。

1 1 1 2
1 1 2 1

2 1 1 1

n

n
n

D

n








解：在 nD 的各元素上加上 ( 1) 后，则有：

( 1)
2

*

0 0 0 2
0 0 2 0

( ) ( 1) (1 )

2 0 0 0

n n
n

n

n
n

D n

n






    



又

( 1)
12

1 2, 1 1 ( 1) (1 )
n n

n
n n nA A A n




       ，其余的为零。

( 1)
2

* , 1
, 1 1

( 1) ( 1)
12 2

( 1)
12

( ) ( 1) (1 )

( 1) (1 ) ( 1) (1 )

( 1) (1 )

n nn n
n

n n ij i n i
i j i

n n n n
n n

n n
n

D D A n A

n n n

n



 
 

 





       

        

   

 

[点评]若知道辅助行列式法的解题程序，用此法就可轻松地解出此题。但根据该行列式

的特点，我们也可以用加边法，把大部分元素化为零，再化为三角形行列式也可轻易解出该

行列式。



以下几种方法是利用到公式，所以有的方法在这只简单地给出其应用，只要记住公式，

会应用就行。

方法 9 利用拉普拉斯定理

拉普拉斯定理的四种特殊情形：[1][5]

1）
0nn

nn mm
mn mm

A
A B

C B
  2）

0
nn nm

nn mm
mm

A C
A B

B
 

3）
0

( 1)nn mn
nn mm

mm mn

A
A B

B C
   4） ( 1)

0
nm nn mn

nn mm
mm

C A
A B

B
  

例 9 计算 n 阶行列式：[1]

n

a a a a
b

D b

b


   
   

   



解：

1 2

2

2 2

( 2) ( 2)

( 2, , 1)
0 0 0

0 0 0 0

( 1)
( 2)

0 0 0 0
0 0 0 0( 3, )

0 0 0 0

0 0
( 1) 0 0

( 2)
0 0

[ ( 2) ( 1)

i

n

i

n n

i n

a a a a
b

D

n a a a a
b n

C C
i n

n a
b n

n ab n

 


    

  

 


    

 
 

 

 
  

 
 

  





  

 









 

 





 


 



    

利用拉普

拉斯定理

2] ( )n   

方法 10 * .利用范德蒙行列式

范德蒙行列式：



1 2 3
2 2 2 2

1 2 3
1

1 1 1 1
1 2 3

1 1 1 1

( )
n

n i j
j i n

n n n n
n

x x x x
x x x x x x

x x x x

  

   

 

例 10 计算 n 阶行列式[9]

1 1 1 1

2 2 2 2

( 1) ( 2) ( 1)
( 1) ( 2) ( 1)

1 2 1
1 1 1 1

n n n n

n n n n

n

a n a n a a
a n a n a a

D
a n a n a a

   

   

    
    



    

1 1 1 1

2 2 2 2

( 1) ( 2) ( 1)
( 1) ( 2) ( 1)

1 2 1
1 1 1 1

n n n n

n n n n

n

a n a n a a
a n a n a a

D
a n a n a a

   

   

    
    



    

解：显然该题与范德蒙行列式很相似，但还是有所不同，所以先利用行列式的性质把

它化为范德蒙行列式的类型。

先将的第 n 行依次与第 n-1 行，n-2 行，…,2 行，1 行对换，再将得到到的新的行列式

的第 n 行与第 n-1 行，n-2 行，…,2 行对换，继续仿此作法，直到最后将第 n 行与第 n-1 行

对换，这样，共经过（n-1）+（n-2）+…+2+1=n（n-1）/2 次行对换后，得到

( 1)
2

2 2 2 2

1 1 1 1

1 1 1 1
1 2 1

( 1)
( 1) ( 2) ( 1)
( 1) ( 2) ( 1)

n n

n
n n n n

n n n n

a n a n a a
D

a n a n a a
a n a n a a



   

   

    
 

    
    

上式右端的行列式已是范德蒙行列式，故利用范德蒙行列式的结果得：

n m
n mE AB E BA    

( 1) ( 1)
2 2

1 1

( 1) [( ) ( )] ( 1) ( )
n n n n

n
j i n j i n

D a n i a n j i j
 

     

          

方法 11 利用矩阵行列式公式

引理：设 A 为 n m 型矩阵，B 为m n 型矩阵， nE ， mE 分别表示 n 阶，m 阶单位矩阵，

则有det( ) det( )n mE BA E BA [5]

先引入一个证明题：[1]



设 A，B 分别是 n m 和m n 矩阵， 0  ，证明：
n m

n mE AB E BA    

证明：
0

0
n n n

m m m

E A E E AB A
B E B E E

      
        

两边取行列式得：

0
0

n n n n
n m

m m m m

E A E E A E AB A
E AB E

B E B E B E E
  




   
 nE AB 

又

1 0
1

0

n
n n

m m
m

EE A E A
B E B BA EE






                    

同 样 两 边 取 行 列 式 有 ：

1 0
1

0

n
n nn

m m m
m

EE A E AE A
B E B E B BA EE

 





 

 

 1 1n n m
n m m mE BA E E BA E BA    

 
       得证。

那么对于 ,A B分别是 n m 和m n 矩阵， 0  能否得到：

n m
n mE AB E BA    

答案是肯定的。

证：
0

0
n n n

m m m

E A E E AB A
B E B E E

       
        

 有： n
n

m

E A
E AB

B E





 

又

1 0
1

0

n
n n

m m
m

EE A E A
B E B BA EE






                   

1n n m
n m m

m

E A
E BA E E BA

B E


  



    

n m
n mE AB E BA     

即得：对 ,A B分别为 n m 和m n 矩阵， 0  时，有：

n m
n mE AB E BA  

则当 1  时，有： n mE AB E BA

引理得证。

例 11．2003 年全国硕士研究生入学考试数学试卷三第九题的解答中需要计算如下行列式的

值。



1 2 3

1 2 3

1 2 3

3

1 2 3

n

n

n n

n

a b a a a
a a b a a

D a a a b a
a

a a a a b




 



解：令矩阵

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3

1 2 3

n

n

n

n

a b a a a
a a b a a

A a a a b a
a

a a a a b




 



则可得：

 

1 2 3

1 2 3

1 21 2 3

3

1 2 3

1
1

1

, , ,

n

n

n n nn

n

a a a a
a a a a

A bE bE a a aa a a a
a

a a a a

 
 
    
 
 
 

1 1n n nbE B C  

其中    1 1 1 21 1 1 , , , ,T
n n nB C a a a  

那么根据上面所提到的引理可得：

1
1 1

n
n n n nD bE BC b b C B

    

又  1 1 1 2
1

1
1

1

, , ,
n

n n n i
i

C B a a a a 


 
 
  
 
 
 



可得： 1

1
( )
n

n
n i

i
D b a b



 

方法 12 利用方阵特征值与行列式的关系。  5

也以例 11 为例

解：

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3

1 2 3

n

n

n n

n

a b a a a
a a b a a

M a a a b a
a

a a a a b




 



1 2 3

1 2 3

1 2 3

3

1 2 3

n

n

n n nn

n

a a a a
a a a a

bE bE Aa a a a
a

a a a a

   

显然 nbE 的 n个特征值为 , , ,b b b。



nA 的 n个特征值为
1

0 0 0, , , ,
n

i
i
a


 。

故 nM 的特征值为
1 1

, , , ,
n

i
i n

b a b b b
 

 由矩阵特征值与对应行列式的关系知：

1

1
( )
n

n
n n i

i
D M b a b



  
[注] nM 的特征值也可由特征值的定义得到。

[点评]本题行列式比较特殊，可以用到此方法，对于其他的行列式，本方法一般不适用，在

这仅给出做此方法参考。

问题的推广

例 11 中，主对角线上的元素为  1 2, , ,ia b i n  ，那么我们使得主对角线上的元素为

1 2, , n   ， n个任意数，可得下列一般的行列式：  1  3  7

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

n

n

n
n

n

n

a a a
a a a
a a a

D

a a a a
a a a










［分析］上面我们已经介绍了多种方法，根据这题行列式的特点，每行都有相同的因子

1 2, , , na a a ，所以本题适用加边法。(本题有多种解法，据上分析，仅以加边法推出。)

解：

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3 1

1
0
0

0
0

( )

n

n

n
n

n

n n

a a a a
a a a

a a a
D

a a a a
a a a









1 2 3

1 1

2 2

1

1

1
1 0 0 0

2 1 0 0 0

1 0 0 0 0
1 0 0 0

( )

( , , )

n

i

n n n

a a a a
a

i n a
r r

a







 
  



 

1 2 3
1

1 1
1 1

2 2

1

1

0 0 0 01
0 0 0 0

2
0 0 0 0 0
0 0 0 0

( )

( , , )

n
i

n
i i i

i
i i

n n n

a
a a a a

a
a

C C
a a

i n

a




 















 






11 1 1

1( ). ( ) ( ) [ . ( )]
n n nn

i
i i i i i j j

ji i ii i
j i

a
a a a a

a
  

   


      
   



特别地，当 i ia b   时 1 2( , , , )i n

1 1

1 1
( )

n n
n n n

n i i
i i

D a b b b b a 

 

     与例 11 的答案一致。

以上总共给出了计算行列式的 12 种方法，其中一些是常见的些是最基本的方法，还有

一些是特殊但很实用的方法。在课外书中还有其他的一些方法，如：极限法、换元法、导数

法、差分法、积分法等，但这些方法用处不多，所以不加以介绍。

本人认为只要理解和掌握以上 12 种方法，不管哪种行列式计算，都可以迎刃而解。而

且一个题目有时候要由多种解法并用，或一个题可由多种方法独自解出，这就需看大家的灵

活应用程度，能否找出一个最简便的方法解出其值。
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1

第二讲 行列式综合训练

第一部分

例 2.1 计算行列式，其中对角线上元素都是 a，未写出的元素都是零．

nD =

1

1

a

a

解 这道题可以用多种方法进行求解，充分应用了行列式的各种性质．

方法 1 利用性质，将行列式化为上三角行列式．

nD
1

1c nca
 

=

1 0 1a
a

a

a



=
11( ) na a

a
 =

na -
2na 

方法 2 仍然是利用性质，将行列式化为上三角行列式．

nD
n 1r r

=

1

1 1

a

a a 

1 nc c

=

1 1

1

a
a

a





=
na -

2na 

方法 3 利用展开定理，将行列式化成对角行列式．

nD
1c 展开

=

1n

a
a

a


+
1

1

0 0 1
0

( 1)

0

n

n

a

a







而
1

1

0 0 1
0

( 1)

0

n

n

a

a






最后列展开

= 2 1( 1) n

2n

a

a


=
2na 

nD =
1na a  -

2na 
=

na -
2na 

方法 4 利用公式
A O
O B

= A B ．

将最后一行逐行换到第 2行，共换了 2n  次；将最后一列逐列换到第 2列，也共换了

2n  次．



2

nD = 2( 2)( 1) n

1
1
a

a

a

=
1

1
a

a
2n

a

a


=
na -

2na 

方法 5 利用公式
A O
O B

= A B ．

例 2.2 计算 n阶行列式：

1 1 2

1 2 2

1 2

n

n
n

n n

a b a a
a a b a

D

a a a b








( 1 2 0nb b b  )

解 采用升阶（或加边）法．该行列式的各行含有共同的元素 1 2, , , na a a ，可在保持

原行列式值不变的情况下，增加一行一列，适当选择所增行（或列）的元素，使得下一步化

简后出现大量的零元素．

1 2

1 1 2

1 2 2

1 2

1
0
0

0

n

n

n n

n n

a a a
a b a a

D a a b a

a a a b


 



升阶
2 1
3 1

1 1n

r r
r r

r r







1 2

1

2

1
1 0 0
1 0 0

1 0 0

n

n

a a a
b

b

b






1
1

1

2, , 1

j
j

c c
b

j n




 


1 1
1 2

1 1

1

2

1

0 0 0
0 0 0

0 0 0

n

n

a a a a a
b b

b
b

b

  

= 1
1 2

1

(1 )nn
n

a ab b b
b b

  

这个题的特殊情形是

1 2

1 2

1 2

n

n
n

n

a x a a
a a x a

D

a a a x








=
1

1

( )
n

n
i

i

x x a





可作为公式记下来．

例 2.3 计算 n阶行列式：



3

1

2

1 1 1
1 1 1

1 1 1

n

n

a
a

D

a








其中 1 2 0na a a  ．

解 这道题有多种解法．

方法 1 化为上三角行列式

nD
1

2, ,

ir r

i n






1

1 2

1

1 1 1

n

a
a a

a a






1
1

2, ,

j
j

ac c
a

j n




 2

1 1
0

0 n

b
a

a

其中 1 1
2

11
n

i i

b a a
a

    1
1

11
n

i i

a
a

 
  

 
 ，于是 nD 1 2

1

11
n

n
i i

a a a
a

 
  

 
 ．

方法 2 升阶（或加边）法

1

2

1 1 1 1
0 1 1 1
0 1 1 1

0 1 1 1

n

n

a
D a

a


 



升阶 1

2,3, , 1

ir r

i n



 


1

2

1 1 1 1
1 0 0
1 0 0

1 0 0 n

a
a

a






1 1

11

1
1 21,2, , 1 12

11 1 1 1

11
j

j

n

i j
c c

a n

nj n i i

n

a

a
a a a

aa

a






 




 
   

 





方法 3 递推法．将 nD 改写为

1

2

1 1 1 0
1 1 1 0

1 1 1

n

n

a
a

D

a

 
 





n


按c 拆开

1

2

1 1 1
1 1 1

1 1 1

a
a




+

1

2

1 1 0
1 1 0

1 1 n

a
a

a






4

由于

1

2

1 1 1
1 1 1

1 1 1

a
a




1, , 1

i nr r

i n



 


1

2

1 1 1

a
a

1 2 1na a a 

1

2

1 1 0
1 1 0

1 1 n

a
a

a


 n


按c 展开

1n na D 

因此 nD = 1n na D  1 2 1na a a  为递推公式，而 1 11D a  ，于是

nD = 1n na D  1 2 1na a a  = 1 2 na a a 1

1 2 1

1n

n n

D
a a a a





 
 

 

= 1 2 na a a 2

1 2 2 1

1 1n

n n n

D
a a a a a



 

 
  

 
=

= 1 2 na a a 1

1 2

1 1

n

D
a a a

 
   

 
= 1 2 na a a

1 2

1 1 11
na a a

 
    

 

例２.4 设

3431
2321
1211

)(





xx
xx
xx

xf ，证明存在 ),1,0( 使 0)(  f .

证 因为 ( )f x 是关于 x的二次多项式多项式,在  1,0 上连续,(0,1)内可导,且

0
331
221
111

)0( 




f ,

1 0 1
(1) 1 1 1 0

1 2 1
f   



由罗尔定理知,存在 )1,0( ,使 0)(  f .

例 2.5 计算D = 2 2 2 2

4 4 4 4

1 1 1 1
a b c d
a b c d
a b c d

．

解 这不是范得蒙行列式，但可借助求解范得蒙行列式进行求解．

方法 1 借助于求解范得蒙行列式的技巧进行求解：从下向上，逐行操作．
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D

2
4 3
3 2
2 1

r a r
r ar
r ar







2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
0
0 ( ) ( ) ( )
0 ( ) ( ) ( )

b a c a d a
b b a c c a d d a
b b a c c a d d a

  
  
  

1c 展开

= ( )( )( )b a c a d a  
2 2 2

1 1 1

( ) ( ) ( )
b c d

b b a c c a d d a  

3r拆开

= ( )( )( )b a c a d a   （
3 3 3

1 1 1
b c d
b c d

+
2 2 2

1 1 1
a b c d
b c d

）

其中
3 3 3

1 1 1
b c d
b c d

2
3 2
2 1

r b r
r br




2 2 2 2

1 1 1
0
0 ( ) ( )

c b d b
c c b d d b

 
 

= ( )( )c b d b 
1 1

( ) ( )c c b d d b 

= ( )( )c b d b  [ ( ) ( )]d d b c c b  

由于
2 2 2

1 1 1
b c d
b c d

是范德蒙行列式，故
2 2 2

1 1 1
b c d
b c d

= ( )( )( )c b d b d c  

D = ( )a b c d   ( )( )( )b a c a d a   ( )( )( )c b d b d c  

方法 2 D
2 1
3 1

4 1

c c
c c

c c





 2 2 2 2 2 2 2

4 4 4 4 4 4 4

1 0 0 0
a b a c a d a
a b a c a d a
a b a c a d a

  
  
  

1r展开

= ( )( )( )b a c a d a  
2 2 2 2 2 2

1 1 1

( )( ) ( )( ) ( )( )
b a c a d a

b a b a c a c a d a d a
  

     

2 1

3 1

c c

c c




 ( )( )( )b a c a d a  

2 2

1 0 0

( )( )
b a c b d b

b a b a x y
  

 

1c展开

= ( )( )( )b a c a d a  
c b d b
x y
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其中
2 2 2( )( )x c b a b c ac bc ab       ，

2 2 2( )( )y d b a b c ad bd ab      

D = ( )a b c d   ( )( )( )b a c a d a   ( )( )( )c b d b d c  

= ( )a b c d   ( )( )( )a b a c a d   ( )( )( )b c b d c d  

方法 3 用升阶法．由于行列式中各列元素缺乏 3次幂的元素，在D中添加 3次幂的一

行元素，再添加一列构成 5阶范得蒙行列式：

5D = 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

4 4 4 4 4

1 1 1 1 1
a b c d x
a b c d x
a b c d x
a b c d x

5D 按第 5列展开得到的是 x的 4次多项式，且
3x 的系数为

4 5
45 ( 1)A D D   

又利用计算范得蒙行列式的公式得

5D = ( )( )( )( )b a c a d a x a    ( )( )( )c b d b x b   ( )( )( )d c x c x d  

= ( )( )( )b a c a d a   ( )( )c b d b  ( )d c [( )( )( )( )]x a x b x c x d   

= ( )( )( )b a c a d a   ( )( )c b d b  ( )d c 4 3[ ( ) ]x a b c d x    

其中
3x 的系数为 ( )( )( )b a c a d a    ( )( )c b d b  ( )d c ( )a b c d  

由
3x 的系数相等得：

D = ( )a b c d   ( )( )( )b a c a d a   ( )( )( )c b d b d c  

例2.6 设

4322
3211
4311
3151

||



A ，计算A41 + A42 + A43 + A44 = ? 其中A4j(j= 1, 2, 3, 4)是|A|

中元素 a4j的代数余子式.

解 直 接 求 代 数 余 子 式 的 和 工 作 量 大 ． 可 将 41 42 43 44A A A A   改 写 为

41 42 43 441 1 1 1A A A A       ，故
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A41 + A42 + A43 + A44

1111
3211
4311
3151 



1 6 0 2
1 0 2 3
1 0 1 2
1 0 0 0





= 4 1

6 0 2
( 1) 0 2 3

0 1 2




 = 6

2
100
320
206

1 




例 2.7 求解方程:

1 1 1 1
1 1 1 1

( ) 01 1 2 1

1 1 1 ( 1)

x
f x x

n x


 

 

解 方法 1

( )f x
1

2, ,

ir r

i n






1 1 1 1
0 0 0
0 0 1 0

0 0 0 ( 2)

x
x

n x


 

 

= )2()1()1( 1   nxxxn

由题设知

0)2()1()1()( 1   nxxxxf n

所以 2,,1,0 121   nxxx n 是原方程的解.

方法 2 由题设知,当 2,,2,1,0  nx 时,由于行列式中有两列对应元素相同,行列式

值为零,因此 )(xf 可写成

)2()1()(  nxxAxxf

于是原方程 0)2()1()(  nxxAxxf 的解为:

2,,1,0 121   nxxx n

例 2.8 计算元素为 aij = | i－j|的 n阶行列式.

解 方法 1 由题设知， 11a =0， 12 1a  ， 1, 1,na n  ，故
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0 1 1
1 0 2

1 2 0

n

n
n

D

n n






 

1

, 1, ,2

i ir r

i n n



 


0 1 1
1 1 1

1 1 1

n 
 



1, , 1

j nc c

j n



 
 1 2

1 1
0 2 1

( 1) 2 ( 1)
0 2

0 0 0 1

n n

n n n

n 

 
 

  




其中第一步用的是从最后一行起，逐行减前一行．第二步用的每列加第 n列．

方法 2

0 1 1
1 0 2

1 2 0

n

n
n

D

n n






 

1

1,2, , 1

1 1 1
1 1 1

1 2 0

i ir r

i n

n n



 


 



 

1

2, ,

1 0 0
1 2 0

1 2 3 1

jc c

j n

n n n






 



  

= 1 2( 1) 2 ( 1)n n n  

例 2.9 计算行列式

22

11

11

22

00
00
00

00

bd
bd
ca

ca

D  ．

解 方法 1 按第一列展开：

1 1

2 1 1

2

0
0

0 0

a c
D a d b

b
 -

0
0

00

11

11

2

2

bd
ca

c
d =

11

11
22 bd

ca
ba -

11

11
22 bd

ca
cd

=（ 22ba -
11

11
22 bd

ca
cd ） =（ 22ba - ）22cd （ 11ba - ）11cd

方法 2 本题也可利用拉普拉斯展开定理进行计算，选定第 2、3行，有：

1 12 3 2 3

1 1

( 1)
a c

D
d b

    2 2

2 2

a c
d b

=（ 11ba 1 1d c ）（ 22ba 2 2d c ）
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例 2.10 计算 2nD = 1 1

1 1

n n

n n

a b

a b
c d

c d

，其中未写出的元素都是 0．

解 方法 1 利用公式
A O
O B

= A B ．

采用逐行操作，将最后一行逐行和上行进行对换，直到换到第 2 行（作 2 2n  次相邻

对换）；最后一列逐列和上列换，换到第 2列（作2 2n  次相邻对换），得到

2nD = 2(2 2)( 1) n

1 1

1 1

1 1

1 1

0 0
0 0

0 0

0 0

n n

n n

n n

n n

a b
c d

a b

a b
c d

c d

 

 

= 2D 2( 1)nD  = ( )n n n na d b c 2( 1)nD  = ( )n n n na d b c 1 1 1 1( )n n n na d b c    2( 2)nD 

= = ( )n n n na d b c 1 1 1 1( )n n n na d b c    1 1 1 1( )a d b c =
1

( )
n

i i i i
i

a d bc




方法 2 利用行列式展开定理进行求解．

2nD
1r展开

=

1 1

1 1

1 1

1 1

0

0

n n

n

n n

n

a b

a b
a c d

c d
d
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+
1 2( 1) n

nb


1 1

1 1

1 1

1 1

0

0

n n

n n

n

a b

a b
c d

c d
c

 

 

上面第 1个行列式是
A O
O B

的形式，而第 2个行列式按第 1列展开，所以

2nD = 2 1 1
2 2 2 2( 1) n

n n n n n na d D b c D 
  

= ( )n n n na d b c 2( 1)nD  = =
1

( )
n

i i i i
i

a d bc




例 2.11 计算 5

1 0 0 0
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1 1

a a
a a

D a a
a a

a


 

  
 

 

．

解 方法１ 采用递推的方法进行求解．

5D
1 2 5c c c 



1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1

0 0 1 1

a
a a

a a
a a

a a


 

 
  

1c 展开

=

1 0 0
1 1 0
0 1 1
0 0 1 1

a a
a a

a a
a


 

 
 

+
5 1

0 0 0
1 0 0

( )( 1)
1 1 0
0 1 1

a
a a

a
a a

a a

 
 

 
 

即
5 1 4

5 4 ( )( 1)D D a a    ，
4 1 3

4 3 ( )( 1)D D a a    ，

3 1 2
3 2 ( )( 1)D D a a    ，

2
2 1D a a  

故
2 3 4 5

5 1D a a a a a     

方法 2 采用降阶的方法进行求解．
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5D
1 2(1 )r a r 



2 20 1 0 0
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1 1

a a a a
a a

a a
a a

a

  
 

 
 

 

2
1 3(1 )r a a r  



2 3 2 30 0 1 0
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1 1

a a a a a a
a a

a a
a a

a

    
 

 
 

 

2 3
1 4(1 )r a a a r   



2 3 4 2 3 40 0 0 1
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1 1

a a a a a a a a
a a

a a
a a

a

      
 

 
 

 

2 3 4
1 5(1 )r a a a a r    



2 3 4 50 0 0 0 1
1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1 1

a a a a a
a a

a a
a a

a

    
 

 
 

 

1r展开

= 2 3 4 5 5 1 4(1 ) ( 1) ( 1)a a a a a         = 2 3 4 51 a a a a a    

例 2.12 证明

D n =

1 2 1

1 0 0
0 1 0

n n n

x
x

a a a x a 






= 1
1 1

n n
n nx a x a x a
   

证 方法 1 递推法 按第 1列展开，有

D n = x D 1n +（－1） 1n a n

1

1
1

1

1 n

x
x

x









= x D 1n + a n

由于 D 1= x + a 1， 2
2 1

1x
D

a x a





，于是

D n = x D 1n + a n =x（x D 2n +a 1n ）+ a n =x
2 D 2n + a 1n x + a n
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= = x 1n D 1+ a 2 x
2n + + a 1n x + a n =

1
1 1

n n
n nx a x a x a
   

方法 2 第 2列的 x倍，第 3列的 x 2
倍， ，第 n列的 x 1n

倍分别加到第 1列上

1 2c xc

nD




2

1 1 2 1

0 1 0 0
1 0

0 0 0

n n n n

x x
x

a xa a a x a  




 

2
1 3c x c

 3

2
1 2 1 2 3 1

0 1 0 0 0
0 1 0 0

0 1 0

n n n n n n

x
xx

a xa x a a a a x a    






  

= =

0 1
1

1
x

f x






nr


按 展开

1( 1)n f

1

1
1

1 n

x
x

x







=f

其中
1

1 1
n n

n nf a a x a x x
    

或 D n

2 1
1 2 3

n
nc xc x c x c   



1 2 2 1

0 1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 0 1

n n

x

x
f a a a x a 







1


按c 展开

1( 1)n f

1

1
1

1 n

x
x

x







= 1 1( 1) ( 1)n nf   =f

其中
1

1 1
n n

n nf a a x a x x
    

方法 3 利用性质，将行列式化为上三角行列式．
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D n

2 1

3 2

1

1

1

1
n n

c c
x

c c
x

c c
x 









1
1 2 2

0 0 0
0 0 0
0 0 0

n n n
n n n n

x
x

x

a a aa a a k
x x x


   

n


按c 展开

x 1n k n = x
1n ( 1n

n

x
a

+ 2
1



n
n

x
a

+ +
x
a2 +a 1+x)

= 1
1 1

n n
n na a x a x x

   

方法 4
nr

nD 
按 展开

1( 1)n na


1 0 0 0
1 0 0

0 0 1

x

x






+

2
1( 1)n na




0 0 0
0 1 0 0

0 0 1

x

x





+ + 2 1
2( 1) n a

1 0 0
0 0 0

0 0 0 1

x
x




+ 2
1( 1) ( )n a x 

1 0 0
0 0 0

0 0 0

x
x

x



=（－1） 1n
（－1） 1n a n +（－1） 2n

（－1） 2n a 1n x

+ +（－1） 12 n
（－1）a 2 x

2n +（－1） n2 ( a 1+x) x
1n

= 1
1 1

n n
n na a x a x x

   

例 2.13 计算 n阶“三对角”行列式

D n =

0 0 0
1 0 0
0 1 0 0

0 0 0 1

  
  

 

 






＋

解 方法 1 递推法．
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D n

1


按c 展开

( )  D 1n —

( 1)

0 0 0 0
1 0 0

0 0 0 1 n


  

 






1


按r展开

( )  D 1n － D 2n

即有递推关系式 D n = ( )  D 1n － D 2n (n 3)

故 1n nD D  ＝ 1 2( )n nD D  

递推得到 1n nD D  ＝ 1 2( )n nD D   ＝
2

2 3( )n nD D  

＝ ＝
2

2 1( )n D D  

而 1 ( )D    ， 2D ＝
β+α1

αββ+α
＝

2 2    ，代入上式得

1
n

n nD D  

1
n

n nD D   （2.1）

由递推公式得

1
n

n nD D   ＝
1

2( )n n
nD   
  

＝α
2 D 2n ＋

1n n   ＝

＝
n ＋

1n 
＋ ＋

1n n   ＝
时＝，当

时，当
－

－

βα
βα

1)α(n
αβ
αβ

1

11









 



n

nn

方法 2 把 D n 按第 1列拆成 2个 n阶行列式

D n =

0 0 0
1 0 0
0 1 0 0

0 0 0 1

 
  

 

 





＋ ＋

0 0 0
1 0 0
0 1 0 0

0 0 0
0 0 0 1

 
  

 

  







上式右端第一个行列式等于αD 1n ，而第二个行列式
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0 0 0
1 0 0
0 1 0 0

0 0 0
0 0 0 1

 
  

 

  







1

2, ,

i ic ac

i n






0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 0 1








=β n

于是得递推公式 1
n

n nD D   ，已与（2.1）式相同．

方法 3 在方法 1中得递推公式

D n = ( )  D 1n － D 2n

又因为当  时 D 1=  =




 22

2 1
D

  
 





= 2( )    = 2 2    =





 33

D 3 =











10
1

0
= 3( )  -2 ( ) 

= ( )  2 2( )  =




 44

于是猜想
1 1n n

nD
 
 

 



，下面用数学归纳法证明．

当 n=1时，等式成立，假设当 n k 时成立．

当 n=k+1是，由递推公式得

D 1k = ( )  D k － D 1k

= ( ) 




  11 kk

—




 kk

=




  22 kk

所以对于 nN 
，等式都成立．

第二部分

这一部分的题是与矩阵、向量、特征值等后续内容有关的题，感觉困难的同学可以放到

相关内容学习后再看．但应注意考研题中关于行列式内容的出题,往往与后续内容联系较多．
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例 2.14 设 A为 3×3矩阵, |A| =－2, 把 A按行分块为

1

2

3

A
A A

A

 
   
 
 

, 其中 ( 1,2,3)iA i  是

A的第 i行, 则行列式

3 1

2

1

2
2

A A
A
A


 ______.

解

3 1

2

1

2
2

A A
A
A




3 1

2

1

2
2
A A
A
A


=

3

2

1

2
A
A
A

=
1

2

3

2 2 | | 4
A
A A
A

   

例 2.15 判断题

(1) 若 BA， 是可乘矩阵，则 AB BA ． （ ）

(2) 若 BA， 均为 n阶方阵，则 A B A B   ． （ ）

解 (1) 错误，因为 BA， 不一定是方阵，即不一定有对应的行列式．

(2) 错误，例如取
3 0
0 3

A  
  
 

，
2 0
0 2

B  
  
 

， 1 5A B A B     ．

例 2.16 证明:奇数阶反对称矩阵的行列式为零.

证 ||||)1(||||||, AAAAAAA nTT  (n为奇数). 所以|A| = 0.

例 2.17 （数四，01，3 分）设矩阵

1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1

k
k

A
k

k

 
 
 
 
 
 

，且秩 ( )R A  3，则 k =

解 由于

1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1

k
k

A
k

k


1 2 4r r r 



3 3 3 3
1 1 1
1 1 1
1 1 1

k k k k
k

k
k

   

=

1 1 1 1
1 1 1

( 3)
1 1 1
1 1 1

k
k

k
k

 =

1 1 1 1
0 1 0 0

( 3)
0 0 1 0
0 0 0 1

k
k

k
k







= 3( 3)( 1)k k 

由 ( )R A  3，知 A =0，而 1k  时， ( )R A  1，故必有 3k   ．

例 2.18 若 BA， ，C均为 3阶可逆方阵， 1A ， 2B ，计算 CBAC T 211 )(2 
．
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解 CBAC T 211 )(2  =
23 1 12 TC A B C 

=
2 23 112 TC A B

C
 =

2
23 12 A
B

=2

例 2.19 设 3 阶方阵 BA， 满足方程 EBABA 2
，试求矩阵 B以及行列式 B ，

其中

1 0 1
0 2 0
2 0 1

A
 
   
  

．

解 由 EBABA 2
，得 EABEA  )( 2

，即

( )( )A E A E B A E   

由于

2 0 1
0 3 0
2 0 2

A E
 
    
  

， 18 0A E  

0 0 1
0 1 0
2 0 0

A E
 
    
  

， 2 0A E  

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )B A E A E A E A E       

10 0 1 0 0 1/ 2
0 1 0 0 1 0
2 0 0 1 0 0

    
       
      

所以 2/1|| B ．

例 2.20 设 A为 3阶方阵， A =2，求
1 *1( ) 3

2
A A  的值．

解 方法 1 化为关于
*A 的形式进行计算．

利用公式
1 11( )A A


  ，

*
1 AA

A
  ，

1nA A   有

1 *1( ) 3
2
A A  = 1 *2 3A A  =

*
*2 3A A

A
 = * *3A A

= *2A = 3 *( 2) A =
23( 2) A = 32
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方法 2 化为关于
1A
的形式计算．

利用公式
1 11( )A A


  ，

* 1A A A ，
1A =

1
A

，有

1 *1( ) 3
2
A A  = 1 12 3A A A  = 14A = 3( 4)

1
A

= 32

例 2.21 （数四，98，3 分）设 BA， 均为 n阶方阵， A =2， B =-3，求
1*2 BA 的值．

解
1*2 BA = 1*2 BAn = n2 1nA

B
1

 = n2 12 n

3
1


=
3

2 12 


n

例 2.22 若 21321 ,,,,  都是 4 维列向量，且 4 阶行列式 n3221 ,,,  ，

m1321 ,,,  ，计算 4阶行列式 3 2 1 1 2, , ,     的值．

解 如果行列式的列向量组为 n ,,, 21 ，则此行列式可表示为 n ,,, 21 ，利

用行列式的性质，有

 21123 ,,,  3 2 1 1, , ,    + 3 2 1 2, , ,    = 1 2 3 1, , ,    - 3 2 2 1, , ,   

= 1 2 3 1, , ,    + 1 2 2 3, , ,    = n m

例 2.23 计算行列式
OB
AO

BA ，， |||| ，其中

1 2 1
1 2 ( 1)

1 2 1
1 2 1

n n x
n x n

A
x n n

x n n

  
   
 
 

  
   

，

1 0 0 0
0 2 0 0

0 0 1 0
0 0 0

B
n

n

 
 
 
 
 

 
 
 

解 | |A =

1 2 1
1 2 ( 1)

1 2 1
1 2 1

n n x
n x n

x n n
x n n
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1

2, ,

1 2 1
0 0

0 0
0 0

ir r

i n

n n x
x x

x x
x x





 






1, , 1

n jc c

j n



 


( 1)1 2 1
2

0 0 0

0 0 0
0 0 0

n nn x

x

x
x


 

这是逆对角的上三角行列式，所以

( 1)
12 ( 1)( 1) ( )

2

n n
nn nA x x




  

又 !|| nB  ，故
12

)1(

!)
2

)1(()1(
2







 nnnn

xnxnn
OB
AO

．

注 这里用了公式：若 A为m阶方阵， B为n阶方阵，则
O A
B O

= ( 1)mn A B ．

例 2.24 若 A为 n阶方阵， E为单位矩阵，满足
TAA E ， 0A  ，求 A E ．

解 方法 1 由
TAA E 有

A E = TA AA = ( )TA E A = ( )TA E A

= A ( )TE A = A E A = A A E

即 (1 )A A E =0，而 (1 )A 0 ，所以 A E =0．

方法 2 因为 ( ) TA E A = T TAA A = TE A = A E

即 A E A = A E

有 (1 )A A E =0，而 (1 )A 0 ，所以 A E =0．

方法 3 由
TAA E 知矩阵 A为正交矩阵，即

TAA =1，
2A =1，又因为 0A  ，所

以有 1A   ，故

A E = A 1E A = TE A  = E A 

即 2 A E =0， A E =0．

例 2.25 若 A为 n阶正定矩阵， E为 n阶单位矩阵，证明 A E 的行列式大于 1．
证 方法 1 因为 A为正定矩阵，因此所有的特征值大于零．设 A的 n个特征值为
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1, 1,2, ,i i n   ， 且 0i  ， 由 特 征 值 的 性 质 知 ， A E 的 n 个 特 征 值 为

1, 1,2, ,i i n   ，于是 1( 1) ( 1) 1n    ．

方法 2 因为正定矩阵是对称矩阵，因此 A可对角阵，且所有的特征值大于零，故存在

可逆阵 P有

1
1

n

P AP






 
   
 
 

（ 0, 1,2, ,i i n   ）

即

1
1

n

A P P






 
   
 
 

1
1 1

n

A E P P PP




 

 
    
 
 

=

1
1

1

1n

P P






 
 
 
  

A E =
1

1

1

1n

P P









= 1( 1) ( 1) 1n   

例 2.26 设

1 1 1 1
2 2 2 2
a

a
A

n n n n a

 
  
 
  

，求 A

解 利用特征值法进行求解，即利用公式 1 2 nA   ．

1 1 1 1
2 2 2 2
a

a
A

n n n n a

 
  
 
  

=

1 0 0
0 0 0

0 0 0

a

 
 
 
 
 
 

+

1 1 1 1
2 2 2 2a

n n n n a

 
  
 
  

= =

1 1 1 1
2 2 2 2

aE

n n n n
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矩阵

1 1 1 1
2 2 2 2

n n n n

 
 
 
 
 
 

的秩为 1，由第十三讲的注意（7）知它特征值为

1 11 22 nna a a    =
( 1)
2

n n 
， 2 3 n     =0

所以 A特征值为
( 1) , , ,
2

n na a a
 ，故 A = 1( 1)[ ]

2
nn na a 

 ．
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计算 n阶行列式的若干方法举例

n阶行列式的计算方法很多，除非零元素较多时可

利用定义计算（①按照某一列或某一行展开②完全展

开式）外，更多的是利用行列式的性质计算，特别要

注意观察所求题目的特点，灵活选用方法，值得注意

的是，同一个行列式，有时会有不同的求解方法。下

面介绍几种常用的方法，并举例说明。

1．利用行列式定义直接计算

例 1 计算行列式

0 0 1 0
0 2 0 0

1 0 0 0
0 0 0

nD
n

n




解 Dn 中不为零的项用一般形式表示为

1 1 2 2 11 !n n n nna a a a n    .

该项列标排列的逆序数 t（n－1 n－2…1n）等于
( 1)( 2)

2
n n  ，故

( 1)( 2)
2( 1) !.

n n

nD n
 

 

2．利用行列式的性质计算
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例 2 一个 n 阶行列式 n ijD a 的元素满足

, , 1, 2, , ,ij jia a i j n  

则称 Dn为反对称行列式，证明：奇数阶反对称行列式

为零.

证明：由 ij jia a  知 ii iia a  ，即

0, 1,2, ,iia i n 

故行列式 Dn可表示为

12 13 1

12 23 2

13 23 3

1 2 3

0
0

0

0

n

n

n n

n n n

a a a
a a a

D a a a

a a a


  

  

由行列式的性质 A A

12 13 1

12 23 2

13 23 3

1 2 3

0
0

0

0

n

n

n n

n n n

a a a
a a a

D a a a

a a a

  
 

 

12 13 1

12 23 2

13 23 3

1 2 3

0
0

( 1) 0

0

n

n
n

n

n n n

a a a
a a a
a a a

a a a


   

  

( 1)n nD 

当 n 为奇数时，得 Dn =－Dn，因而得 Dn = 0.
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3．化为三角形行列式

若能把一个行列式经过适当变换化为三角形，其结

果为行列式主对角线上元素的乘积。因此化三角形是

行列式计算中的一个重要方法。

例 3 计算 n 阶行列式

a b b b
b a b b

D b b a b

b b b a



解：这个行列式的特点是每行（列）元素的和均

相等，根据行列式的性质，把第 2，3，…，n 列都加

到第 1列上，行列式不变，得

( 1)
( 1)
( 1)

( 1)

a n b b b b
a n b a b b

D a n b b a b

a n b b b a

 
 

  

 

1
1

[ ( 1) ] 1

1

b b b
a b b

a n b b a b

b b a

  

1
0 0 0

[ ( 1) ] 0 0 0

0 0 0

b b b
a b

a n b a b

a b


   



1[ ( 1) ]( ) na n b a b    
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4．降阶法

降阶法是按某一行（或一列）展开行列式，这样可

以降低一阶，更一般地是用拉普拉斯定理，这样可以

降低多阶，为了使运算更加简便，往往是先利用列式

的性质化简，使行列式中有较多的零出现，然后再展

开。

例 4 计算 n 阶行列式

0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
1 0 0 0

n

a
a

a
D

a
a



解 将 Dn 按第 1行展开

1

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

( 1)0 0 0
0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

n
n

a a
a a

D a a
a

a

  

1 2( 1) ( 1)n n n na a    
2n na a   .

5．递推公式法
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递推公式法：对 n 阶行列式 Dn 找出 Dn 与 Dn－1或

Dn 与 Dn－1, Dn－2之间的一种关系——称为递推公式

（其中 Dn, Dn－1, Dn－2等结构相同），再由递推公式求

出 Dn的方法称为递推公式法。

例 5 证明

1 2 2 1

1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 0 1
n

n n n

x
x

D
x

a a a a a x 








1 2
1 2 1 , ( 2)n n n

n nx a x a x a x a n 
      

证明：将 Dn按第 1列展开得

1 2 3 2 1

1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 0 1
n

n n n

x
x

D x
x

a a a a a x  








1

1 0 0 0
1 0 0

( 1)

0 0 1

n
n

x
a

x






 



1n na xD  
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由此得递推公式： 1n n nD a xD   ，利用此递推

公式可得

1 1 2( )n n n n n nD a xD a x a xD      
2

1 2n n na a x x D   
1

1 1
n n

n na a x a x x
     

6．利用范德蒙行列式

例 6 计算行列式

1 2
2 2 2
1 1 2 2

1 2 1 2 1 2
1 1 2 2

1 1 1
1 1 1n

n n

n n n n n n
n n

x x x
D x x x x x x

x x x x x x     

  
   

  

解 把第 1行的－1倍加到第 2行，把新的第 2行

的－1倍加到第 3行，以此类推直到把新的第 n－1行

的－1倍加到第 n 行，便得范德蒙行列式

1 2
2 2 2
1 2

1

1 1 1
1 2

1 1 1

( )
n

n i j
n i j

n n n
n

x x x
D x x x x x

x x x

  

  

  

例 2 计算 1n  阶行列式
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1 2 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1

n n n n n

n n n n n

n n n n n
n n n n n n n n

a a b a b a b b
a a b a b a b b

D

a a b a b a b b

  

  

  
       



．

其中 1 2 1 0na a a   ．

解 这个行列式的每一行元素的形状都是
n k k
i ia b

，

k 0，1，2，…，n．即 ia按降幂排列， ib按升幂排列，

且次数之和都是 n，又因 0ia  ，若在第 i 行（ i 1，2，…，

n）提出公因子 n
ia ，则 D 可化为一个转置的范德蒙行

列式，即

 

2

1 1 1

1 1 1

2

2 2 2

1 2 1 2 2 2

2

1 1 1

1 1 1

1

1 1 1

1 1

1

1

1

  

    .

n

n

n n n
n

n

n n n

n n n

n
jn i

i
i j i n i j

i j i j
j i n

b b b
a a a

b b b
D a a a a a a

b b b
a a a

bba
a a

b a a b



  

  



  

 

   
   
   

   
       

   
   
   

 
   

 

 

 


≤ ≤

≤ ≤
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7．加边法（升阶法）

加边法（又称升阶法）是在原行列式中增加一行一

列，且保持原行列式不变的方法。

例 7 计算 n 阶行列式

1 2

1 2

1 2

1 2

n

n

n n

n

x a a a
a x a a

D a a a

a a x a








解：

11
0

0

n

n
n

a a

D
D



1 21
1 0 0

2, , 1 1 0 0

1 0 0

n

i

a a a
x

i n x

x


  



第 行减第1行

（箭形行列式）

1 2
1

1

0 0 0
0 0 0
0 0 0

n
j

n
j

a
a a a

x
x

x
x









1
1

n
jn

j

a
x

x
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例 3 计算 n（n≥2）阶行列式

1

2

3

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

n

n

a
a

D a

a




 



，

其中 1 2 0na a a  ．

解 先将 nD 添上一行一列，变成下面的 1n  阶行列

式：

1

1 2

1 1 1 1
0 1 1 1
0 1 1 1

0 1 1 1

n

n

a
D a

a




 



．

显然， 1n nD D  ．将 1nD  的第一行乘以 1 后加到其余各

行，得

1

1 2

1 1 1 1
1 0 0

0 1 1 0

1 0 0

n

n

a
D a

a




 



．

因 0ia  ，将上面这个行列式第一列加第 i（ 2i  ，…， 1n  ）

列的
1

1

ia 

倍，得：
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1
1

1
2

2

1

2

1

1 2
1

11 1 1 11 1 1 1
1 0 0

0 0 0
1 0 0   

0 0 0

1 0 0
0 0 0

0 0
0 01 1

0 0

1 1  

n

i i

n
n

n

i i

n

n

n
i i

a
a

a
a

a

a
a

a
a

a
a

a a a
a










 



 
  

 

 
  

 





 ，

故 1 2
1

11
n

n n
i i

D a a a
a

 
  

 


8．数学归纳法

例 8 计算 n 阶行列式

1 2 2 1

1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 0 1
n

n n n

x
x

D
x

a a a a a x 








解：用数学归纳法. 当 n = 2时

2 1 2
2 1

1
( )

x
D x x a a

a x a


   


2
1 2x a x a  

假设 n = k 时，有

1 2
1 2 1

k k k
k k kD x a x a x a x a 
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则当 n = k+1时，把 Dk+1按第一列展开，得

1 1k k kD xD a  

1
1 1 1( )k k

k k kx x a x a x a a
      

1 2
1 1 1

k k
k k kx a x a x a x a
      

由此，对任意的正整数 n，有

1 2
1 2 1

n n
n n n nD x a x a x a x a

      

9．拆开法

把某一行（或列）的元素写成两数和的形式，再利

用行列式的性质将原行列式写成两行列式之和，使问

题简化以利计算。

例 9 计算行列式 nD 

1 1 2

1 2 2

1 2

n

n

n n

a a a
a a a

a a a











解： nD 

1 2

1 2 2

1 2

n

n

n n

a a a
a a a

a a a









1 2

2 20

0 0

n

n

n n

a a
a a

a











1 2

20

0 0

n

n

n

a a a
a



 1 1nD 

1 2 1 1n na D    

……

1 2
1

1
n

i
n

i i

a
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例 4 计算 n（n≥2）阶行列式

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

1 2
1 2

1 2

n

n
n

n n n n

x y x y n x y
x y x y n x y

D

x y x y n x y

  
  



  

．

解 将 nD 按第一列拆成两个行列式的和，即

1 2 1 1 1 1 2 1

2 2 2 2 1 2 2 2

2 1 2

1 2 2
1 2 2

1 2 2

n n

n n
n

n n n n n n n

x y n x y x y x y n x y
x y n x y x y x y n x y

D

x y n x y x y x y n x y

   
   

 

   

．

再将上式等号右端的第一个行列式第 i 列（ 2i  ，3，…，

n）减去第一列的 i 倍；第二个行列式提出第一列的公

因子 1y ，则可得到

1 2 1 1 1 2 1

2 2 2 2 2 2 2
1

2 2

1 1 1

2 2 2
2 1

1 2
1 2

1 2

1 2
1 2

     .

1 2

n n

n n
n

n n n n n n n

n

n n n

x y x y x x y n x y
x y x y x x y n x y

D y

x y x y x x y n x y

x x x n
x x x n

y y y

x x x n

 
 

 

 

 

当 n≥3时， 0nD  ．

当 2n  时，    2 2 1 2 12D x x y y   ．

上面介绍了计算 n 阶行列式的常见方法，计算行列

式时，我们应当针对具体问题，把握行列式的特点，

灵活选用方法。学习中多练习，多总结，才能更好地

掌握行列式的计算。
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第 1讲 计算行列式的若干基本方法

计算行列式并无固定的方法．其实，同一个行列式可以有多种不同的方法进行计算．因

此，除了掌握好行列式的基本性质外，针对行列式的结构特点，选取恰当的方法，才能较快

地酸楚行列式．这一讲，我们将介绍一些常用的方法．

1．化为已经熟悉的行列式来计算

我们已经知道上（下）三角行列式、范德蒙行列式以及形如

0
*
A

B
，

*
0
A

B

的行列式的结果．如果利用行列式的性质可把给定的行列式化为以上这些形式，则不难求出

所给行列式的值．

为了叙述简便，仍用记号         i j i j  表示互换行列式的第 i行（列）与第 j

行（列）；用         i k j i k j  表示将行列式第 j行（列）的 k倍加到第 i行（列）；用

    c i c i 表示将第 i行（列）乘以非零的数 c．

例 1 计算行列式

1 1 2 3 1
3 3 7 9 5

2 0 4 2 1
3 5 7 14 6
4 4 10 10 2

D

 
  

 
 
 

．

解 这是一个阶数不高的数值行列式，通常将它化为上（下）三角行列式来计算．
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2 3 1
3 2 1
4 3 1
5 4 1

2 3

4 2

1 1 2 3 1
0 0 1 0 2

  0 2 0 4 1
0 2 1 5 3
0 0 2 2 2

1 1 2 3 1
0 2 0 4 1

    0 0 1 0 2
0 2 1 5 3
0 0 2 2 2

1 -1 2 -3 1
0 2 0 4 -1

    0 0 -1 0 -2
0 0 1 -1 2
0 0 2 2 -2

D










 
 


 



 


  
 





   
   

   

     

4 3

5 2 3

5 2 4

1 1 2 3 1
0 3 0 4 1

    0 0 1 0 2
0 0 0 1 0
0 0 0 2 6

1 1 2 3 1
0 2 0 4 1

   0 0 1 0 2
0 0 0 1 0
0 0 0 0 6

  1 2 1 1 6 12  .







 


  




 


  




      

例 5 计算 n阶行列式

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1
1

1

1

n

n

n

n

a a a a
a a a a

D a a a a

a a a a




 



．

解 这个行列式每一列的元素，除了主对角线上的外，都是相同的，且各列的结构相似，

因此 n 列之和全同．将第 2，3，…，n列都加到第一列上，就可以提出公因子且使第一列的

元素全是 1．
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1 2 2 3

1 2 2 3

1 2 2 3

1 2 2 3

2 3

2 3

2 3
1

2 3

1

1

 1

2, ,

2, ,

1
1 1

    
  1 1

1 1

1
1 1

   1 1 1

1 1

1

   
    1

n n

n n

n n

n n

n

nn

i n
i

n

n

i
i

i

i

i n

i n

a a a a a a
a a a a a a

D a a a a a a

a a a a a a

a a a
a a a

a a a a

a a a

a













   
    
    

    


 

   
 



 
 

 





2 3

1 1

0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1

  1 1 1   .

n

n n

i i
i i

a a a

a a
 

 
    
 

 

例 6 计算 1n  阶行列式

1 2 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1

n n n n n

n n n n n

n n n n n
n n n n n n n n

a a b a b a b b
a a b a b a b b

D

a a b a b a b b

  

  

  
       

 ．

其中 1 2 1 0na a a   ．

解 这个行列式的每一行元素的形状都是
n k k
i ia b

， k  0，1，2，…，n．即 ia 按降幂

排列， ib 按升幂排列，且次数之和都是 n，又因 0ia  ，若在第 i行（ i  1，2，…，n）提

出公因子
n
ia ，则 D可化为一个转置的范德蒙行列式，即
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2

1 1 1

1 1 1

2

2 2 2

1 2 1 2 2 2

2

1 1 1

1 1 1

1

1 1 1

1 1

1

1

1

  

    .

n

n

n n n
n

n

n n n

n n n

n
jn i

i
i j i n i j

i j i j
j i n

b b b
a a a

b b b
D a a a a a a

b b b
a a a

bba
a a

b a a b



  

  



  

 

   
   
   

   
       

   
   
   

 
   

 

 

 


≤ ≤

≤ ≤

2．降阶法

当一个行列式的某一行（列）的元素有比较多 0 时，利用行列式的依行（列）展开定理

将它化为较低阶的行列式来计算．

例 7 计算 n（n≥2）阶行列式

0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

1 0 0 0

a
a

D a

a

 ．

解 按第一行展开，得

 1

0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0

1
0 0 0

0 0 0
1 0 0 0

n

a
a

a
a

D a
a

a

   ．

再将上式等号右边的第二个行列式按第一列展开，则可得到

      1 1 1 2 2 2 21 1 1n nn n n n nD a a a a a a             ．

3．拆项法

拆项法是将给定的行列式的某一行（列）的元素都写成同样多的和，然后利用性质 6
将它表成一些比较容易计算的行列式的和．

例 8 计算 n（n≥2）阶行列式

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

1 2
1 2

1 2

n

n
n

n n n n

x y x y n x y
x y x y n x y

D

x y x y n x y

  
  



  

．

解 将 nD 按第一列拆成两个行列式的和，即
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1 2 1 1 1 1 2 1

2 2 2 2 1 2 2 2

2 1 2

1 2 2
1 2 2

1 2 2

n n

n n
n

n n n n n n n

x y n x y x y x y n x y
x y n x y x y x y n x y

D

x y n x y x y x y n x y

   
   

 

   

．

再将上式等号右端的第一个行列式第 i列（ 2i  ，3，…，n）减去第一列的 i倍；第二个行

列式提出第一列的公因子 1y ，则可得到

1 2 1 1 1 2 1

2 2 2 2 2 2 2
1

2 2

1 1 1

2 2 2
2 1

1 2
1 2

1 2

1 2
1 2

     .

1 2

n n

n n
n

n n n n n n n

n

n n n

x y x y x x y n x y
x y x y x x y n x y

D y

x y x y x x y n x y

x x x n
x x x n

y y y

x x x n

 
 

 

 

 

当 n≥3 时， 0nD  ．

当 2n  时，    2 2 1 2 12D x x y y   ．

例 9 计算 n阶行列式

n

x a a a
a x a a

D a a x a

a a a x


  

  

，（ 0a  ）．

解 将第一行的元素都表成两项的和，使 nD 变成两个行列式的和，即

  0 0 0

 

0 0 0

        .

n

x a a a a a
a x a a

D a a x a

a a a x

x a a a a a
a x a a a x a a
a a x a a a x a

a a a x a a a x

    


  

  


 

    

     

将等号右端的第一个行列式按第一行展开，得：
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  1

0 0 0

  n

x a
a x a a

x a Da a x a

a a a x






  

  

．

这里 1nD  是一个与 nD 有相同结构的 1n  阶行列式；将第二个行列式的第一行加到其余各

行，得：

  1

0 2 2
  0 0 2

0 0 0

                                        .n

a a a a a a a a
a x a a x a a a
a a x a x a a

a a a x x a

a x a 

 
  

   

 

于是有

    1
1

n
n nD x a D a x a 

   

（1）

另一方面，如果将 nD 的第一行元素用另一方式表成两项之和：

      0     0         0x a a a a a    

仿上可得：

    1
1

n
n nD x a D a x a 

   

（2）

将（1）式两边乘以  x a ，（2）式两边乘以  x a ，然后相减以消去 1nD  ，得：

   
2

n n

n

x a x a
D

  
 ．

4．加边法

在给定的行列式中添上一行和一列，得加边行列式，建立新的行列式与原行列式的联系，

以求得结果．

例 10 计算 n（n≥2）阶行列式

1

2

3

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

n

n

a
a

D a

a




 



，
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其中 1 2 0na a a  ．

解 先将 nD 添上一行一列，变成下面的 1n  阶行列式：

1

1 2

1 1 1 1
0 1 1 1
0 1 1 1

0 1 1 1

n

n

a
D a

a




 



．

显然， 1n nD D  ．将 1nD  的第一行乘以 1 后加到其余各行，得

1

1 2

1 1 1 1
1 0 0

0 1 1 0

1 0 0

n

n

a
D a

a




 



．

因 0ia  ，将上面这个行列式第一列加第 i（ 2i  ，…， 1n  ）列的
1

1

ia 

倍，得：

1
1

1
2

2

1

2

1

1 2
1

11 1 1 11 1 1 1
1 0 0

0 0 0
1 0 0   

0 0 0

1 0 0
0 0 0

0 0
0 01 1

0 0

1 1  

n

i i

n
n

n

i i

n

n

n
i i

a
a

a
a

a

a
a

a
a

a
a

a a a
a










 



 
  

 

 
  

 





 ，

故

1 2
1

11
n

n n
i i

D a a a
a

 
  

 
 ．

5．递推法

递推法是根据行列式的构造特点，利用行列式的性质，将给定的行列式表成若干个具有

相同形状以及一些容易计算的，但阶数较低的行列式之和，然后利用这种关系式计算原行列

式的值，最后再用数学归纳法证明所得到的结果正确．这是一种颇常使用的方法，在计算范
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德蒙行列式时已建立过递推关系式，本讲的例 6 也利用了递推关系式．

使用递推法计算行列式，一般分三个步骤，首先找出递推关系式，然后算出结果，最后

用数学归纳法证明结果正确．

例 11 计算 n阶行列式

1 2 2 1

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

0 0 0 1

n

n n n

x
x

x
D

x
a a a a a x 









．

解 首先建立递推关系式．按第一列展开，得：

 

   

1

1 2 3 2 1

1 1
1 1

1 0 0 0
1 0 0 0 0

0 1 0 0
1 0 0 0

0 0 0 0
1 0 1 0 0

0 0 0 1
0 0 0 1

    1 1  

n
n n

n n n

n n
n n n n

x
x

x
x

D x a x

x
x

a a a a a x

xD a xD a



  

 
 







   






        ，

这里 1nD  与 nD 有相同的结构，但阶数是 1n  的行列式．

现在，利用递推关系式计算结果．对此，只需反复进行代换，得：

 
 

2
2 1 2 1

2
3 2 1

1 2 2
1 2 2 1

    
    
     

n n n n n n n

n n n n

n n
n n n

D x xD a a x D a x a

x xD a a x a

x D a x a x a x a

   

  

 
 

     

   

      ，

因 1 1 1D x a x a    ，故

1
1 1

n n
n n nD x a x a x a

     ．

最后，用数学归纳法证明这样得到的结果是正确的．

当 1n  时，显然成立．设对 1n  阶的情形结果正确，往证对 n阶的情形也正确．由

 1 2
1 1 2 1

1
1 1     

n n
n n n n n n

n n
n n

D xD a x x a x a x a a

x a x a x a

 
  




       

     ，

可知，对 n阶的行列式结果也成立．

根据归纳法原理，对任意的正整数 n，结论成立．

例 12 证明 n阶行列式
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2 1 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0

1
0 0 0 1 2 1
0 0 0 0 1 2

nD n   ．

证明 按第一列展开，得

2 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0 1 2 1 0 0 0

2
0 0 0 1 2 1 0 0 0 1 2 1
0 0 0 0 1 2 0 0 0 0 1 2

nD   ．

其中，等号右边的第一个行列式是与 nD 有相同结构但阶数为 1n  的行列式，记作 1nD  ；

第二个行列式，若将它按第一列展开就得到一个也与 nD 有相同结构但阶数为 2n  的行列

式，记作 2nD  ．这样，就有递推关系式：

1 22n n nD D D   ．

因为已将原行列式的结果给出，我们可根据得到的递推关系式来证明这个结果是正确

的．

当 1n  时， 1 2D  ，结论正确．

当 2n  时， 2

2 1
3

1 2
D   ，结论正确．

设对   1k n ≤ 的情形结论正确，往证 k n 时结论也正确．

由

 1 22 2 1 1n n nD D D n n n       

可知，对 n阶行列式结果也成立．

根据归纳法原理，对任意的正整数 n，结论成立．

二、行列式计算方法

1. 定义法

2. 化为三角形行列式的方法

3. 化为范得蒙行列式的方法
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4. 拆行(列)法

5. 降级法

6. 加边法

7. 数学归纳法

8. 递推法

9. 因式分解法

本章主要内容的内在联系:

重点 行列式的计算

难点 行列式概念,行列式的展开定理及用定义证明行列式性质

3. 化为范得蒙行列式的方法

例 1 计算行列式

n
n

nn

n
n

nn

n

n

n

xxx
xxx

xxx

xxx

D

21

22
2

2
1

22
2

2
1

21

111





解 作如下行列式,使之配成范德蒙行列式

行列式性质

行列式的概念

行列式依行依列展开

n 级排列
克拉默规则
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nn
n

nn

nn
n

nn

nn
n

nn

n

n

yxxx

yxxx

yxxx

yxxx

yxxx

yP

21

111
2

1
1

222
2

2
1

222
2

2
1

21

1111

)(






= 




nij

ji

n

i
i xxxy

11
)()(

易知 nD 等于 )(yP 中 1ny 的系数的相反数,而 )(yP 中 1ny 的系数为





nij

ji

n

k
k xxx

11
)( ,因此,

 
 


n

k nij
jikn xxxD

1 1
)( .

4. 拆行(列)法

例 2 计算行列式

xyxzyz
zyx
zyx

D 222 .

解：

))()()((

222

222
)1()3(

22

222
)1)(()3(

yzxzxyxzyzxy
xzyzxyzxzyzxyyxzyzxyx

zyx
zyx

xyzyzxzyzyyzxzxy
zyx
zyx

D

x

zy













.

5. 降级法

例 3 计算行列式
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000
000

000
000

D .

解：易得 11)1(  nnnD  .

6. 加边法

例 4 计算行列式

n

n

a

a
a

a

D










1111

1111
1111
1111

3

2

1

.

解：

.)11(

000

000
000

11111

001

001
001
1111

1110

1110
1110
1111

21
12

1

1
0

,,2,1

2

1

2

1

n

n

i i

n

n

i i
a

ni

nn

n

aaa
a

a

a
a

a

a

a
a

a

a
a

D

i
































而当 021 naaa 时可分只有一个因子为零或至少有两个因子为零可得同

样的结果.

9. 因式分解法

如果行列式D是某个变数 x的多项式 )(xf ，可对行列式施行某些变换，求

出 )(xf 的互不相同的一次因式，设这些一次因式的乘积为 )(xg ，则

)()( xcgxfD  ，再比较 )(xf 与 )(xg 的某一项的系数，求出 c值.
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三、行列式的计算方法

方法 1 化三角形法

化三角形法是将原行列式化为上（下）三角形行列式或对角形行

列式计算的一种方法。这是计算行列式的基本方法重要方法之一。因

为利用行列式的定义容易求得上（下）三角形行列式或对角形行列式

的性质将行列式化为三角形行列式计算。

原则上，每个行列式都可利用行列式的性质化为三角形行列式。

但对于阶数高的行列式，在一般情况下，计算往往较繁。因此，在许

多情况下，总是先利用行列式的性质将其作为某种保值变形，再将其

化为三角形行列式。

例 3：浙江大学 2004 年攻读硕士研究生入学考试试题第一大题第

2 小题（重庆大学 2004 年攻读硕士研究生入学考试试题第三大题第 1

小题）的解答中需要计算如下行列式的值：

1 2 3 1
2 3 4 1
3 4 5 1 2

1 2 2 1

n

n n
n

D

n n n





 

[分析]显然若直接化为三角形行列式，计算很繁，所以我们要充

分利用行列式的性质。注意到从第 1 列开始；每一列与它一列中有

n-1 个数是差 1 的，根据行列式的性质，先从第 n-1 列开始乘以－1

加到第 n列，第 n-2 列乘以－1加到第 n-1 列，一直到第一列乘以－

1 加到第 2 列。然后把第 1 行乘以－1 加到各行去，再将其化为三角

形行列式，计算就简单多了。

解：
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1

1

( 2, , )

( 2, , )

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 1 0 0 0
3 1 1 1 1 2 0 0 0

1 1 1 1 1 0 0 0

1 0 0 0
0 0 0

1 0 0
0 0 0

2 0 01 1 ( 1)
2

0 0 0
2 0 0 0

0 0 0
1 0 0

1 ( 1) ( )
2

i

i

n

n

i n

r r

i n

r r
n

n n
D n n

n n n n

n
n

n
n

n n n
n n

n
n

n
n n

n n n
n









 
  

  

 





 
 





 


   

 

( 1)( 2)
1 2

( 1)
1 2

( 1)

( 1) 1
2

n n

n n
nn n

 





 


   

方法 2 按行（列）展开法（降阶法）

设 n ijD a 为 n阶行列式，根据行列式的按行（列）展开定理有

 1 1 2 2 1,2, ,n i i i i in inD a A a A a A i n    

或  1 1 2 2 1,2, ,n j j j j nj njD a A a A a A j n    

其中 ijA 为 nD 中的元素 ija 的代数余子式

按行（列）展开法可以将一个 n阶行列式化为 n 个 n-1 阶行列式

计算。若继续使用按行（列）展开法，可以将 n阶行列式降阶直至化

为许多个 2阶行列式计算，这是计算行列式的又一基本方法。但一般

情况下，按行（列）展开并不能减少计算量，仅当行列式中某一行（列）

含有较多零元素时，它才能发挥真正的作用。因此，应用按行（列）

展开法时，应利用行列式的性质将某一行（列）化为有较多的零元素，

再按该行（列）展开。

例 4、计算 20 阶行列式
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20

1 2 3 18 19 20
2 1 2 17 18 19
3 2 1 16 17 18

20 19 18 3 2 1

D 

[分析]这个行列式中没有一个零元素，若直接应用按行（列）展开法

逐次降阶直至化许许多多个 2 阶行列式计算，需进行 20！*20－1 次

加减法和乘法运算，这人根本是无法完成的，更何况是 n 阶。但若利

用行列式的性质将其化为有很多零元素，则很快就可算出结果。

注意到此行列式的相邻两列（行）的对应元素仅差 1，因此，可

按下述方法计算：

解：

1

1

20

20 1 18

( 1,

( 2, , 20)

19)

1 1 1 1 1 1
1 2 3 18 19 20

2 1 1 1 1 1
2 1 2 17 18 19

3 1 1 1 1 1
3 2 1 16 17 18

19 1 1 1 1 1
20 19 18 3 2 1

20 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
3 0 2 2 2 2
4 0 0 2 2 2

21 ( 1) 2 21

20 0 0 0 0 2
21 0 0 0 0 0

i i

i

i

i

c c

r r

D 
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方法 3 递推法

应用行列式的性质，把一个 n 阶行列式表示为具有相同结构的较

低阶行列式（比如，n-1 阶或 n-1 阶与 n-2 阶等）的线性关系式，这

种关系式称为递推关系式。根据递推关系式及某个低阶初始行列式

（比如二阶或一阶行列式）的值，便可递推求得所给 n 阶行列式的值，

这种计算行列式的方法称为递推法。

［注意］用此方法一定要看行列式是否具有较低阶的相同结构如
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果没有的话，即很难找出递推关系式，从而不能使用此方法。

例 5、2003 年福州大学研究生入学考试试题第二大题第 10小题要

证如下行列式等式：

0 0 0
1 0 0
0 1 0 0

0 0 0 1

nD

  
  

 

 




 



1 1

,
n n

nD
   
 

 
 


证明　： 其中

（虽然这是一道证明题，但我们可以直接求出其值，从而证之。）

［分析］此行列式的特点是：除主对角线及其上下两条对角线的

元素外，其余的元素都为零，这种行列式称“三对角”行列式
[1]
。从

行列式的左上方往右下方看，即知 Dn-1与 Dn具有相同的结构。因此可

考虑利用递推关系式计算。

证明：Dn按第 1 列展开，再将展开后的第二项中 n-1 阶行列式按

第一行展开有：

1 2n n nD D D   － －（ ＋ ） －

这是由 Dn-1 和 Dn-2表示 Dn的递推关系式。若由上面的递推关系式

从 n 阶逐阶往低阶递推，计算较繁，注意到上面的递推关系式是由

n-1 阶和 n-2 阶行列式表示 n阶行列式，因此，可考虑将其变形为：

1 1 2 1 2n n n n n nD D D D D D    － － － － －－ ＝ － ＝（ － ）

或 1 1 2 1 2n n n n n nD D D D D D    － － － － －－ ＝ － ＝（ － ）

现可反复用低阶代替高阶，有：
2 3

1 1 2 2 3 3 4

2 2 2
2 1 [( ) ( )] (1)

n n n n n n n n

n n n

D D D D D D D D

D D

      

              
－ － － － － － －

－

－ ＝（ － ）＝ （ － ）＝ （ － ）

＝ ＝ （ － ）=

同样有：
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2 3
1 1 2 2 3 3 4

2 2 2
2 1 [( ) ( )] (2)

n n n n n n n n

n n n

D D D D D D D D

D D

      

              
－ － － － － － －

－

－ ＝（ － ）＝ （ － ）＝ （ － ）

＝ ＝ （ － ）=

因此当  时

由（1）（2）式可解得：
1 1n n

nD
 
 

 



，证毕。

方法 4 数学归纳法

一般是利用不完全归纳法寻找出行列式的猜想值，再用数学归纳

法给出猜想的证明。因此，数学归纳法一般是用来证明行列式等式。

因为给定一个行列式，要猜想其值是比较难的，所以是先给定其值，

然后再去证明。（数学归纳法的步骤大家都比较熟悉，这里就不再说

了）

例 6、证明：

2cos 1 0 0 0
1 2cos 1 0 0
0 1 2cos 0 0 sin( 1) (sin 0)

sin
0 0 0 2cos 1
0 0 0 1 2cos

n
nD




  






  

方法 5 .利用范德蒙行列式

范德蒙行列式：

1 2 3
2 2 2 2

1 2 3
1

1 1 1 1
1 2 3

1 1 1 1

( )
n

n i j
j i n

n n n n
n

x x x x
x x x x x x

x x x x

  

   

 

例 7、 计算 n 阶行列式
1 1 1 1

2 2 2 2

( 1) ( 2) ( 1)
( 1) ( 2) ( 1)

1 2 1
1 1 1 1

n n n n

n n n n

n

a n a n a a
a n a n a a

D
a n a n a a
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1 1 1 1

2 2 2 2

( 1) ( 2) ( 1)
( 1) ( 2) ( 1)

1 2 1
1 1 1 1

n n n n

n n n n

n

a n a n a a
a n a n a a

D
a n a n a a

   

   

    
    



    

解：显然该题与范德蒙行列式很相似，但还是有所不同，所以先

利用行列式的性质把它化为范德蒙行列式的类型。

先将的第 n 行依次与第 n-1 行，n-2 行，…,2行，1 行对换，再将

得到到的新的行列式的第 n 行与第 n-1 行，n-2 行，…,2行对换，继

续仿此作法，直到最后将第 n 行与第 n-1 行对换，这样，共经过（n-1）

+（n-2）+…+2+1=n（n-1）/2 次行对换后，得到

( 1)
2

2 2 2 2

1 1 1 1

1 1 1 1
1 2 1

( 1)
( 1) ( 2) ( 1)
( 1) ( 2) ( 1)

n n

n
n n n n

n n n n

a n a n a a
D

a n a n a a
a n a n a a



   

   

    
 

    
    

上式右端的行列式已是范德蒙行列式，故利用范德蒙行列式的结果

得：

n m
n mE AB E BA    

( 1) ( 1)
2 2

1 1

( 1) [( ) ( )] ( 1) ( )
n n n n

n
j i n j i n

D a n i a n j i j
 

     

          

5.消去法求三对角线型行列式的值
例 6 求 n阶三对角线型行列式的值：

（1）
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的构造是：主对角线元全为 2，主对角线上方第一条次对角线与下方第一条次对角线的

元全为 1，其余的元全为 0。

解 用消去法，把 中主对角线下方第一条次对角线的元 1 全部消成 0：首先从第二行减去

第一行的 倍，于是第二行变为

其次从第三行减去第二行（指新的第二行，以下同）的 倍，则第三行变为

再从第四行减去第三行的 倍，则第四行变为

类似地做下去，直到第 n行减去第 n – 1 行的 倍，则第 n行变为

最后所得的行列式为

（2）
上面的行列式是三角型行列式，它的主对角线元顺次为

93）

又主对角线下方的元全为 0。故 的值等于（3）中各数的连乘积，即 。

注 3 一般的三对角线型行列式

（4）

也可以按上述消去法把次对角线元 全部消去，得到一个三角型行列式，它的值

等于该三角型行列式的主对角线元的连乘积。
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4．数学归结法
例 5 计算行列式

解：

猜测：

证明

（1）n = 1, 2, 3 时，命题成立。假设 n≤k – 1 时命题成立,考察 n=k 的情形：

故命题对一切自然数 n成立。
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