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前言

献给读者

西安交通大学的学弟学妹们：你们好！

你为何收到这份讲义

秋风生渭水，落叶满长安，欢迎你们来到古都西安。在飒爽的季节里见

到你们，我们的记忆里常常涌起初到交大时的激动与迷茫。各个社团与活动

与学业压力一同到来，每个人都在尝试着平衡学习与生活——这是大学生活

天平的两端。交大是古城西安中文化底蕴最深厚，最务实的学校之一，而作

为交大学子的你们在大一面对的最重要的科目之一就是线性代数，在未来

的许多专业课程中，线性代数和高等数学的基础知识都会发挥非常重要的

作用。彭康学业辅导与发展中心（彭康学导团）特定准备了一份高等数学引

导讲义，带你理解高数学习的要领。另外，欢迎没有加入 QQ群彭小帮 2.0
（397499749）的同学前来交流学习，这是交大进行学习交流的基地之一，有
众多同辈同学与前辈的学长学姐与你共同学习。

你应该如何理解这份讲义

这份讲义并不是严格标准的教学用书，只是一份引导性质的讲义。这份

讲义不可以替代上课听讲，但是可以帮助你课前预习与课后巩固。这份讲义

是学长学姐的感悟与体验，但是你需要整理属于你自己的学习心得。这份讲

义的版权属于西安交通大学彭康学业辅导与发展中心，不可售卖，不可复印

出售。

当你学数学的时候，你在学习什么

学习数学的时候，我们通常有两套语言在彼此交互：纸面上的数学语言

与脑海中的自然语言。而许多同学没有学习好数学的根本原因，是困扰于数
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iv 前言

学语言而不知道某知识点的自然语言如何表述，这就导致在学习的过程中出

现了困顿与阻滞的状态。因此，这份讲义花开两朵，各表一枝，既注重数学知

识与公式的引导，也强调使用自然语言说明清楚某个知识点的内涵与应用。

本讲义的编写与阅读原则

本讲义的编写按照《线性代数与解析几何》课本的顺序，上下梳理三部

分知识点，注重知识点的连续与衍生应用。轻推导，重实践，秉持“让交大

每位学生顺利走入线代殿堂”的原则，左右横揽重点知识点与相关衍生习题。

对于每一节的内容，第一部分是知识点概览，会提纲挈领的告诉你学习这一

节你需要掌握的内容与重点。第二部分是知识点的背景叙述，帮助你复习预

备知识，使各知识点彼此贯通。第三部分会讲述具体知识点，会按照自然语

言引导 +数学语言结论的方式讲述知识点，是每一节的重中之重。第四部分
放在最后，是相关结论、二级思维、套路与习题结构的整合之处。

结束语

怕什么真理无穷，进一步有进一步的欢喜。欢迎各位同学加入彭康学业

辅导与发展中心，彭康书院的东 19-114室是我们的线下大本营，里面有专门
答疑的志愿者为你们答疑。此外，线上学习研究中心的基地是 QQ群：彭小
帮 2.0（397499749），欢迎各位同学加入，我们永远欣喜于你们的到来。

笔误及疏漏

由于水平有限，编写组成员对本书中可能出现的错误深表歉意，并希望

读者予以批评指正。

彭康书院学业辅导与发展中心·志愿者部

2022年 9月 21日
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行列式

行列式对于刚上大学的我们而言是一个全新的概念，但掌握行列式并不

难，最重要的部分是行列式的计算，学习计算套路并做题巩固就能熟练解题。

学习本章的要求如下：

1. 领会行列式的定义；

2. 学会使用对角线法则计算 2阶和 3阶行列式；

3. 代数余子式的定义和性质；

4. 行列式按行（列）展开；

5. 正确使用行列式的有关性质化简、计算行列式；

6. 掌握使用 Cramer法则判定线性方程组解的存在性、唯一性及求出方程
组的解。

1.1 行列式的定义与性质

1.1.1 引入——二阶行列式与一类二元线性方程组的解

在初等数学中，我们用代入消元法求解二元和三元线性方程组，可以看

出，线性方程组的解完全由未知量的系数和常数项所确定。

为了更清楚地表达线性方程组解与未知量地系数和常数项地关系，我们

在本章先引入二阶行列式的概念，并在二阶行列式的基础上，给出 𝑛阶行列
式的定义并讨论其性质，进而把 𝑛阶行列式应用于 𝑛元线性方程组。
行列式是一种常用的数学工具，在数学及其它学科中都有着广泛的应用。
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4 第 1章 行列式

例1.1 用消元法解二元线性方程组

{
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 = 𝑏2

(1.1)

解 用加减消元法可得

{
(𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21)𝑥1 = 𝑏1𝑎22 − 𝑎12𝑏2
(𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21)𝑥2 = 𝑎11𝑏2 − 𝑏1𝑎21

(1.2)

当 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21 ≠ 0时，求得方程组的解为

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑥1 = 𝑏1𝑎22 − 𝑎12𝑏2
𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21

𝑥2 = 𝑎11𝑏2 − 𝑏1𝑎21
𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21

(1.3)

为了记忆该公式，引入记号

|
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22 |

def
ùùù 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21

并称之为二阶行列式，其中 𝑎𝑖𝑗 称为行列式的元素，𝑎𝑖𝑗 的两个下标表示

该元素在行列式中的位置，第一个下标称为行标，表示该元素所在的行，第

二个下标称为列标，表示该元素所在的列，常称 𝑎𝑖𝑗 为行列式的 (𝑖, 𝑗)元素或
元。

由二阶行列式的定义，1.2式中 𝑥1，𝑥2的分子也可以写成二阶行列式，即

𝑏1𝑎22 − 𝑎12𝑏2 =
|

𝑏1 𝑎12
𝑏2 𝑎22 |

, 𝑎11𝑏2 − 𝑏1𝑎21 =
|

𝑎11 𝑏1
𝑎21 𝑏2 |

若记𝐷 =
|

𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22 |

, 𝐷1 =
|

𝑏1 𝑎12
𝑏2 𝑎22 |

, 𝐷2 =
|

𝑎11 𝑏1
𝑎21 𝑏2 |

，

则当𝐷 ≠ 0时，方程组1.1有唯一解①① 𝐷称为系数行列式，𝐷𝑗 是用

常数项 𝑏1, 𝑏2 替换 𝐷中的第 𝑗列
（𝑗 = 1, 2）。 𝑥1 = 𝐷1

𝐷 , 𝑥2 = 𝐷2
𝐷

例1.2 计算二阶行列式
|

5 −1
3 2 |

解
|

5 −1
3 2 |

= 5 × 2 − (−1) × 3 = 13

例1.3 解二元线性方程组
{

3𝑥1 − 2𝑥2 = 1
2𝑥1 + 𝑥2 = 3



1.1 行列式的定义与性质 5

解 因为𝐷 =
|

3 −2
2 1 |

= 7 ≠ 0，且𝐷1 =
|

1 −2
3 1 |

= 7，𝐷2 =
|

3 1
2 3 |

= 7，

所以方程组有唯一解为

𝑥1 = 𝐷1
𝐷 = 1, 𝑥2 = 𝐷2

𝐷 = 1

1.1.2 𝑛阶行列式的定义

定义 1.1.1 (𝑛阶行列式) 𝑛阶行列式是由 𝑛2个数 𝑎𝑖𝑗(𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋯ , 𝑛)排成 𝑛
行、𝑛列的算式

𝐷 =

|
|
|
|
|
||

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

|
|
|
|
|
||

提醒 不要把一阶行列式 |𝑎11|与 𝑎11的绝对值相混淆。

定义 1.1.2 (余子式和代数余子式) 在 𝑛阶行列式𝐷=det(𝑎𝑖𝑗)中，称删去 𝑎𝑖𝑗
所在的第 𝑖行元素和第 𝑗列元素后由剩余元素按照它们原来的相对次序所形
成的 𝑛 − 1阶行列式为 𝑎𝑖𝑗 的余子式，记为𝑀𝑖𝑗，而称

𝐴𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗

为 𝑎𝑖𝑗 的代数余子式。

提醒 行列式𝐷的 (𝑖, 𝑗)元素的余子式和代数余子式都与𝐷的第 𝑖行元素及
𝐷的第 𝑗列元素无关。

例1.4 已知三阶行列式 𝐷 =
|
|
|
||

1 𝑥 1
2 3 −3

−3 𝑦 4

|
|
|
||
，求元素 𝑥与 𝑦的代数余子式

之和。

解 元素 𝑥，𝑦的代数余子式分别为

𝐴12 = (−1)1+2
|

2 −3
−3 4 |

= 1, 𝐴32 = (−1)3+2
|

1 1
2 −3 |

= 5

所以，𝐴12 + 𝐴32 = 6.
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对角线法则
提醒 对角线展开法则只适用于二阶及三阶行列式，它对四阶及四阶以上的

行列式已不再适用。

例1.5 计算三阶行列式 𝐷 =
|
|
|
||

1 2 3
−1 3 4
2 5 2

|
|
|
||

解 𝐷 = 1×3×2+2×4×2+3×(−1)×5−3×3×2−2×(−1)×2−1×4×5 = −27

例1.6 计算三阶行列式

|
|
|
||

𝑎 𝑏 𝑐
𝑏 𝑐 𝑎
𝑐 𝑎 𝑏

|
|
|
||

解

|
|
|
||

𝑎 𝑏 𝑐
𝑏 𝑐 𝑎
𝑐 𝑎 𝑏

|
|
|
||

= 𝑎𝑏𝑐 + 𝑏𝑐𝑎 + 𝑐𝑏𝑎 − 𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎 − 𝑐𝑐𝑐 = 3𝑎𝑏𝑐 − 𝑎3 − 𝑏3 − 𝑐3

例1.7 计算三阶行列式

|
|
|
||

1 1 1
𝑎 𝑏 𝑐
𝑎2 𝑏2 𝑐2

|
|
|
||

解

|
|
|
||

1 1 1
𝑎 𝑏 𝑐
𝑎2 𝑏2 𝑐2

|
|
|
||

= 𝑏𝑐2 + 𝑐𝑎2 + 𝑎𝑏2 − 𝑎𝑐2 − 𝑏𝑎2 − 𝑐𝑏2 = (𝑎 − 𝑏)(𝑏 − 𝑐)(𝑐 − 𝑎)

上（下）三角行列式的性质

下三角形行列式（主对角线上（下）边的元素全为零的行列式称为下

（上）三角形行列式）

𝐷𝑛 =

|
|
|
|
|
|
|
||

𝑎11 0 0 ⋯ 0
𝑎21 𝑎22 0 ⋯ 0
𝑎31 𝑎32 𝑎33 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 𝑎𝑛3 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

|
|
|
|
|
|
|
||

= 𝑎11𝑎22 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

即下三角形行列式的值等于它的主对角线元素之积.
副对角线上边的元素全为零的行列式

|
|
|
|
|
|
|
||

0 ⋯ 0 0 𝑎1𝑛
0 ⋯ 0 𝑎2,𝑛−1 𝑎2𝑛
0 ⋯ 𝑎3,𝑛−2 𝑎3,𝑛−1 𝑎3𝑛
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛,𝑛−2 𝑎𝑛,𝑛−1 𝑎𝑛𝑛

|
|
|
|
|
|
|
||

= (−1)
𝑛(𝑛−1)

2 𝑎1𝑛𝑎2,𝑛−1 ⋯ 𝑎𝑛1
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1.1.3 行列式的基本性质

行列式的基本性质非常重要，是后面简化行列式计算的基础，理解并推

导每一条性质，才能加深记忆并熟练运用到题目中。

性质 1.1.1 行列式与它的转置行列式相等，即𝐷 = 𝐷𝑇。

性质 1.1.2 互换行列式两列的位置，行列式的值反号。

性质 1.1.3 行列式𝐷等于它的任一行元素分别与其对应的代数余子式的乘
积之和，即

𝐷 = 𝑎𝑖1𝐴𝑖1 + 𝑎𝑖2𝐴𝑖2 + ⋯ + 𝑎𝑖𝑛𝐴𝑖𝑛 =
𝑛∑

𝑗=1
𝑎𝑖𝑗𝐴𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑛.

并称该式为行列式按第 𝑖行展开的公式。

这一性质即行列式的按行（列）展开法则，利用这一法则并结合行列式

性质，可以简化行列式计算。

例1.8 求解 𝑎，𝑏为何值时
|
|
|
||

𝑎 𝑏 0
−𝑏 𝑎 0
1 0 1

|
|
|
||

= 0

解 行列式按最后一行展开得

|
|
|
||

𝑎 𝑏 0
−𝑏 𝑎 0
1 0 1

|
|
|
||

= 𝑎2 + 𝑏2 = 0

所以 𝑎 = 𝑏 = 0时，给定的行列式为零。

例1.9 (课后题 6.(2)) 计算行列式

|
|
|
|
|
|
|
||

𝑥 𝑦 0 ⋯ 0 0
0 𝑥 𝑦 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 𝑥 𝑦
𝑦 0 0 ⋯ 0 𝑥

|
|
|
|
|
|
|
||

解 根据行列式的特点，对第一列用性质 1.1.3展开可得
|
|
|
|
|
|
|
||

𝑥 𝑦 0 ⋯ 0 0
0 𝑥 𝑦 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 𝑥 𝑦
𝑦 0 0 ⋯ 0 𝑥

|
|
|
|
|
|
|
||

= 𝑥

|
|
|
|
|
||

𝑥 𝑦 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 𝑥 𝑦
0 0 ⋯ 0 𝑥

|
|
|
|
|
||

+(−1)𝑛+1𝑦

|
|
|
|
|
||

𝑦 0 ⋯ 0 0
𝑥 𝑦 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 𝑥 𝑦

|
|
|
|
|
||
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= 𝑥𝑛 + (−1)𝑛+1𝑦𝑛

推论 1.1.1 若行列式𝐷的某行元素全为零，则𝐷 = 0。

性质 1.1.4 若行列式某行的各元素有公因子 𝑘则可将 𝑘提到行列式符号外
边来（或者说,用一个数 𝑘去乘行列式,就等于用 𝑘去乘行列式某行的每个
元素）即

|
|
|
|
|
|
|
||

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑘𝑎𝑖1 𝑘𝑎𝑖2 ⋯ 𝑘𝑎𝑖𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

|
|
|
|
|
|
|
||

= 𝑘

|
|
|
|
|
|
|
||

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 ⋯ 𝑎𝑖𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

|
|
|
|
|
|
|
||

例1.10 计算三阶行列式

|
|
|
|
|
||

4 1 1 1
1 4 1 1
1 1 4 1
1 1 1 4

|
|
|
|
|
||

解 这个行列式的特点是各列 4个数之和都是 7，所以有

|
|
|
|
|
||

4 1 1 1
1 4 1 1
1 1 4 1
1 1 1 4

|
|
|
|
|
||

𝑟21(1),
𝑟31(1),
𝑟41(1)

ùùùù

|
|
|
|
|
||

7 7 7 7
1 4 1 1
1 1 4 1
1 1 1 4

|
|
|
|
|
||

= 7

|
|
|
|
|
||

1 1 1 1
1 4 1 1
1 1 4 1
1 1 1 4

|
|
|
|
|
||

𝑟12(−1),
𝑟13(−1),
𝑟14(−1)

ùùùùù

|
|
|
|
|
||

1 1 1 1
0 3 0 0
0 0 3 0
0 0 0 3

|
|
|
|
|
||

= 189.

性质 1.1.5 若行列式某行的每个元素都是两个数的和,则可将此行列式写
成两个行列式的和：

|
|
|
|
|
|
|
|

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑖1 + 𝑏𝑖1 𝑎𝑖2 + 𝑏𝑖2 ⋯ 𝑎𝑖𝑛 + 𝑏𝑖𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

|
|
|
|
|
|
|
|

=

|
|
|
|
|
|
|
|

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 ⋯ 𝑎𝑖𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

|
|
|
|
|
|
|
|

+

|
|
|
|
|
|
|
|

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑏𝑖1 𝑏𝑖2 ⋯ 𝑏𝑖𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

|
|
|
|
|
|
|
|

例1.11 计算行列式

|
|
|
||

3 1 1
297 101 99
5 −3 2

|
|
|
||
.

解 根据行列式的性质有
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|
|
|
||

3 1 1
297 101 99
5 −3 2

|
|
|
||

=
|
|
|
||

3 1 1
300 − 3 100 + 1 100 − 1

5 −3 2

|
|
|
||

=
|
|
|
||

3 1 1
300 100 100
5 −3 2

|
|
|
||
+

|
|
|
||

3 1 1
−3 1 −1
5 −3 2

|
|
|
||

= 0 +
|
|
|
||

3 1 1
−3 1 −1
5 −3 2

|
|
|
||

𝑟12(1)=
|
|
|
||

3 1 1
0 2 0
5 −3 2

|
|
|
||

= 12 − 10 = 2.

性质 1.1.6 若行列式𝐷中有两行的对应元素都相等，则𝐷 = 0。

例1.12 证明

|
|
|
||

𝑎1 + 𝑏1 𝑏1 + 𝑐1 𝑐1 + 𝑎1
𝑎2 + 𝑏2 𝑏2 + 𝑐2 𝑐2 + 𝑎2
𝑎3 + 𝑏3 𝑏3 + 𝑐3 𝑐3 + 𝑎3

|
|
|
||

= 2
|
|
|
||

𝑎1 𝑏1 𝑐1
𝑎2 𝑏2 𝑐2
𝑎3 𝑏3 𝑐3

|
|
|
||

解 根据行列式的性质有
|
|
|
||

𝑎1 + 𝑏1 𝑏1 + 𝑐1 𝑐1 + 𝑎1
𝑎2 + 𝑏2 𝑏2 + 𝑐2 𝑐2 + 𝑎2
𝑎3 + 𝑏3 𝑏3 + 𝑐3 𝑐3 + 𝑎3

|
|
|
||

=
|
|
|
||

𝑎1 𝑏1 + 𝑐1 𝑐1 + 𝑎1
𝑎2 𝑏2 + 𝑐2 𝑐2 + 𝑎2
𝑎3 𝑏3 + 𝑐3 𝑐3 + 𝑎3

|
|
|
||
+

|
|
|
||

𝑏1 𝑏1 + 𝑐1 𝑐1 + 𝑎1
𝑏2 𝑏2 + 𝑐2 𝑐2 + 𝑎2
𝑏3 𝑏3 + 𝑐3 𝑐3 + 𝑎3

|
|
|
||

又因为

|
|
|
||

𝑎1 𝑏1 + 𝑐1 𝑐1 + 𝑎1
𝑎2 𝑏2 + 𝑐2 𝑐2 + 𝑎2
𝑎3 𝑏3 + 𝑐3 𝑐3 + 𝑎3

|
|
|
||

𝑐13(−1)
ùùùùù

|
|
|
||

𝑎1 𝑏1 + 𝑐1 𝑐1
𝑎2 𝑏2 + 𝑐2 𝑐2
𝑎3 𝑏3 + 𝑐3 𝑐3

|
|
|
||

𝑐32(−1)
ùùùùù

|
|
|
||

𝑎1 𝑏1 𝑐1
𝑎2 𝑏2 𝑐2
𝑎3 𝑏3 𝑐3

|
|
|
||

|
|
|
||

𝑏1 𝑏1 + 𝑐1 𝑐1 + 𝑎1
𝑏2 𝑏2 + 𝑐2 𝑐2 + 𝑎2
𝑏3 𝑏3 + 𝑐3 𝑐3 + 𝑎3

|
|
|
||

𝑐12(−1)
ùùùùù

|
|
|
||

𝑏1 𝑐1 𝑐1 + 𝑎1
𝑏2 𝑐2 𝑐2 + 𝑎2
𝑏3 𝑐3 𝑐3 + 𝑎3

|
|
|
||

𝑐23(−1)
ùùùùù

|
|
|
||

𝑏1 𝑐1 𝑎1
𝑏2 𝑐2 𝑎2
𝑏3 𝑐3 𝑎3

|
|
|
||

𝑐32,//𝑐21
ùùùùù

|
|
|
||

𝑎1 𝑏1 𝑐1
𝑎2 𝑏2 𝑐2
𝑎3 𝑏3 𝑐3

|
|
|
||

所以
|
|
|
||

𝑎1 + 𝑏1 𝑏1 + 𝑐1 𝑐1 + 𝑎1
𝑎2 + 𝑏2 𝑏2 + 𝑐2 𝑐2 + 𝑎2
𝑎3 + 𝑏3 𝑏3 + 𝑐3 𝑐3 + 𝑎3

|
|
|
||

= 2
|
|
|
||

𝑎1 𝑏1 𝑐1
𝑎2 𝑏2 𝑐2
𝑎3 𝑏3 𝑐3

|
|
|
||

由性质 1.1.4和性质 1.1.6，立即可得

推论 1.1.2 若行列式𝐷中有两行的元素对应成比例，则𝐷 = 0。

利用性质 1.1.5和推论 1.1.2，立即可得

性质 1.1.7 把行列式某行的 𝑘倍加到另一行上去（指某行每个元素乘以常
数 𝑘后加到另一行的对应元素上去），行列式的值不变，即？？？？
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提醒 在这个变换中，只有第 𝑗行变了，第 𝑖行没有改变。

性质 1.1.7是一条很重要的性质.读者在下节将看到，在行列式的计算中，
常常利用这条性质将行列式中的某些元素化为零，以便简化计算。

性质 1.1.8 行列式𝐷的任一行各元素分别与另一行对应元素的代数余子式
的乘积之和等于零，即

𝑎𝑖1𝐴𝑘1 + 𝑎𝑖2𝐴𝑘2 + ⋯ + 𝑎𝑖𝑛𝐴𝑘𝑛 = 0, 𝑖 ≠ 𝑘.

1.2 行列式的计算

上一节中简要通过例题介绍了利用行列式的性质对行列式进行简化计

算，这一小节通过归纳出的方法和例题来帮助大家更系统掌握行列式的计

算，解题中需要综合运用行列式的计算。

1.2.1 定义法

当行列式中零元素较多时可利用定义计算，按照某一行或某一列展开。

例1.13 计算行列式

𝐷𝑛 =

|
|
|
|
|
|
|
||

0 ⋯ 0 1 0
0 ⋯ 2 0 0
⋮ ⋱ ⋮ ⋅𝑠 ⋮

𝑛 − 1 ⋯ 0 0 0
0 ⋯ 0 0 𝑛

|
|
|
|
|
|
|
||

解 将行列式按最后一行展开，由对角行列式的性质得

𝐷𝑛 = 𝑛

|
|
|
|
|
||

0 ⋯ 0 1
0 ⋯ 2 0
⋮ ⋮ ⋮

𝑛 − 1 ⋯ 0 0

|
|
|
|
|
||

= (−1)
(𝑛−1)(𝑛−2)

2 𝑛!

1.2.2 利用行列式的性质计算

例1.14 一个 𝑛阶行列式𝐷𝑛 = |𝑎𝑖𝑗|的元素满足 𝑎𝑖𝑗 = −𝑎𝑗𝑖, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋯ , 𝑛,则
称𝐷𝑛为反对称行列式，证明：奇数阶反对称行列式为零。

证明由 𝑎𝑖𝑗 = −𝑎𝑗𝑖知 𝑎𝑖𝑖 = −𝑎𝑖𝑖,即 𝑎𝑖𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑛
故行列式𝐷𝑛可表示为
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𝐷𝑛 =

|
|
|
|
|
|
|
||

0 𝑎12 𝑎13 ⋯ 𝑎1𝑛
−𝑎12 0 𝑎23 ⋯ 𝑎2𝑛
−𝑎13 −𝑎23 0 ⋯ 𝑎3𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
−𝑎1𝑛 −𝑎2𝑛 −𝑎3𝑛 ⋯ 0

|
|
|
|
|
|
|
||

由行列式的性质 |𝐴| = |𝐴𝑇 |得

𝐷𝑛 =

|
|
|
|
|
|
|
||

0 −𝑎12 −𝑎13 ⋯ −𝑎1𝑛
𝑎12 0 −𝑎23 ⋯ −𝑎2𝑛
𝑎13 𝑎23 0 ⋯ −𝑎3𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑎1𝑛 𝑎2𝑛 𝑎3𝑛 ⋯ 0

|
|
|
|
|
|
|
||

= (−1)𝑛

|
|
|
|
|
|
|
||

0 𝑎12 𝑎13 ⋯ 𝑎1𝑛
−𝑎12 0 𝑎23 ⋯ 𝑎2𝑛
−𝑎13 −𝑎23 0 ⋯ 𝑎3𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
−𝑎1𝑛 −𝑎2𝑛 −𝑎3𝑛 ⋯ 0

|
|
|
|
|
|
|
||

= (−1)𝑛𝐷𝑛

当 𝑛为奇数时，得𝐷𝑛 = −𝐷𝑛，因而得𝐷𝑛 = 0。

1.2.3 化为三角形行列式

若能把一个行列式经过适当变换化成三角形，其结果为行列式主对角线

上元素的乘积。因此化三角形是行列式计算中的一个重要方法。

例1.15 计算 𝑛阶行列式

𝐷 =

|
|
|
|
|
|
|
||

𝑎 𝑏 𝑏 ⋯ 𝑏
𝑏 𝑎 𝑏 ⋯ 𝑏
𝑏 𝑏 𝑎 ⋯ 𝑏
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑏 𝑏 𝑏 ⋯ 𝑎

|
|
|
|
|
|
|
||

解 这个行列式的特点是每行（列）元素的和均相等，根据行列式的性质，把

第 2,3,...,𝑛列都加到第 1列上，行列式不变，得

𝐷 =

|
|
|
|
|
|
|
||

𝑎 + (𝑛 − 1)𝑏 𝑏 𝑏 ⋯ 𝑏
𝑎 + (𝑛 − 1)𝑏 𝑎 𝑏 ⋯ 𝑏
𝑎 + (𝑛 − 1)𝑏 𝑏 𝑎 ⋯ 𝑏
𝑎 + (𝑛 − 1)𝑏 ⋮ ⋮ ⋮
𝑎 + (𝑛 − 1)𝑏 𝑏 𝑏 ⋯ 𝑎

|
|
|
|
|
|
|
||

= [𝑎 + (𝑛 − 1)𝑏]

|
|
|
|
|
|
|
||

1 𝑏 𝑏 ⋯ 𝑏
1 𝑎 𝑏 ⋯ 𝑏
1 𝑏 𝑎 ⋯ 𝑏
1 ⋮ ⋮ ⋮
1 𝑏 𝑏 ⋯ 𝑎

|
|
|
|
|
|
|
||

= [𝑎 + (𝑛 − 1)𝑏]

|
|
|
|
|
|
|
||

1 𝑏 𝑏 ⋯ 𝑏
0 𝑎 − 𝑏 0 ⋯ 0
0 0 𝑎 − 𝑏 ⋯ 0
0 ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 𝑎 − 𝑏

|
|
|
|
|
|
|
||

= [𝑎 + (𝑛 − 1)𝑏](𝑎 − 𝑏)𝑛−1
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1.2.4 降阶法

降阶法是按某一行（或一列）展开行列式，这样可以降低一阶，更一般

地是用拉普拉斯定理，这样可以降低多阶，为了使运算更加简便，往往是先

利用行列式的性质化简，使行列式中有较多的零出现，然后再展开。

例1.16 计算行列式

𝐷 =

|
|
|
|
|
||

𝑎 1 0 0
−1 𝑏 1 0
0 −1 𝑐 1
0 0 −1 𝑑

|
|
|
|
|
||

解 𝐷 𝑟21(𝑎)=

|
|
|
|
|
||

0 1 + 𝑎𝑏 𝑎 0
−1 𝑏 1 0
0 −1 𝑐 1
0 0 −1 𝑑

|
|
|
|
|
||

= (−1)(−1)2+1
|
|
|
||

1 + 𝑎𝑏 𝑎 0
−1 𝑐 1
0 −1 𝑑

|
|
|
||

𝑐23(𝑑)=
|
|
|
||

1 + 𝑎𝑏 𝑎 𝑎𝑑
−1 𝑐 1 + 𝑐𝑑
0 −1 0

|
|
|
||

= (−1)(−1)3+2
|

1 + 𝑎𝑏 𝑎𝑑
−1 1 + 𝑐𝑑 |

= 𝑎𝑏𝑐𝑑 + 𝑎𝑏 + 𝑐𝑑 + 𝑎𝑑 + 1

1.2.5 递推公式法

递推公式法：对 𝑛阶行列式𝐷𝑛找出𝐷𝑛与𝐷𝑛−1或𝐷𝑛与𝐷𝑛−1, 𝐷𝑛−2之间

的一种关系——称为递推公式（其中𝐷𝑛, 𝐷𝑛−1,𝐷𝑛−2等结构相同），再由递推

公式求出𝐷𝑛的方法称为递推公式法。

例1.17 证明

𝐷𝑛 =

|
|
|
|
|
|
|
||

𝑥 −1 0 ⋯ 0 0
0 𝑥 −1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 𝑥 −1
𝑎𝑛 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−2 ⋯ 𝑎2 𝑎1 + 𝑥

|
|
|
|
|
|
|
||

= 𝑥𝑛+𝑎1𝑥𝑛−1+𝑎2𝑥𝑛−2+⋯+𝑎𝑛−1𝑥+𝑎𝑛, (𝑛 ≥ 2)

证明将𝐷𝑛按第 1列展开得

𝐷𝑛 = 𝑥

|
|
|
|
|
|
|
||

𝑥 −1 0 ⋯ 0 0
0 𝑥 −1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 𝑥 −1

𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−2 𝑎𝑛−3 ⋯ 𝑎2 𝑎1 + 𝑥

|
|
|
|
|
|
|
||

+(−1)𝑛+1𝑎𝑛

|
|
|
|
|
||

−1 0 ⋯ 0 0
𝑥 −1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 𝑥 −1

|
|
|
|
|
||

= 𝑎𝑛+𝑥𝐷𝑛−1

由此得递推公式：𝐷𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝑥𝐷𝑛−1，利用此递推公式可得



1.2 行列式的计算 13

𝐷𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝑥𝐷𝑛 − 1 = 𝑎𝑛 + 𝑥(𝑎𝑛−1 + 𝑥𝐷𝑛−2) = 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑥2𝐷𝑛−2 = ⋯ =
𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥 + ⋯ + 𝑎1𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛

1.2.6 利用范德蒙行列式

例1.18 计算行列式

𝐷 =

|
|
|
|
|
|
|
||

1 1 ⋯ 1
𝑥1 + 1 𝑥2 + 1 ⋯ 𝑥𝑛 + 1
𝑥2

1 + 𝑥1 𝑥2
2 + 𝑥2 ⋯ 𝑥2

𝑛 + 𝑥𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑥𝑛−1
1 + 𝑥𝑛−2

1 𝑥𝑛−1
2 + 𝑥𝑛−2

2 ⋯ 𝑥𝑛−1
𝑛 + 𝑥𝑛−2

𝑛

|
|
|
|
|
|
|
||

解 把第 1行的 −1倍加到第 2行，把新的第 2行的 −1倍加到第 3行，以此
类推直到把新的第 𝑛 − 1行的 −1倍加到第 𝑛行，便得范德蒙行列式

𝐷 =

|
|
|
|
|
|
|
||

1 1 ⋯ 1
𝑥1 𝑥2 ⋯ 𝑥𝑛
𝑥2

1 𝑥2
2 ⋯ 𝑥2

𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑥𝑛−1
1 𝑥𝑛−1

2 ⋯ 𝑥𝑛−1
𝑛

|
|
|
|
|
|
|
||

= ∏
𝑛≥𝑖>𝑗≥1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)

例1.19 计算 𝑛 + 1阶行列式

𝐷 =

|
|
|
|
|
||

𝑎𝑛
1 𝑎𝑛−1

1 𝑏1 𝑎𝑛−2
1 𝑏2

1 ⋯ 𝑎1𝑏𝑛−1
1 𝑏𝑛

1
𝑎𝑛

2 𝑎𝑛−1
2 𝑏2 𝑎𝑛−2

2 𝑏2
2 ⋯ 𝑎2𝑏𝑛−1

2 𝑏𝑛
2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛

𝑛+1 𝑎𝑛−1
𝑛+1𝑏𝑛+1 𝑎𝑛−2

𝑛+1𝑏2
𝑛+1 ⋯ 𝑎𝑛+1𝑏𝑛−1

𝑛+1 𝑏𝑛
𝑛+1

|
|
|
|
|
||

其中，𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛+1 ≠ 0。

解 这个行列式的每一行元素的形状都是 𝑎𝑛−𝑘
𝑖 𝑏𝑘

𝑖 , 𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝑛.即 𝑎𝑖按降幂
排列，𝑏𝑖按升幂排列，且次数之和都是 𝑛，又因 𝑎𝑖 ≠ 0，若在第 i行（1, 2, ..., 𝑛）
提出公因子 𝑎𝑛

𝑖，则𝐷可化为一个转置的范德蒙行列式，即

𝐷 = 𝑎𝑛
1𝑎𝑛

2 ⋯ 𝑎𝑛
𝑛+1

|
|
|
|
|
|
|
|
||

1 𝑏1
𝑎1

( 𝑏1
𝑎1

)2 ⋯ ( 𝑏1
𝑎1

)𝑛

1 𝑏2
𝑎2

( 𝑏2
𝑎2

)2 ⋯ ( 𝑏2
𝑎2

)𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 𝑏𝑛+1

𝑎𝑛+1
( 𝑏𝑛+1
𝑎𝑛+1

)2 ⋯ ( 𝑏𝑛+1
𝑎𝑛+1

)𝑛

|
|
|
|
|
|
|
|
||

=
𝑛+1

∏
𝑖=1

𝑎𝑛
𝑖 ∏

1≤𝑗<𝑖≤𝑛+1
( 𝑏𝑖
𝑎𝑖

−
𝑏𝑗

𝑎𝑗
) = ∏

1≤𝑗<𝑖≤𝑛+1
(𝑏𝑖𝑎𝑗−𝑎𝑖𝑏𝑗)
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1.2.7 加边法（升阶法）

加边法（又称升阶法）是在原行列式中增加一行一列，且保持原行列式

不变的方法。

例1.20 计算 𝑛阶行列式

𝐷𝑛 =

|
|
|
|
|
|
|
||

𝑥 + 𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛
𝑎1 𝑥 + 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛
𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑥 + 𝑎𝑛

|
|
|
|
|
|
|
||

解 给行列式添上一行一列，行列式大小不变。

𝐷𝑛 =

|
|
|
|
|
||

1 𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛
0
⋮ 𝐷𝑛
0

|
|
|
|
|
||

𝑟1𝑖(−1)
ùùùùùù
𝑖=2,⋯,𝑛+1

|
|
|
|
|
|
|
||

1 𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛
−1 𝑥 0 ⋯ 0
−1 0 𝑥 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

−1 0 0 ⋯ 𝑥

|
|
|
|
|
|
|
||

(箭形行列式)

=

|
|
|
|
|
|
|
|
||

1 +
𝑛∑

𝑗=1

𝑎𝑗

𝑥 𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛

0 𝑥 0 ⋯ 0
0 0 𝑥 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 𝑥

|
|
|
|
|
|
|
|
||

= 𝑥𝑛
(

1 +
𝑛∑

𝑗=1

𝑎𝑗

𝑥 )

例1.21 计算 𝑛(𝑛 ≥ 2)阶行列式

𝐷𝑛 =

|
|
|
|
|
|
|
||

1 + 𝑎1 1 1 ⋯ 1
1 1 + 𝑎2 1 ⋯ 1
1 1 1 + 𝑎3 ⋯ 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 1 1 ⋯ 1 + 𝑎𝑛

|
|
|
|
|
|
|
||

其中 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛 ≠ 0。

解 给行列式添上一行一列，变成下列的 𝑛 + 1阶行列式：

𝐷𝑛 =

|
|
|
|
|
|
|
||

1 1 1 ⋯ 1
0 1 + 𝑎1 1 ⋯ 1
0 1 1 + 𝑎2 ⋯ 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 1 1 ⋯ 1 + 𝑎𝑛

|
|
|
|
|
|
|
||
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显然，𝐷𝑛+1 = 𝐷𝑛.将𝐷𝑛+1的第一行乘以-1后加到其余各行，得

𝐷𝑛+1 =

|
|
|
|
|
|
|
||

1 1 1 ⋯ 1
−1 𝑎1 0 ⋯ 0
−1 0 𝑎2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

−1 0 0 ⋯ 𝑎𝑛

|
|
|
|
|
|
|
||

因 𝑎𝑖 ≠ 0，将上面这个行列式第一列加第 𝑖(𝑖 = 2, ⋯ , 𝑛 + 1)列的 1
𝑎𝑖−1
倍，

得：

|
|
|
|
|
|
|
||

1 1 1 ⋯ 1
−1 𝑎1 0 ⋯ 0
−1 0 𝑎2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

−1 0 0 ⋯ 𝑎𝑛

|
|
|
|
|
|
|
||

=

|
|
|
|
|
|
|
|
||

1 +
𝑛∑

𝑖=1

1
𝑎𝑖

1 1 ⋯ 1

0 𝑎1 0 ⋯ 0
0 0 𝑎2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 𝑎𝑛

|
|
|
|
|
|
|
|
||

=
(

1 +
𝑛∑

𝑖=1 )

|
|
|
|
|
||

𝑎1 0 ⋯ 0
0 𝑎2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 𝑎𝑛

|
|
|
|
|
||

= 𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛(
1 +

𝑛∑
𝑖=1 )

故𝐷𝑛 = 𝑎1𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛(
1 +

𝑛∑
𝑖=1 )

。

1.2.8 数学归纳法

例1.22 计算 𝑛阶行列式

𝐷𝑛 =

|
|
|
|
|
|
|
||

𝑥 −1 0 ⋯ 0 0
0 𝑥 −1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 𝑥 −1
𝑎𝑛 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−2 ⋯ 𝑎2 𝑎1 + 𝑥

|
|
|
|
|
|
|
||

解 用数学归纳法。当 𝑛 = 2时

𝐷2 =
|

𝑥 −1
𝑎2 𝑎1 + 𝑥 |

= 𝑥(𝑥 + 𝑎1) + +𝑎2 = 𝑥2 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2

假设 𝑛 = 𝑘时，有

𝐷𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝑎1𝑥𝑘−1 + 𝑎2𝑥𝑘−2 + ⋯ + 𝑎𝑘−1𝑥 + 𝑎𝑘

则当 𝑛 = 𝑘 + 1时，把𝐷𝑘+1按第一列展开，得
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𝐷𝑘+1 = 𝑥𝐷𝑘 + 𝑎𝑘+1 = 𝑥(𝑥𝑘 + 𝑎1𝑥𝑘−1 + 𝑎2𝑥𝑘−2 + ⋯ + 𝑎𝑘−1𝑥 + 𝑎𝑘) + 𝑎𝑘+1
= 𝑥𝑘+1 + 𝑎1𝑥𝑘 + ⋯ + 𝑎𝑘−1𝑥2 + 𝑎𝑘𝑥 + 𝑎𝑘+1

由此，对任意的正整数 𝑛，有

𝐷𝑛 = 𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥𝑛−1 + 𝑎2𝑥𝑛−2 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛

1.2.9 拆开法

把某一行（或列）的元素写成两数和的形式，再利用行列式的性质将原

行列式写成两行列式之和，使问题简化以利计算。

例1.23 计算 𝑛阶行列式

𝐷𝑛 =

|
|
|
|
|
||

𝑎1 + 𝜆1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛
𝑎1 𝑎2 + 𝜆2 ⋯ 𝑎𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛 + 𝜆𝑛

|
|
|
|
|
||

解 𝐷𝑛 =

|
|
|
|
|
||

𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛
𝑎1 𝑎2 + 𝜆2 ⋯ 𝑎𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛 + 𝜆𝑛

|
|
|
|
|
||

+

|
|
|
|
|
||

𝜆1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛
0 𝑎2 + 𝜆2 ⋯ 𝑎𝑛
⋮ ⋮ ⋮
0 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛 + 𝜆𝑛

|
|
|
|
|
||

=

|
|
|
|
|
||

𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛
0 𝜆2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮
0 ⋯ 𝑎𝑛 + 𝜆𝑛

|
|
|
|
|
||

+ 𝜆1𝐷𝑛−1 = 𝑎1𝜆2 ⋯ 𝜆𝑛 + 𝜆1𝐷𝑛−1

= 𝑎1𝜆2 ⋯ 𝜆𝑛 + 𝜆1(𝑎2𝜆3 ⋯ 𝜆𝑛 + 𝜆2𝐷𝑛−2) = ⋯ = 𝜆1𝜆2𝜆3 ⋯ 𝜆𝑛(1 +
𝑛∑

𝑖=1

𝑎𝑖
𝜆𝑖

)

例1.24 计算 𝑛(𝑛 ≥ 2)阶行列式

𝐷𝑛 =

|
|
|
|
|
||

1 + 𝑥1𝑦1 2 + 𝑥1𝑦2 ⋯ 𝑛 + 𝑥1𝑦𝑛
1 + 𝑥2𝑦1 2 + 𝑥2𝑦2 ⋯ 𝑛 + 𝑥2𝑦𝑛

⋮ ⋮ ⋮
1 + 𝑥𝑛𝑦1 2 + 𝑥𝑛𝑦2 ⋯ 𝑛 + 𝑥𝑛𝑦𝑛

|
|
|
|
|
||

解 将按第一列拆成两个行列式的和，即

𝐷𝑛 =

|
|
|
|
|
||

1 2 + 𝑥1𝑦2 ⋯ 𝑛 + 𝑥1𝑦𝑛
1 2 + 𝑥2𝑦2 ⋯ 𝑛 + 𝑥2𝑦𝑛
⋮ ⋮ ⋮
1 2 + 𝑥𝑛𝑦2 ⋯ 𝑛 + 𝑥𝑛𝑦𝑛

|
|
|
|
|
||

+

|
|
|
|
|
||

𝑥1𝑦1 2 + 𝑥1𝑦2 ⋯ 𝑛 + 𝑥1𝑦𝑛
𝑥2𝑦2 2 + 𝑥2𝑦2 ⋯ 𝑛 + 𝑥2𝑦𝑛

⋮ ⋮ ⋮
𝑥𝑛𝑦𝑛 2 + 𝑥𝑛𝑦2 ⋯ 𝑛 + 𝑥𝑛𝑦𝑛

|
|
|
|
|
||
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再将上式等号右端的第一个行列式第 𝑖列（𝑖 = 2, 3, ⋯ , 𝑛）减去第一列的
𝑖倍；第二个行列式提出第一列的公因子 𝑦𝑖，则可得到

𝐷𝑛 =

|
|
|
|
|
||

1 𝑥1𝑦2 ⋯ 𝑥1𝑦𝑛
1 𝑥2𝑦2 ⋯ 𝑥2𝑦𝑛
⋮ ⋮ ⋮
1 𝑥𝑛𝑦2 ⋯ 𝑥𝑛𝑦𝑛

|
|
|
|
|
||

+ 𝑦1

|
|
|
|
|
||

𝑥1 2 ⋯ 𝑛
𝑥2 2 ⋯ 𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑥𝑛 2 ⋯ 𝑛

|
|
|
|
|
||

所以，当 𝑛 ≠ 3时，𝐷𝑛 = 0，当 𝑛 = 2时，𝐷2 = (𝑥2 − 𝑥1)(𝑦2 − 2𝑦1)。
上面介绍了计算 𝑛阶行列式的常见方法，计算行列式时，我们应当针对

具体问题，把握行列式的特点，灵活选用方法。学习中多练习，多总结，才

能更好地掌握行列式的计算。

1.3 Cramer法则

定理 1.3.1 对于由 𝑛个方程、𝑛个未知量组成的线性方程组

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2

⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛

(1.4)

其中 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 为未知量；𝑎𝑖𝑗 为第 𝑖个方程中未知量 𝑥𝑗 的系数，𝑖, 𝑗 =
1, 2, …, 𝑛; 𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑛为常数项，如果它的系数行列式

𝐷 =

|
|
|
|
|
||

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

|
|
|
|
|
||

≠ 0

则方程组（4）有惟一解

𝑥1 = 𝐷1
𝐷 , 𝑥2 = 𝐷1

𝐷 , ⋯ , 𝑥𝑛 = 𝐷𝑛
𝐷

例1.25 用 Cramer法则解下列方程组

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 5
𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 + 4𝑥4 = −2

2𝑥1 − 3𝑥2 − 𝑥3 − 5𝑥4 = −2
3𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 + 11𝑥4 = 0

(1.5)
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解 因为

𝐷 =

|
|
|
|
|
||

1 1 1 1
1 2 −1 4
2 −3 −1 −5
3 1 2 11

|
|
|
|
|
||

= −142

𝐷1 =

|
|
|
|
|
||

5 1 1 1
−2 2 −1 4
−2 −3 −1 −5
0 1 2 11

|
|
|
|
|
||

= −142, 𝐷2 =

|
|
|
|
|
||

1 5 1 1
1 −2 −1 4
2 −2 −1 −5
3 0 2 11

|
|
|
|
|
||

= −284,

𝐷1 =

|
|
|
|
|
||

1 1 5 1
1 2 −2 4
2 −3 −2 −5
3 1 0 11

|
|
|
|
|
||

= −426, 𝐷2 =

|
|
|
|
|
||

1 1 1 5
1 2 −1 −2
2 −3 −1 −2
3 1 2 0

|
|
|
|
|
||

= 142,

所以

𝑥1 = 𝐷1
𝐷 = 1, 𝑥2 = 𝐷2

𝐷 = 2, 𝑥3 = 𝐷3
𝐷 = 3, 𝑥4 = 𝐷4

𝐷 = −1.

推论 1.3.1 对于由 𝑛个方程、𝑛个未知量组成的齐次线性方程组

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 0
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 0

⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 0

(1.6)

如果它的系数行列式𝐷=det(𝑎𝑖𝑗) ≠ 0，则齐次线性方程组只有零解。

推论 1.3.2 如果齐次线性方程组有非零解①① 方程组有非零解的充分必要条

件是它的系数行列式𝐷 = 0。
，则它的系数行列式必为零。

例1.26 问 𝜆, 𝜇取何值时，齐次线性方程组
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝜆𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 0
𝑥1 + 𝜇𝑥2 + 𝑥3 = 0

𝑥1 + 2𝜇𝑥2 + 2𝑥3 = 0
有非零解？

解 系数行列式为

𝐷 =
|
|
|
||

𝜆 1 1
1 𝜇 1
1 2𝜇 1

|
|
|
||

= 𝜇 − 𝜇𝜆.

令𝐷 = 0，得 𝜇 = 0或𝜆 = 1。于是，当 𝜇 = 0或𝜆 = 1时该齐次线性方程
组有非零解。
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例1.27 问 𝜆取何值时，齐次线性方程组
⎧⎪
⎨
⎪⎩

(1 − 𝜆)𝑥1 − 2𝑥2 + 4𝑥3 = 0
2𝑥1 + (3 − 𝜆)𝑥2 + 𝑥3 = 0
𝑥1 + 𝑥2 + (1 − 𝜆)𝑥3 = 0

有非

零解？

解 系数行列式为

𝐷 =
|
|
|
||

1 − 𝜆 −2 4
2 3 − 𝜆 1
1 1 1 − 𝜆

|
|
|
||

=
|
|
|
||

1 − 𝜆 −3 + 𝜆 4
2 1 − 𝜆 1
1 0 1 − 𝜆

|
|
|
||

= (1 − 𝜆)3 + (𝜆 − 3) − 4(1 − 𝜆) − 2(1 − 𝜆)(−3 − 𝜆) = (1 − 𝜆)3 + 2(1 − 𝜆)2 + 𝜆 − 3.
令𝐷 = 0，得 𝜆 = 0, 𝜆 = 2或𝜆 = 3。
于是，当 𝜆 = 0, 𝜆 = 2或𝜆 = 3时该齐次线性方程组有非零解。
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2

矩阵及其运算

本节课将介绍矩阵的相关理论.考虑到大部分同学之前没有接触过矩阵,
我们会通过一些实际的例子来引入矩阵的概念.矩阵最初的定义仅仅是为了
简化一些式子的表示,不是很复杂的概念.所以,虽然大家没有接触过，但是
矩阵的学习不是很困难,大家理解之后会发现矩阵的原理其实很简单.

本节课的主要内容包括：

1. 矩阵的概念;

2. 矩阵的运算;

3. 矩阵的转置;

4. 矩阵的行列式.

2.1 矩阵的概念

在给出矩阵的定义之前,我们先来看几个平面上几种变化的例子.

例2.1 在直角坐标系𝑂𝑥𝑦内,将每个点绕原点𝑂按逆时针方向旋转 𝜃的变换
称为旋转变换.我们首先写出这个旋转变换的表达式.
点𝑀 的新坐标 (𝑥′, 𝑦′)和旧坐标 (𝑥, 𝑦)之间的关系为:

{
𝑥 = 𝑥′ cos 𝜃 − 𝑦′ sin 𝜃,
𝑦 = 𝑥′ sin 𝜃 + 𝑦′ cos 𝜃.

(2.1)

由于(2.1)式的右端式子中 𝑥′, 𝑦′ 的系数唯一确定,我们可以把这些系数
按原来的顺序写出来,并在两端分别加一个括号,得到一个正方形数表.

[
cos 𝜃 − sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃 ]

. 可以发现,这个正方形数表是由旋转角是 𝜃的旋转变换

唯一确定的;反之,旋转角是 𝜃的旋转变换也可以由这个正方形数表唯一确

23
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定.所以,这个正方形数表就唯一刻画了旋转角是 𝜃的旋转变换.

事实上,在平面直角坐标系 𝑂𝑥𝑦内,很多几何变换都有以下形式:

{
𝑥 = 𝑎𝑥′ + 𝑏𝑦′,
𝑦 = 𝑐𝑥′ + 𝑑𝑦′.

(2.2)

类似地,我们引入正方形数表
[

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑]

,那么几何变换(2.2)就可以由
[

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑]

唯一确定,
[

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑]

也可以由几何变换(2.2)唯一确定.

这就启发我们来研究形如以上两个数表的性质,这将对一些数学表示和
研究带来便利.我们把这样的一个数表称为矩阵.

定义 2.1.1 (矩阵) 由 𝑚 × 𝑛个数 𝑎𝑖𝑗 (𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑚; 𝑗 = 1, 2, ⋯ , 𝑛)排成的 𝑚
行,𝑛列的矩阵数表

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

称为一个 𝑚 × 𝑛矩阵.其中 𝑎𝑖𝑗 称为该矩阵的第 𝑖行第 𝑗列元素,简称该矩阵的
(𝑖, 𝑗)元素 𝑖与 𝑗分别称为元素 𝑎𝑖𝑗 的行标与列标.

我们也可以把这样一个矩阵简记为 A = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛或 A𝑚×𝑛.
元素是实（复）数的矩阵称为实（复）矩阵.
当 𝑚 = 𝑛时,矩阵 A = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛 称为 𝑛阶方阵或 𝑛阶矩阵.对于 A =

(𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛,元素 𝑎11, 𝑎22, ⋯ , 𝑎𝑛𝑛所在的对角线称为 A的主对角线.
下面介绍几种特殊矩阵:

1. 零矩阵：所有元素都是零的 𝑚 × 𝑛矩阵称为零矩阵,记为O𝑚×𝑛,即

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 ⋯ 0
0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

2. 单位矩阵：主对角线元素都是 1,而其他元素都为零的 𝑛阶方阵

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 ⋯ 0
0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

称为 𝑛阶单位矩阵,记为 I或 E,为了明确阶数,也记为 I𝑛或 E𝑛.
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3. 行矩阵与列矩阵：

仅有 1行的 1 × 𝑛矩阵

𝛼 = [𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑛]

称为一个行矩阵或 𝑛维行向量.

仅有 1列的 𝑚 × 1矩阵

𝛽 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑚

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

称为一个列矩阵或 𝑚维列向量.

4. 上（下）三角形矩阵：主对角线下边的元素全为零的 𝑛阶方阵称为上
三角矩阵.

主对角线上边的元素全为零的 𝑛阶方阵称为下三角矩阵.

5. 对角矩阵：主对角线以外的元素全为零的 𝑛阶方阵

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑑1 0 ⋯ 0
0 𝑑2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑑𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

称为 𝑛阶对角矩阵,也可以简记为 D = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑛) .

最后,自然而然地,我们可以定义两个矩阵相等当且仅当两个矩阵中每对
对应元素都相等.

2.2 矩阵的代数运算

我们已经定义过了矩阵,现在我们要考虑矩阵具备哪些运算法则.首先,
我们来考虑最简单的加法运算.

定义 2.2.1 (矩阵加法) 设 A = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛 ,B = (𝑏𝑖𝑗)𝑚×𝑛,规定 A与 B的和是由
A与 B的对应元素相加得到的 𝑚 × 𝑛矩阵,记作 A + B,即

A + B = (𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗) .

对于矩阵 B = (𝑏𝑖𝑗)𝑚×𝑛,称 (−𝑏𝑖𝑗)𝑚×𝑛是 B的负矩阵,记为 −B.由此可定义
矩阵的减法

A − B = A + (−B) = (𝑎𝑖𝑗 − 𝑏𝑖𝑗)𝑚×𝑛 .
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我们定义矩阵的加法之后,可以很容易证明矩阵对加法构成 Abel群,即
满足以下运算规律:

1. 交换律:A + B = B + A;

2. 结合律:(A + B) + C = A + (B + A);

3. 有零元:A + O = A;

4. 有负元:A + (−A) = O.

下面,我们定义矩阵的数乘运算:

定义 2.2.2 (数乘矩阵) 设矩阵 A = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛 , 𝑘为数,规定 𝑘是与 A的乘积
是用 𝑘去乘 A的每个元素所得到的 𝑚 × 𝑛矩阵,记为 𝑘A,即

𝑘A = (𝑘𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛.

数乘运算满足以下运算规律:

1. 有单位元:1A = A;

2. 结合律:𝑘(𝑙A) = (𝑘𝑙)A;

3. 分配律:(𝑘 + 𝑙)A = 𝑘A + 𝑙A;

4. 分配律:𝑘(A + B) = 𝑘A + 𝑘B.

矩阵的加法运算和数乘运算统称为矩阵的线性运算.

图 2.1 矩阵乘法

自然而然,我们会想,矩阵是否有乘法运算.我们可以给矩阵的乘法运算
进行以下定义:

定义 2.2.3 (矩阵乘法) 设矩阵 A = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑠 ,B = (𝑏𝑖𝑗)𝑠×𝑛,规定 A与 B的乘
积为矩阵 C = (𝑐𝑖𝑗)𝑚×𝑛 ,记为 AB = C,其中

𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖1𝑏1𝑗 + 𝑎𝑖2𝑏2𝑗 + ⋯ + 𝑎𝑖𝑠𝑏𝑠𝑗 =
𝑠∑

𝑘=1
𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗 , 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑚; 𝑗 = 1, 2, ⋯ , 𝑛.

也就是说:AB的 (𝑖, 𝑗)元素为A的第 𝑖行各元素分别与 B的第 𝑗列对应元
素的乘积之和.
注意:如果 AB可以相乘,那么 A的列数一定等于 B的行数.
左图2.1可以帮助理解矩阵的乘法.
根据矩阵乘法的定义,我们可以将旋转变换(2.1)式写做：

[
𝑥
𝑦]

=
[
cos 𝜃 − sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃 ]

=
[

𝑥′

𝑦′]
.

这里,我们也可以看出这样定义矩阵乘法的合理性.
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例2.2 设矩阵

A =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎1
𝑎2
⋮
𝑎𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,B = [𝑏1 𝑏2 ⋯ 𝑏𝑛] ,

求 AB与 BA.

解

AB =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎1
𝑎2
⋮
𝑎𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

[𝑏1 𝑏2 ⋯ 𝑏𝑛] =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎1𝑏1 𝑎1𝑏2 ⋯ 𝑎1𝑏𝑛
𝑎2𝑏1 𝑎2𝑏2 ⋯ 𝑎2𝑏𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛𝑏1 𝑎𝑛𝑏2 ⋯ 𝑎𝑛𝑏𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

BA = [𝑏1 𝑏2 ⋯ 𝑏𝑛]

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎1
𝑎2
⋮
𝑎𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 𝑏1𝑎1 + 𝑏2𝑎2 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑎𝑛.

可以看出,在矩阵乘法中,AB不一定等于 BA.也就是说,矩阵的乘法运算
不满足交换律.
矩阵乘法满足以下运算规律:

1. 有单位元:I𝑚A𝑚×𝑛 = A𝑚×𝑛I𝑛 = A𝑚×𝑛;

2. 乘法结合律:(AB)C = A(BC);

3. 数乘的结合律:(𝑘A)B = A(𝑘B) = 𝑘(AB);

4. 左分配律:A(B + C) = AB + BC;

5. 右分配律:(A + B)C = AC + BC.

在这节课的开始,我们介绍了关于旋转变换的例子,我们看到一个旋转变
换和一个矩阵一一对应.事实上,用矩阵来表示此类的变换,是矩阵最重要的
作用之一.下面我们将介绍线性变换与矩阵的关系.
设有变量 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛到变量 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑚的变换

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑦1 = 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑥𝑛,
𝑦2 = 𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯ + 𝑎2𝑛𝑥𝑛,

⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝑦𝑚 = 𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛,

(2.3)
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这个线性方程组也可以写成矩阵形式:

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑦1
𝑦2
⋮

𝑦𝑚

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

或

y = Ax, (2.4)

其中,A = (𝑎𝑖𝑗)𝑚×𝑛 , x =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, y =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑦1
𝑦2
⋮

𝑦𝑚

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

我们称(2.3)式或(2.4)是一个由 𝑛维向量到 𝑚维向量的线性变换.显然,这
个线性变换由矩阵 A完全确定,我们称 A为线性变换(2.3)的矩阵.
现在,我们需要明确,每一个线性变换都完全由一个矩阵确定,在一些问

题中,我们完全可以把线性变换用矩阵替换,把矩阵用线性变换替换.
下面将介绍几个线性变换的例子.

例2.3 (反射变换) 在平面直角坐标系 𝑂𝑥𝑦内任意一点 𝑃 变成关于 𝑥轴的对

称点,该线性变换对应的矩阵为
[

1 0
0 −1]

.

例2.4 (伸缩变换) 在平面直角坐标系 𝑂𝑥𝑦内任意一点 𝑃 的纵坐标变为原来

的 𝑘倍,该线性变换对应的矩阵为
[

1 0
0 𝑘]

.

例2.5 (投影变换) 在平面直角坐标系 𝑂𝑥𝑦内任意一点 𝑃 在 𝑥轴上的投影变

换,该线性变换对应的矩阵为
[

1 0
0 0]

.

我们已经给出一个线性变换(2.4),同样的,一个 𝑝 × 𝑚矩阵 𝐵也可以确定
一个线性变换:

z = By, (2.5)

现在,我们要求线性变换(2.4)和线性变换(2.5)的复合变换,即

z = By = B(Ax) = (BA)x. (2.6)

可见,线性变换(2.6)的矩阵为 BA.
在这里我们可以看出,用矩阵处理线性变换的便利之处.同时,矩阵也可

以用来处理线性方程组:
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对于线性方程组

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1,
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯ + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2,

⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚,

(2.7)

我们可以将其写成矩阵形式

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑚

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

或

Ax = b, (2.8)

我们称 A为方程组(2.7)的系数矩阵,在系数矩阵 A的右侧再加一列列向
量 b,则可组成 𝑚 × (𝑛 + 1)矩阵

A =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛 𝑏1
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛 𝑏2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛 𝑏𝑚

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

称A为方程组(2.7)的增广矩阵.显然,线性方程组的增广矩阵完全确定了
这个线性方程组.
如果 𝑥1 = 𝑐1, 𝑥2 = 𝑐2, ⋯ , 𝑥𝑛 = 𝑐𝑛是方程组(2.7)的一个解,则

𝑥0 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑐1
𝑐2
⋮
𝑐𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

称为线性方程组(2.7)的解向量.
最后,我们再来定理方阵的幂. 对于 𝑛阶方阵 𝐴,考虑到矩阵满足乘法结

合律,我们可以定义 𝐴的幂为

A0 = 𝐼,A𝑚 = AA⋯A
𝑚个

.

显然也有:
A𝑘A𝑙 = A𝑘𝑙, (A𝑘)𝑙 = A𝑘𝑙.
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2.3 矩阵的转置

定义 2.3.1 (矩阵转置) 把 𝑚 × 𝑛矩阵 A的行依次换成列（列依次换成行）
所得到的 𝑛 × 𝑚矩阵,称为 A的转置矩阵,记为 A𝑇 .

例2.6 A =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−2 3
0 7
6 5

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦
的转置矩阵 A𝑇 =

[
−2 0 6
3 7 5]

.

矩阵的转置满足以下运算规律:

1. (A𝑇 )𝑇 = 𝐴;

2. (A + B)𝑇 = A𝑇 + B𝑇 ;

3. (𝑘A)𝑇 = 𝑘A𝑇 ;

4. (AB)𝑇 = B𝑇A𝑇 .

第四条规律较为特殊,请同学们牢记.第四条规律也可以推广:

(A1A2 ⋯A𝑚)𝑇 = A𝑇
𝑚 ⋯A𝑇

2 A𝑇
1 .

下面再介绍两个特殊矩阵.

定义 2.3.2 (对称矩阵) 若方阵 A = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛满足 A𝑇 = A,则称 A为对称矩
阵.

定义 2.3.3 (反对称矩阵) 若方阵 A = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛满足 A𝑇 = −A,则称 A为反对
称矩阵.

⋆注意对称矩阵和反对称矩阵都是方阵.

2.4 方阵的行列式

我们已经在第一章了解过行列式,至此,我们也发现行列式与矩阵在形式
上有很多相似之处.下面我们来介绍方阵的行列式.

定义 2.4.1 对于 𝑛阶方阵 A = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛,称 𝑛阶行列式

|
|
|
|
|
||

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

|
|
|
|
|
||
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为方阵 A的行列式,记为 det(A).

方阵的行列式满足以下运算规律:

1. det(A𝑇 ) = det(A);

2. det(𝑘A) = 𝑘𝑛 det(A);

3. det(AB) = det(A) ⋅ det(B).

第三条规律也可以推广:

det(A1A2 ⋯A𝑚) = det(A1) det(A2) ⋯ det(A𝑚).



3

逆矩阵

在上一节课中,我们已经学习了矩阵的加法,减法,乘法.根据经验,我们
想矩阵是否存在类似的”除法”.如果矩阵存在”除法”,那么对于一个线性方
程组 Ax = b,我们是否可以把 A放到等式右端,解出线性方程组的解.本节课
我们所研究的逆矩阵就可以帮助我们解决此类问题.
本节课的主要内容包括:

1. 逆矩阵与伴随矩阵的概念;

2. 矩阵可逆的条件;

3. 逆矩阵的性质

首先,我们给出逆矩阵的定义.

定义 3.0.1 (逆矩阵) 设 A为 𝑛阶方阵,如果存在 𝑛阶方阵 B,使得

AB = BA = I,

则称方阵 A是可逆的,或者称为非奇异的,并称方阵 B为方阵 A的逆矩阵,
记为 A−1,即 A−1 = B.
不存在逆矩阵的方阵称为奇异矩阵

事实上,在这节课的概述部分,我们假设矩阵的”除法”是不正确的,矩阵
不存在除法运算,我们需要通过逆矩阵的方式来回避这种运算.例如,我们不
能把 A−1写成

1
A .

我们再引入伴随矩阵的定义.

定义 3.0.2 (伴随矩阵) 设 A = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛为 𝑛(𝑛 ≥ 2)阶方阵,det(A)的元素 𝑎𝑖𝑗
的代数余子式为 A𝑖𝑗(𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋯ , 𝑛),则称以 A𝑗𝑖为 (𝑖, 𝑗)元素的 𝑛阶方阵为

32
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A的伴随矩阵,记为 A∗,即

A∗ =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

A11 A21 ⋯ A𝑛1
A12 A22 ⋯ A𝑛2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
A1𝑛 A2𝑛 ⋯ A𝑛𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

例3.1

A =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

的伴随矩阵是

A∗ =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

+
|
𝑎22 𝑎23
𝑎32 𝑎33|

−
|
𝑎12 𝑎13
𝑎32 𝑎33|

+
|
𝑎12 𝑎13
𝑎22 𝑎23|

−
|
𝑎21 𝑎23
𝑎31 𝑎33|

+
|
𝑎11 𝑎13
𝑎31 𝑎33|

−
|
𝑎11 𝑎13
𝑎21 𝑎23|

+
|
𝑎21 𝑎22
𝑎31 𝑎32|

−
|
𝑎11 𝑎12
𝑎31 𝑎32|

+
|
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22|

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

关于伴随矩阵,有以下结论:

定理 3.0.1 设 A为 𝑛(𝑛 ≥ 2)阶方阵,则成立

AA∗ = A∗A = det(A)I.

由此可以得到以下结论:

定理 3.0.2 设 A为 𝑛(𝑛 ≥ 2)阶方阵,det(A) ≠ 0,则

det(A∗) = (det(A))𝑛−1.

至此,我们已经可以求可逆矩阵的逆矩阵.下面,我们将严格给出矩阵可
逆的充分必要条件.

定理 3.0.3 (方阵可逆的充分必要条件) 𝑛(𝑛 ≥ 2)阶矩阵 A可逆的充分必要
条件是 det(A) ≠ 0.且当 A可逆时,有

A−1 = 1
det(A)A

∗.
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例3.2 判断矩阵 A =
[
cos 𝜃 − sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃 ]

是否可逆,若可逆,求其逆矩阵.

解 由于 det(A) = 1 ≠ 0,故 A可逆,

A−1 = 1
det(A)A

∗ =
[

cos 𝜃 sin 𝜃
− sin 𝜃 cos 𝜃]

.

例3.3 对于对角阵 D = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑛),证明:D可逆当且仅当 D的主对角
线元素 𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑛均不为零.且当D可逆时,有D−1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑−1

1 , 𝑑−1
2 , ⋯ , 𝑑−1

𝑛 ).

证明由于 det(D) = 𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑛,
所以 D可逆
当且仅当 det(D) ≠ 0
当且仅当 𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑛均不为零.
此时,D−1 = 1

det(D)D
∗ = 1

𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑛
⋅ 𝑑𝑖𝑎𝑔(det(D)

𝑑1
, det(D)

𝑑2
, ⋯ , det(D)

𝑑𝑛
) =

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑−1
1 , 𝑑−1

2 , ⋯ , 𝑑−1
𝑛 ).

逆矩阵可以用来证明 Cramer法则,求解线性方程组.

例3.4 利用逆矩阵的方法求解线性方程组:

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 = 1,
2𝑥1 + 5𝑥2 + 4𝑥3 = 0,

𝑥1 + 𝑥2 = 1.

解 第一步:把方程组写成矩阵形式:

Ax = b,

其中

A =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 2 1
2 5 4
1 1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, x =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
𝑥3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

,b =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

第二步:计算 det(A) ≠ 0,故 A可逆,线性方程组有唯一解

x =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
𝑥3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= A−1b =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 2 1
2 5 4
1 1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

−1
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−1
2

−2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

利用逆矩阵也可以来求解矩阵方程.

例 3.5 设 A,B是可逆矩阵,则矩阵方程 AX = C,XB = D,AXB = F的解
分别为

X = A−1C,X = DB−1,X = A−1FB−1.
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从以上这些例子我们可以看出:如果一个矩阵可逆,那么它就具有很好的
性质,可以按照代数运算的方法处理问题.
下面介绍一些可逆矩阵的性质.
设 A,B为同阶可逆方阵,常数 𝑘 ≠ 0,则有:

1. A−1可逆,且 (A−1)−1 = A;

2. A𝑇 可逆,且 (A𝑇 )−1 = (A−1)𝑇 ;

3. 𝑘A可逆,且 (𝑘A)−1 = 1
𝑘A

−1;

4. AB可逆,且 (AB)−1 = B−1A−1;

5. det(A−1) = 1
det(A) .

例 3.6 设 A为 3阶矩阵,det(A) = 1
2 ,A∗ 为 A的伴随矩阵.求行列式 𝐷 =

det((3A)−1 − 2A∗)的值.

解

𝐷 = det((3A)−1 − 2A∗) = det(
1
3A

−1 − 2 det(A)A−1
) = det(−2

3A
−1

) = (−2
3)3 1

det(A) = −16
27 .



4

初等变换与初等矩阵

本节我们需要着重掌握初等变换与初等矩阵的相关内容，以及运用初等

变换化矩阵为阶梯形矩阵，运用初等变换求逆矩阵。

4.1 初等变换与初等矩阵

初等变换是学习矩阵必须要掌握的一个基础内容，在后续内容中几乎都

要用到初等变换，实际上初等变换就是我们解多元方程组的过程，即对某一

方程同时乘以一个数，将两方程的顺序调换一下，将某两个方程变换消去一

个未知量.

4.1.1 初等变换

矩阵的初等行变换：

（1）用非零常数 𝑘乘矩阵的某一行，
（2）交换矩阵某两行的位置，
（3）将某一行乘以 𝑘倍加到另外一行上去.
初等列变换同理，但我们一般都是用初等行变换来解决问题.

4.1.2 初等矩阵

1.初等矩阵及其逆矩阵：单位矩阵𝐸经过一次初等行变换或一次初等列
变换得到的矩阵，（注意是一次！）

第一种：交换 𝑖、𝑗两行的位置，表示为 𝐸𝑖𝑗；其逆矩阵就为该初等矩阵。

第二种：将第 𝑖行乘以非零常数 k，表示为 𝐸𝑖(𝑘)；其逆矩阵可通过单位
矩阵第 𝑖行乘以 1

𝑘 倍求得，表示为 𝐸𝑖(
1
𝑘)。

36
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第三种：将第 𝑖行乘以 𝑘倍加到第 𝑗行上，表示为 𝐸𝑖𝑗(𝑘)；其逆矩阵可通
过单位矩阵第 i行乘以 −𝑘倍加到第 𝑗行求得，表示为 𝐸𝑖𝑗(−𝑘)。

提醒 一个可逆矩阵可以写成有限个初等矩阵的乘积，当然矩阵可逆的一个

充分必要条件就是该矩阵可表示为有限个初等矩阵之积。

2.“左行右列”：在明确初等矩阵是通过单位矩阵通过一次初等变换得到
的之后，我们需要记住“左行右列”这一个口诀。左行右列指的是初等矩阵

左乘一个矩阵，等于给该矩阵施加相应的初等行变换，初等矩阵右乘一个矩

阵，等于给该矩阵施加相应的初等列变换。

例 4.1 设 𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝐵 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎31 𝑎32 𝑎33 + 𝑎31
𝑎21 𝑎22 𝑎23 + 𝑎21
𝑎11 𝑎12 𝑎13 + 𝑎11

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.𝑃1 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 1
0 1 0
1 0 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝑃2 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 1
0 1 0
0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

，则 𝐵 = 𝑃1𝐴𝑃2.

解 我们通过观察可以发现 𝐵是由 𝐴先交换第一行和第三行，再将第一行加
到第三行上去，分别对应先左乘 𝑃1,再右乘 𝑃2.

4.2 阶梯形矩阵

阶梯形矩阵和行最简形可参考教材，不难理解，任何一个非零矩阵都可

以通过初等变换化为阶梯形矩阵.

4.2.1 化矩阵为阶梯形矩阵

化矩阵为阶梯形矩阵实际上就是从第一行依此往下化简，然后在从第二

行依次往下，依此类推，需要细心不出错，是我们后续解决问题的基本功.

例4.2 化矩阵

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

2 1 2 4
1 2 1 2
3 0 2 2
2 1 4 5

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

为阶梯形矩阵.

解 一种思路，为了方便后续相减出现分数，我们将第一行与第二行交换，

然后第二行减去第一行的两倍，第三行减去第一行的 3倍，第四行减去第一
行的两倍，第二行除以-3，第三行乘以-1，第三行减去第二行的 6倍，第四
行乘以-1，第四行减去第二行的 3倍，第四行加上第三行，即可化为阶梯形
矩阵.
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4.3 初等变换求可逆矩阵

求可逆矩阵通常有两种方法，一种是通过伴随矩阵求，一种就是通过初

等行变换求，两者计算量可能都不小，看自己的喜好选择即可（推荐大于三

阶以上使用初等行变换）.
运用初等行变换：求 𝐴的逆矩阵，先在 𝐴的右侧写一个同阶的单位矩

阵，通过初等变换将 𝐴化为单位矩阵，之前的单位矩阵变换后即是我们要求
的矩阵.
即 [𝐴|𝐸]通过初等行变换为 [𝐸|𝐴−1].
例如

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0 2 −1 1 0 0
1 1 2 0 1 0

−1 −1 −1 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

可通过初等行变换化为

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 −1
2 −3

2 −5
2

0 1 0 1
2

1
2

1
2

0 0 1 0 1 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

则可求得

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0 2 −1
1 1 2

−1 −1 −1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

的逆矩阵为

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

−1
2 −3

2 −5
21

2
1
2

1
2

0 1 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

当然，我们也可以通过此方法求解矩阵方程 𝐴𝑋 = 𝐵，𝑋 = 𝐴−1𝐵. 即将
(𝐴|𝐵)通过初等行变换化为 (𝐸|𝐴−1𝐵).

4.4 等价矩阵

1. 若矩阵 𝐴可通过有限此初等行变换或有限次初等列变换得到矩阵 𝐵，
则 𝐴和 𝐵等价，等价矩阵的秩相等。

2. (a) 𝐴和 𝐵等价的充分必要条件：存在可逆矩阵 𝑃 和𝑄，使得 𝑃 𝐴𝑄 =
𝐵。

(b) 𝐴和 𝐵行等价的充分必要条件：存在可逆矩阵 𝑃，使得 𝑃 𝐴 = 𝐵。
(c) 𝐴和 𝐵列等价的充分必要条件：存在可逆矩阵 Q，使得 𝐴𝑄 = 𝐵。
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分块矩阵

对于分块矩阵，我们需要掌握分块矩阵的运算以及几种特殊分块矩阵的

逆矩阵.

5.1 分块矩阵的运算

1.加法：
(

𝐴 𝐵
𝐶 𝐷)

+
(

𝑋 𝑌
𝑍 𝑊 )

=
(

𝐴 + 𝑋 𝐵 + 𝑌
𝐶 + 𝑍 𝐷 + 𝑊 )

.

2.数乘：𝑘
(

𝐴 𝐵
𝐶 𝐷)

=
(

𝑘𝐴 𝑘𝐵
𝑘𝐶 𝑘𝐷)

.

3.乘法：
(

𝐴 𝐵
𝐶 𝐷) (

𝑋 𝑌
𝑍 𝑊 )

=
(

𝐴𝑋 + 𝐵𝑍 𝐴𝑌 + 𝐵𝑊
𝐶𝑋 + 𝐷𝑍 𝐶𝑌 + 𝐷𝑊 )

.

4.
(

𝐴 𝑂
𝑂 𝐵)

𝑘

=
(

𝐴𝑘 𝑂
𝑂 𝐵𝑘)

.

5.转置：
(

𝐴 𝐵
𝐶 𝐷)

𝑇

=
(

𝐴𝑇 𝐶𝑇

𝐵𝑇 𝐷𝑇 )
.

5.2 特殊分块矩阵的逆矩阵

1.
(

𝐴 𝑂
𝑂 𝐵)

−1

=
(

𝐴−1 𝑂
𝑂 𝐵−1)

,

(
𝑂 𝐴
𝐵 𝑂)

−1

=
(

𝑂 𝐵−1

𝐴−1 𝑂 )
.① ① 该种情形可推广到任意主对角

线或副对角线分块矩阵。

2.
(

𝐴 𝐶
𝑂 𝐵)

−1

=
(

𝐴−1 −𝐴−1𝐶𝐵−1

𝑂 𝐵−1 )
,
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证明 设
(

𝐴 𝐶
𝑂 𝐵)

的逆矩阵为
(

𝑋 𝑌
𝑍 𝑊 )

, 则
(

𝐴 𝐶
𝑂 𝐵) (

𝑋 𝑌
𝑍 𝑊 )

=

(
𝐸 𝑂
𝑂 𝐸)

，可以解出𝑋，𝑌，𝑍，𝑊。

同理，
(

𝐴 0
𝐶 𝐵)

,
(

𝐶 𝐴
𝐵 𝑂)

,
(

𝑂 𝐴
𝐵 𝐶)

的逆矩阵也可求出.

例5.1 设 𝐴，𝐵均为二阶矩阵，𝐴∗，𝐵∗分别为 𝐴，𝐵的伴随矩阵，若 |𝐴| =

2, |𝐵| = 3，则分块矩阵
(

𝑂 𝐴
𝐵 𝑂)

的伴随矩阵为
(

𝑂 2𝐵∗

3𝐴∗ 𝑂 )
.

解
|
𝑂 𝐴
𝐵 𝑂|

= (−1)2∗2|𝐴||𝐵| = 6 ≠ 0.可得该矩阵可逆. 则
(

𝑂 𝐴
𝐵 𝑂)

∗

=

|
𝑂 𝐴
𝐵 𝑂| (

𝑂 𝐴
𝐵 𝑂)

−1

= 6
(

𝑂 𝐵−1

𝐴−1 𝑂 )
=

(
𝑂 2𝐵∗

3𝐴∗ 𝑂 )
.
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矩阵的秩

矩阵的秩，是线性代数的要义与精髓。但是课本的给出的定义直接用了

“子式”的概念。虽然与矩阵以及行列式很相关，但是并没有体现线性代数的

精髓。所以本节，我会先讲一些第四章“解方程组”相关的内容，然后再讲
课本上的第二章第五节的内容。

6.1 问题背景——解方程组

6.1.1 来源

在中学中，我们接触过方程组。现在我们取一个有 n个未知数，m个方
程的线性方程组（方程组的常数项为 0，如下）

𝑓(𝑥) =

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ... + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 0
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ... + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 0

⋮
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + ... + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 0

我们都知道，解方程组的时候，不是所有方程都可以作为一个单独的约

束条件，有的方程是可以用其他几个方程推出来的，因此，我们需要研究方

程真正的约束条件个数。

6.1.2 研究步骤——取方程组的系数矩阵

我们知道，上面的方程组中有意义的是每个未知数前面的系数，系数决

定了方程组怎么解，有没有解，有多少解等诸多问题，我们将其提取出来，
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构成一个 𝑚 × 𝑛的矩阵：
⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

因此我们得到：方程组的研究被转化为了矩阵的研究

6.1.3 从方程组的有效约束条件——矩阵的秩

我们都知道，方程组的有效约束条件 ≤方程个数，而有效约束条件的个
数，放在其系数矩阵中，就称为矩阵的秩。

6.2 矩阵的秩的定义

6.2.1 矩阵的子式

取一个 𝑚 × 𝑛的矩阵 A，这是一个大矩阵。我们都学过分块矩阵，但是
分块矩阵是对于一个矩阵的直接划分，切割形成了一些小矩阵出来。但是构

造小矩阵不一定要用分割的方法，也可以提取某几行某几列，这就形成了子

式的概念。

定义 6.2.1 对于矩阵 𝐴（𝑚 × 𝑛），任意抽取 𝑘行 𝑘列，按照原有的左右、上
下的顺序组成一个 𝑘阶行列式，这个行列式称为矩阵 𝐴的 𝑘阶子式。

6.2.2 根本定义

上面说了，矩阵的秩的出现，本身是为了解决方程组问题。但是作为线

性代数本门学科，需要给出一个更普适性，以矩阵为基础的定义：

定义 6.2.2 矩阵 𝐴的不为零子式的最高阶数，称为矩阵的秩，记为 𝑟(𝐴)。

从此我们得到，我们可以从子式（行列式）的观点来学习矩阵的秩，也

可以通过方程组进行理解。其中，方程组较为直观，但是可以推导的东西较

少，主要作为一种辅助性的理解方式出现。

6.2.3 定义分析

我们知道，要求一个方程组的解（单一解/无数种解），无非要先用各种
方法消除重复的条件，只保留有效约束的条件。而这一方法与前面矩阵化简

化阶梯形的方法是一致的 (这也正说明了矩阵与方程组的直接相通与一脉相
承的关系)。
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而由此我们得到：对于矩阵 𝐴，矩阵的秩就是 𝐴的阶梯型矩阵的非零行
个数 𝑟。

这一点也可以由子式说明：矩阵的 𝑟个非零行与其 𝑟个首非零元，就已
经构成了一个上三角行列式，此子式必定不为 0。而一旦取得行数超过了 𝑟，
就出现了零行，此子式一定为 0。所以，矩阵的秩就是 𝑟① ① 后续讲义中，𝑟直接表示 𝐴

的秩。

。

6.3 秩的结论推导——第一部分，简单性质推导

6.3.1 秩的有界性 (名字是我自己起的)

性质 6.3.1 0 ≤ 𝑟(𝐴) ≤ min{𝑚, 𝑛}.

提醒 • 从方程组的角度上,有效行数肯定小于等于总行数；同时，有效
行数肯定小于等于未知数个数。

• 从子式的角度上，显然，𝑘不可能比总行数/总列数多。

6.3.2 秩的转置不变性

性质 6.3.2 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴𝑇 ).

提醒 从子式的角度上：先取A的 r阶子式 |𝐵|。在 A转置后的 𝐴𝑇 中，再按

照原本的行看为列，原本的列看为行的方法，再把 |𝐵|的元素重新提取出来
形成 |𝐵𝑇 |。由于行列式的转置不变性，所以秩也有转置不变性。

6.3.3 当矩阵变为 𝑛阶方阵

对 𝑛阶方阵，秩的最大值即为 𝑛。故：

𝑟(𝐴) = 𝑛 ⇔ det(𝐴) ≠ 0

此时，称 𝐴为满秩方阵 (可逆方阵、非奇异方阵)；否则，𝐴为降秩方阵 (不可
逆方阵、奇异方阵)。
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6.4 秩的结论推导——第二部分，当矩阵遇见初等

变换

6.4.1 初等变换等价性

性质 6.4.1 若矩阵 𝐴经过若干次初等变换变成了矩阵 𝐵，则 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵)

提醒 方程组角度：方程组进行的就是初等行变换，故初等行变换后自然有：

秩不改变。又由秩的行列等价性，所以列变换后秩也不变。故：初等变换不

改变矩阵的秩。

6.4.2 满秩方阵乘矩阵，秩不变

性质 6.4.2 设矩阵 𝐴、𝑃、𝑄满足 𝐴 ∶ 𝑚 × 𝑛，𝑃 ∶ 𝑚 × 𝑚可逆，𝑄 ∶ 𝑛 × 𝑛可
逆，则有 𝑟(𝑃 𝐴) = 𝑟(𝐴)，𝑟(𝐴𝑄) = 𝑟(𝐴)，𝑟(𝑃 𝐴𝑄) = 𝑟(𝐴)。

提醒 初等变换角度：满秩方阵可以分解为初等矩阵，由初等变化的秩不变

性易证。

6.4.3 矩阵的秩标准形式

任一非零矩阵 𝐴，可以化为左上角为单位矩阵，其余皆为 0的矩阵 𝐵，
矩阵 𝐵称为𝐴的秩标准形，或者等价意义下的标准形，即必存在：𝑃 ∶ 𝑚 × 𝑚

可逆，𝑄 ∶ 𝑛 × 𝑛可逆，使得 𝑃 𝐴𝑄 =
(

𝐼𝑟 0
0 0)

此时，若 𝐴𝑚×𝑛秩为 𝑚(也称行满秩)，则 𝐴的秩标准形为

(𝐼𝑚 𝑂𝑚×(𝑛−𝑚))

此时，若 𝐴𝑚×𝑛秩为 𝑛(也称列满秩)，则 𝐴的秩标准形为：

(
𝐼𝑚

𝑂(𝑚−𝑛)×𝑛 )

6.4.4 矩阵的满秩分解

设 𝑟(𝐴𝑚×𝑛) = 𝑟，则存在列满秩矩阵 𝐺𝑚×𝑟和行满秩矩阵𝐻𝑟×𝑛，使得 𝐴 =
𝐺𝐻 其中，𝑟(𝐺) = 𝑟(𝐻) = 𝑟。
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证明由矩阵的满秩形式，存在可逆矩阵 𝑃 𝑄，使

𝑃 𝐴𝑄 =
(

𝐼𝑟 0
0 0)

=
(

𝐼𝑚
𝑂 ) (𝐼𝑚 𝑂)

故左乘右乘过去之后，有：

𝐴 = 𝑃 −1
(

𝐼𝑚
𝑂 ) (𝐼𝑚 𝑂) 𝑄−1

取 𝐺 = 𝑃 −1
(

𝐼𝑚
𝑂 )

,取𝐻 = (𝐼𝑚 𝑂) 𝑄−1 证毕

6.5 关于矩阵的秩的二级结论

注意，此部分应用到的知识点，新生应该还没有接触到，但是不用怕，

学了相应的知识点后就会了。

6.5.1 当你遇到 𝐴𝐵 = 0

对于矩阵 𝐴𝐵，如果 𝐴𝐵 = 0，则 rank(𝐴) + rank(𝐵) ≤ 𝑛。

证明 取𝑊 为方程 𝐴𝑥 = 0的解空间，故 dim(𝑊 ) = 𝑛 − rank(𝐴),而对于 B，
其任意列向量 𝛽𝑖 都满足 𝛽𝑖 ∈ 𝑊 (𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛)，故 rank(𝐵) ≤ dim(𝑊 ),故
𝑟(𝐴) + 𝑟(𝐵) ≤ 𝑛.

6.5.2 Sylvester不等式

对于矩阵 𝐴𝑛×𝑛，𝐵𝑛×𝑛，有 rank(𝐴𝐵) ≥ rank(𝐴) + rank(𝐵) − 𝑛。

证明设 rank(𝐴) = 𝑟，易知 𝐴可以写为 𝑃
(

𝐼𝑟 𝑂
𝑂 𝑂)

𝑄，故

𝐴𝐵 = 𝑃
(

𝐼𝑟 𝑂
𝑂 𝑂)

𝑄𝐵

考虑𝑄𝐵 =
(

𝐻1
𝐻2)

，其中，𝐻1 ∶ 𝑟 × 𝑛, 𝐻2 ∶ 𝑟 × (𝑛 − 𝑟) × 𝑛。

则出现

𝐴𝐵 = 𝑃
(

𝐼𝑟 𝑂
𝑂 𝑂) (

𝐻1
𝐻2)

= 𝑃
(

𝐻1
0 )
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故 rank(𝐴𝐵) = rank
((

𝐻1
0 ))

= rank(𝐻1), rank(𝐵) = rank(𝑄𝐵) =

rank(
(

𝐻1
𝐻2)

)，由 rank(𝐻1) + rank(𝐻2)rank(𝐻1) = rank(𝐴𝐵) ≥ rank(𝐵) + 𝑟 − 𝑛

原式得证。

6.5.3 当遇见 rank(𝐴 + 𝐵)

rank(𝐴 + 𝐵) ≤ rank(𝐴) + rank(𝐵)

证明 设 𝐴的列向量为 𝛼𝑖(𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛)，设 𝐵的列向量为 𝛽𝑗(𝑗 = 1, ⋯ , 𝑛)，取
𝛼𝑖, ⋯ , 𝛼𝑠为 𝐴的极大线性无关组取 𝛽𝑖, ⋯ , 𝛽𝑟为 𝐵的极大线性无关组，𝐴 + 𝐵
的任意列向量可以由 < 𝛼𝑖, ⋯ , 𝛼𝑠, 𝛽𝑖, ⋯ , 𝛽𝑟 >线性表出，所以不等式成立。

6.5.4 伴随矩阵的秩

𝑟(𝐴∗) =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

𝑛,𝑟(𝐴) = 𝑛
1,𝑟(𝐴) = 𝑛 − 1
0,𝑟(𝐴) ≤ 𝑛 − 1

证明由矩阵存在逆，故矩阵必然为 𝑛 × 𝑛方阵。
I.若 𝑟(𝐴) = 𝑛 = 𝑟(𝐴−1)，故由：𝐴∗ = |𝐴|𝐴−1,得到 𝑟(𝐴∗) = 𝑛。
II.若 𝑟(𝐴) = 𝑛 − 1,故存在 𝑛 − 1阶子式不为 0，故 𝑟(𝐴∗) ≥ 1,而 𝐴𝐴∗ =

|𝐴|𝐼 = 0，𝑟(𝐴𝐴∗) + 𝑛 = 𝑛 ≥ 𝑟(𝐴) + 𝑟(𝐴∗)，故 𝑟(𝐴∗) ≤ 1，总体 𝑟(𝐴∗) = 1。
III.若 𝑟(𝐴) ≤ 𝑛 − 1, 𝐴∗ = 0故 𝑟(𝐴∗) = 0。

6.6 模型、套路、题型

6.6.1 根据秩的数值，针对具体矩阵处理

习题6.1 设 𝑛(𝑛 ≥ 3)阶矩阵 𝐴 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 𝑎 𝑎 ... 𝑎
𝑎 1 𝑎 ... 𝑎
𝑎 𝑎 1 ... 𝑎
... ... ... ... ...
𝑎 𝑎 𝑎 ... 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

，若 𝐴的秩为 𝑛 − 1，则

𝑎 =?
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解 不是满秩，因此 |𝐴| = 0。

|𝐴| = [(𝑛 − 1)𝑎 + 1] =

|
|
|
|
|
|
|
||

1 𝑎 𝑎 ... 𝑎
1 1 𝑎 ... 𝑎
1 𝑎 1 ... 𝑎
... ... ... ... ...
1 𝑎 𝑎 ... 1

|
|
|
|
|
|
|
||

= [(𝑛 − 1)𝑎 + 1] =

|
|
|
|
|
|
|
||

1 𝑎 𝑎 ... 𝑎
0 1 − 𝑎 0 ... 0
0 0 1 − 𝑎 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1 − 𝑎

|
|
|
|
|
|
|
||

= [(𝑛 − 1)𝑎 + 1](1 − 𝑎)𝑛−1 = 0

从而 𝑎 = 1
1 − 𝑛 或者 𝑎 = 1，若 𝑎 = 1，则 𝑟(𝐴) = 1，舍去，则 𝑎 =

1
1 − 𝑛

① ① 一般根据行列式为零会得到可

能存在的数值。此时要依据秩的

具体数值，逆，矩阵的特点来判

定无效的矩阵。

。

6.6.2 初等变换求矩阵的秩

习题6.2 求矩阵
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

2 −1 3
1 −3 4

−1 2 𝜆

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

的秩。

解 先化为阶梯型矩阵 (原理：初等变换秩不变)，然后阶梯型就直接根据定
义看出来秩的数值了。

𝐴 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

2 −1 3
1 −3 4

−1 2 𝜆

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

𝑟1↔𝑟2
ÝÝÝ→

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 −3 4
2 −1 3

−1 2 𝜆

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

𝑟2+𝑟1×(−2)
ÝÝÝÝÝ→

𝑟3+𝑟1×1

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 −3 4
0 5 −5
0 −1 𝜆 + 4

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

𝑟2× 1
5

ÝÝ→
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 −3 4
0 1 −1
0 −1 𝜆 + 4

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

𝑟3+𝑟2
ÝÝ→

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 −3 4
0 1 −1
0 0 𝜆 + 3

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

当 𝜆 = −3时，有二阶子式不为 0，所以 𝑟(𝐴) = 2;
当 𝜆 ≠ −3时，有三阶子式不为 0，所以 𝑟(𝐴) = 3。

6.6.3 根据具体的条件，处理某个性质的秩的证明题

习题 6.3 证明对于任意一个秩为 1 的 𝑛 阶方阵，𝐴 可以表示为
[𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛]𝑇 (𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛)，且 𝐴2 = 𝑘𝐴② ② 本题三个条件的关系常常出现

在考试题里，一定要多留意。

。

证明由 𝑟(𝐴) = 1，必然其余行向量是某一行向量的倍数。

1. 不妨设 𝐴 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎1𝑏1 𝑎1𝑏2 ... 𝑎1𝑏𝑛
𝑎2𝑏1 𝑎2𝑏2 ... 𝑎2𝑏𝑛
... ... ... ...

𝑎𝑛𝑏1 𝑎𝑛𝑏2 ... 𝑎𝑛𝑏𝑛

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,从而 𝐴 = [𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛]𝑇 (𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛)
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2. 𝐴2 = [𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛]𝑇 (𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛)[𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛]𝑇 (𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛) =
𝑛∑

𝑖=1
𝑎𝑖𝑏𝑖𝐴，

即 𝐴2 = 𝑘𝐴

习题6.4 设 A为 𝑚 × 𝑛矩阵，B为 𝑛 × 𝑚矩阵，证明：当 𝑚 ≥ 𝑛时，方阵
𝐶 = 𝐴𝐵不可逆。

解 因为 𝑟(𝐶) = 𝑟(𝐴𝐵) ≤ min 𝑟(𝐴), 𝑟(𝐵) ≤ min𝑚, 𝑛，实际 𝑚 ≥ 𝑛，故min𝑚, 𝑛 =
𝑛，从而 𝑚阶方阵 𝐶 来说，有 𝑟(𝐶) ≤ min𝑚, 𝑛 ≤ 𝑚。

提醒 做题就是要不断考虑处理对象的性质，对于矩阵而言，包括：矩阵的

大小 (𝑚, 𝑛)、秩、行列式、相应的方程的解与解空间等 (𝐴𝑥 = 0/𝐴𝑥 = 𝑏)。这些
性质或许与结论联系，或许方便构造，做题的过程要仔细思考它们。

习题6.5 设 𝐴是 𝑛阶方阵，且 𝐴2 = 𝐸，试证明：𝑟(𝐴 + 𝐸) + 𝑟(𝐴 − 𝐸) = 𝑛。

证明 对于题设结论，通过不同的处理得到不同形式，就会对应多个结论。

𝐴2−𝐸 = (𝐴+𝐸)(𝐴−𝐸) = 𝑂，故 𝑟(𝐴+𝐸)+𝑟(𝐴−𝐸) ≤ 𝑛又有 𝑟(𝐴+𝐸)+𝑟(𝐴−𝐸) ≥
𝑟[(𝐴 + 𝐸) − (𝐴 − 𝐸)] = 𝑟(2𝐸) = 𝑛

提醒 本题的一部分结论会进行特殊化，比如如果 𝐴是二阶矩阵且 𝐴 ≠ ±𝐸，
那么 𝐴 + 𝐸，𝐴 − 𝐸的秩就都是 1。

习题6.6 设 𝑛阶方阵 𝐴，𝐵满足 𝐴2 = 𝐴，𝐵2 = 𝐵，且 𝐸 − 𝐴 − 𝐵可逆，证明：
𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵)。

证明题目中有一个好玩的条件：且𝐸−𝐴−𝐵可逆。𝐴(𝐸−𝐴−𝐵) = 𝐴−𝐴2−𝐴𝐵 =
−𝐴𝐵,故 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐴𝐵),同理 𝑟(𝐵) = 𝑟(𝐴𝐵)，故 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵)。

用关于秩的结论也可以证明，读者可以自行证明。



第三部分

解析几何初步
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7

向量及其代数运算

高中的时候大家都学过向量，对于几何向量懂得不能再懂了。本章的向

量更注重于向量的代数运算，即通过坐标法，将向量与空间的维度扩展，应

用延长，创造一个基本的代数空间系统。

本节内容中，高中学过的就不再赘述了，只会讲一讲没有接触过的部分。

考试一般不直接涉及本节的知识点，因为它们都是基础中的基础，也正因如

此同学们也要重视起来这一部分。

7.1 向量基本概念/向量线性运算

本小节的知识点纯复习高中知识，全部略过，同学们自己复习一遍。

课本例 3.1.1是高中定比分点的相关知识，同学们应该也很熟悉，课本
有解析，不再赘述。

7.2 向量共线,共面与线性表示

两个向量 𝒂与 𝒃共线的充要条件是存在不全为零的常数 𝑘1和 𝑘2，使

𝑘1𝒂 + 𝑘2𝒃 = 𝟎

三个向量 𝒂,𝒃,𝒄共面的充要条件使存在不全为 0的常数 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3，使得

𝑘1𝒂 + 𝑘2𝒃 + 𝑘3𝒄 = 𝟎

设 𝒆𝟏, 𝒆𝟐, 𝒆𝟑是空间中不共面得 3个向量，则空间中任一向量 𝒂都可以由
𝒆𝟏, 𝒆𝟐, 𝒆𝟑惟一地表示为：

𝒂 = 𝑥𝒆𝟏 + 𝑦𝒆𝟐 + 𝑧𝒆𝟑
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7.3 空间坐标系与向量的坐标

空间中有八个卦限，不多说。

通过坐标的的形式，向量可以表示为

𝒂 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)

7.3.1 方向余弦

(这个内容很容易理解，考试一般只考套公式)
在空间作图 (或者高中知识)得到：

cos 𝛼 = 𝑥
√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

7.3.2 用坐标表示向量共线与共面

共线⇔坐标对应成比例。共面⇔它们坐标构成的三阶行列式等于 0，即：

|
|
|
||

𝑥1 𝑥2 𝑥3
𝑦1 𝑦2 𝑦3
𝑧1 𝑧2 𝑧3

|
|
|
||

= 0

正交与仿射部分的内容请同学们自行学习，学长记得老师好像略过了这

一部分，但是同学们应该可以自己理解它们。

7.4 模型、套路、题型

作为向量概念的引入部分，本节做做课后题即可，没有需要特别强调的

重点，也不是考试的重点。
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数量积、向量积、混合积

本章将学习数量积、向量积、混合积。每个小节均分为定义、基本性质、

坐标表示和几何应用四个部分，便于读者进行比较、记忆。

8.1 数量积（内积、点积）

定义 8.1.1 (数量积) 设向量 𝒂与 𝒃的夹角为 𝜃，规定 𝒂与 𝒃的数量积是一
个数量，记为 𝒂 ⋅ 𝒃，定义为

𝒂 ⋅ 𝒃 = ‖𝒂‖‖𝒃‖ cos 𝜃. (8.1)

数量积也称内积、点积.
可以看到，这一定义与我们在高中阶段学习的数量积定义完全一致.
数量积具有如下基本性质：

1. 交换律：𝒂 ⋅ 𝒃 = 𝒃 ⋅ 𝒂

2. 分配律：(𝒂 + 𝒃) ⋅ 𝒄 = (𝒂 ⋅ 𝒄) + (𝒃 ⋅ 𝒄)

3. 关于数乘的结合律：(𝑘𝒂) ⋅ 𝒃 = 𝑘(𝒂 ⋅ 𝒃)

数量积的坐标表示：

在三维空间中，向量 𝒂，𝒃可以用基向量 𝒊，𝒋，𝒌表示：𝒂 = 𝑎𝑥𝒊+𝑎𝑦𝒋 +𝑎𝑧𝒌，
𝒃 = 𝑏𝑥𝒊 + 𝑏𝑦𝒋 + 𝑏𝑧𝒌.因此数量积写成坐标形式就是：

𝒂 ⋅ 𝒃 = (𝑎𝑥, 𝑎𝑦, 𝑎𝑧) ⋅ (𝑏𝑥, 𝑏𝑦, 𝑏𝑧) = 𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑎𝑧𝑏𝑧 (8.2)

数量积的几何应用：

1. 判断垂直：两向量 𝒂与 𝒃相互垂直⇔ 𝒂 ⋅ 𝒃 = 0

53
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2. 求夹角：cos (𝒂, 𝒃) = 𝒂 ⋅ 𝒃
‖𝒂‖‖𝒃‖

3. 求向量的模：‖𝒂‖ = √𝒂 ⋅ 𝒂 = √𝑎2
𝑥 + 𝑎2

𝑦 + 𝑎2
𝑧

4. 求射影：𝒃在 𝒂上的射影 (𝒃)𝒂 = 𝒂 ⋅ 𝒃
‖𝒂‖

8.2 向量积（外积、叉积）

定义 8.2.1 (向量积) 规定 𝒂与 𝒃的数量积是一个向量，记为 𝒂 × 𝒃，𝒂 × 𝒃的
方向与 𝒂，𝒃都垂直，且使 𝒂，𝒃，𝒂 × 𝒃符合右手法则（图8.1），𝒂 × 𝒃的模
等于以 𝒂，𝒃为邻边的平行四边形的面积，即 ‖𝒂 × 𝒃‖ = ‖𝒂‖‖𝒃‖ sin (𝒂, 𝒃).

图 8.1 右手法则

向量积也称外积、叉积。

向量积具有如下基本性质：

1. 无交换律：𝒂 × 𝒃 = −𝒃 × 𝒂

2. 分配律：(𝒂 + 𝒃) × 𝒄 = (𝒂 × 𝒄) + (𝒃 × 𝒄)，𝒂 × (𝒃 + 𝒄) = (𝒂 × 𝒃) + (𝒂 × 𝒄)

3. 关于数乘的结合律：(𝑘𝒂) × 𝒃 = 𝒂 × (𝑘𝒃) = 𝑘(𝒂 × 𝒃)

向量积的坐标表示：

利用行列式，可以将向量积表示为：

𝒂 × 𝒃 =
|
|
|
||

𝒊 𝒋 𝒌
𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧
𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧

|
|
|
||
. (8.3)

这一公式可由基向量之间的向量积关系以及向量积的分配律推导出，建

议动手尝试.
向量积的几何应用：

1. 判断共线：两向量 𝒂与 𝒃共线⇔ 𝒂 × 𝒃 = 0

8.3 混合积

定义 8.3.1 (混合积) 规定三个向量 𝒂，𝒃，𝒄 的混合积是一个数，记为
[𝒂 𝒃 𝒄]，[𝒂 𝒃 𝒄] = (𝒂 × 𝒃) ⋅ 𝒄.

混合积具有明显的几何意义：当 𝒂，𝒃，𝒄成右手系时，[𝒂 𝒃 𝒄]的值
为如图8.2平行六面体的体积.当 𝒂，𝒃，𝒄成左手系时，混合积的绝对值表示
体积.
混合积具有如下基本性质：
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1. [𝒂 𝒃 𝒄] = [𝒃 𝒄 𝒂] = [𝒄 𝒂 𝒃]

2. 互换混合积中任意两个向量的位置，则混合积变号.例如：[𝒃 𝒂 𝒄] =
−[𝒂 𝒃 𝒄]

图 8.2 混合积的几何意义

混合积的坐标表示：

利用行列式，可以将混合积表示为：

[𝒂 𝒃 𝒄] =
|
|
|
||

𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧
𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧
𝑐𝑥 𝑐𝑦 𝑐𝑧

|
|
|
||
. (8.4)

利用这一表示，结合行列式的知识，很容易推出混合积的性质 1.
混合的几何应用：

判断共面：三个向量 𝒂，𝒃与 𝒄共面⇔ [𝒂 𝒃 𝒄] = 0

例8.1 求以 𝐴(1, 1, 1)，𝐵(2, 0, 1)，𝐶(0, 0, 1)，𝐷(1, 3, 2)为顶点的四面体的体
积 𝑉 .

解 𝑉 等于以 ⃖⃖⃖⃖⃗𝐴𝐵 = (1, −1, 0)，⃖⃖⃖⃖⃗𝐴𝐶，⃖⃖⃖⃖⃗𝐴𝐷为相邻棱的平行六面体的体积 Ω的
1
6 倍.再由混合积的几何意义知 Ω等于混合积 [⃖⃖⃖⃖⃗𝐴𝐵 ⃖⃖⃖⃖⃗𝐴𝐶 ⃖⃖⃖⃖⃗𝐴𝐷]的绝对值.由
于

[⃖⃖⃖⃖⃗𝐴𝐵 ⃖⃖⃖⃖⃗𝐴𝐶 ⃖⃖⃖⃖⃗𝐴𝐷] =
|
|
|
||

1 −1 0
−1 −1 0
0 2 1

|
|
|
||

= −2

故 Ω = 2，𝑉 = 1
3 .

8.4 总结

表 8.1 总结

结果 几何意义 几何应用

数量积 数量 做功（物理意义） 判断垂直

向量积 向量 平行四边形面积 判断共线

混合积 数量 平行六面体体积 判断共面
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平面与空间直线

9.1 平面的方程

平面的点法式方程

设在空间已经给定平面 π，任取 π上一个固定点 𝑃 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)，以及一个
与 π垂直的非零向量 𝒏 = (𝐴, 𝐵, 𝐶)，称 𝒏为平面的法线向量（简称为法向
量），则平面 π由点 𝑃0和向量 𝒏惟一确定.
设 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧)为平面上任一点，则方程

𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) + 𝐶(𝑧 − 𝑧0) = 0 (9.1)

可用来表示平面 π，称为平面的点法式方程.

平面的一般式方程

将方程（9.1）变形可得：

𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0. (9.2)

这一方程即为平面的一般式方程.
利用平面的一般式方程，可以得到一系列在坐标系中有特殊位置的平面

方程。譬如通过 𝑥轴的方程为 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 = 0.请尝试推出通过原点、平行于坐
标轴、通过坐标轴、垂直于坐标轴的特殊位置平面方程.

平面的截距式方程

设平面 π在 𝑥，𝑦，𝑧轴上分别有截距 𝑎，𝑏，𝑐，其中 𝑎，𝑏，𝑐均为非 0常
数.设 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧)为平面上任一点，则方程

𝑥
𝑎 + 𝑦

𝑏 + 𝑧
𝑐 = 1 (9.3)

称为平面的截距式方程.

56
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平面的参数式方程

设平面 π过点 𝑃 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)，且有两个位于平面 π上且不共线的向量 𝒂 =
(𝐿1, 𝑀1, 𝑁1)，𝒃 = (𝐿2, 𝑀2, 𝑁2).设 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧)为平面上任一点，则

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑥 = 𝑥0 + 𝑠𝐿1 + 𝑡𝐿2,
𝑦 = 𝑦0 + 𝑠𝑀1 + 𝑡𝑀2, (−∞ < 𝑠 < +∞, −∞ < 𝑡 < +∞)
𝑧 = 𝑧0 + 𝑠𝑁1 + 𝑡𝑁2.

(9.4)

可用来表示平面 π，称为平面的参数式方程.其中每一对 𝑠，𝑡确定平面 π上

一点 𝑃 .

例9.1 已知平面的参数式方程，求平面的点法式方程？

解 根据方程9.4，立即可以写出平面过点 𝑃 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)，并写出平面内两个不
共线的向量 𝒂 = (𝐿1, 𝑀1, 𝑁1)，𝒃 = (𝐿2, 𝑀2, 𝑁2).则可取法向量 𝒏 = 𝒂 × 𝒃，即
可写出点法式方程.

9.2 空间直线的方程

直线的参数式方程

设在空间已经给定直线 𝐿，任取 𝐿上一个固定点 𝑃 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)，以及一个
与 𝐿平行的非零向量 𝒂 = (𝑙, 𝑚, 𝑛)，称 𝒂为直线 𝐿的方向向量.则方程

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑥 = 𝑥0 + 𝑡𝑙,
𝑦 = 𝑦0 + 𝑡𝑚, (−∞ < 𝑡 < +∞)
𝑧 = 𝑧0 + 𝑡𝑛.

(9.5)

可表示直线 𝐿，称为直线的参数式方程.若分别用 𝒓，𝒓𝟎表示 𝑃，𝑃0的向径，

则上式可写为

𝒓 = 𝒓𝟎 + 𝑡𝒂. (9.6)

直线的对称式方程

将式9.5消去参数 𝑡，即可写成：

𝑥 − 𝑥0
𝑙 = 𝑦 − 𝑦0

𝑚 = 𝑧 − 𝑧0
𝑛 (9.7)

称为直线的对称式方程.对称式方程的几何意义也十分明显，它表示直线通
过点 𝑃 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)，且以 𝒂 = (𝑙, 𝑚, 𝑛)为方向向量.

提醒 值得注意的是，（9.7）是比例式，这意味着 𝑙，𝑚，𝑛可能出现 1或 2个
等于 0的情形.
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直线的一般式方程

两平面相交得一直线.设两个不平行平面 π1 ∶ 𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧 + 𝑑1 = 0，
π2 ∶ 𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2𝑧 + 𝑑2 = 0，则交线可由两平面方程联立所得的方程组来表
示。即

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧 + 𝑑1 = 0,
𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2𝑧 + 𝑑2 = 0.

(9.8)

例9.2 已知直线的一般式方程，求直线的参数式方程或对称式方程？

解 由方程组9.8，并根据几何性质，立即可以写出直线的方向向量 𝒂 =
(𝑎1, 𝑏1, 𝑐1) × (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2).又因为方程组9.8一定有非零解（第 4章将说明这个
问题），可以求得直线上一点.则参数式或对称式方程可以写出.

9.3 两个平面的位置关系

定义 9.3.1 (两个平面的夹角) 设两个平面 π1，π2的两个法向量分别为 𝒏𝟏，

𝒏𝟐，则我们把这两个法向量的夹角 𝜃称为这两个平面的夹角（通常取锐角，
与高中阶段的二面角不同）.𝜃可由

cos 𝜃 = |𝒏𝟏 ⋅ 𝒏𝟐|
‖𝒏𝟏‖‖𝒏𝟐‖

来确定.

特别的，有

1. π1与 π2平行⇔ 𝒏𝟏 ∥ 𝒏𝟐

2. π1与 π2垂直⇔ 𝒏𝟏 ⟂ 𝒏𝟐

对于平面 π1 ∶ 𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧 + 𝑑1 = 0，π2 ∶ 𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2𝑧 + 𝑑2 = 0，从
几何上看，它们的位置关系只有 3种可能，即相交、平行而不重合以及重合；
从代数上看，总结如下：

1. π1与 π2相交⇔ 𝒏𝟏与 𝒏𝟐不平行⇔ 𝑎1 ∶ 𝑏1 ∶ 𝑐1 ≠ 𝑎2 ∶ 𝑏2 ∶ 𝑐2

2. π1与 π2平行而不重合⇔ 𝑎1
𝑎2

= 𝑏1
𝑏2

= 𝑐1
𝑐2

≠ 𝑑1
𝑑2

3. π1与 π2重合⇔ 𝑎1
𝑎2

= 𝑏1
𝑏2

= 𝑐1
𝑐2

= 𝑑1
𝑑2

提醒 我们一般认为，重合是一种特殊的平行.

例9.3 求通过点 𝑃1(−1, 0, 2)，𝑃2(1, 1, 1)，且与平面 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 1 = 0垂直的
平面的方程.
解 设所求平面的法向量为 𝒏，则由几何关系易知 𝒏 ⟂ ⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑃1𝑃2，𝒏 ⟂ (1, 1, 1)，于
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是可取

𝒏 = ⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑃1𝑃2 × (1, 1, 1) = (2, −3, 1)

再任意使用 𝑃1或 𝑃2作为点法式中的“点”，可求得平面的点法式方程，化简

为 2𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 = 0.

提醒 在高中阶段，我们可能更习惯于将 𝒏的三个坐标设出，利用两个垂直
条件联立求非零解.这个题目提供给了我们一种求法向量的新思路，也即使
用叉乘.
另外，若题目没有要求，为了减少失误，通常我们求平面方程写到点法式即

可，不需要转化为一般式.

9.4 两条直线的位置关系

定义 9.4.1 (两条直线的夹角) 设两个平面 𝐿1，𝐿2的两个方向向量分别为

𝒂𝟏，𝒂𝟐，则我们把这两个方向向量的夹角 𝜃称为这两条直线的夹角（通常取
锐角）.𝜃可由

cos 𝜃 = |𝒂𝟏 ⋅ 𝒂𝟐|
‖𝒂𝟏‖‖𝒂𝟐‖

来确定.

特别的，有

1. 𝐿1与 𝐿2平行⇔ 𝒂𝟏 ∥ 𝒂𝟐

2. 𝐿1与 𝐿2垂直⇔ 𝒂𝟏 ⟂ 𝒂𝟐

对于上述两条直线，从几何上看，它们的位置关系只有 4种可能，即异
面、相交于一点、平行而不重合或重合；从代数上看，取 𝐿1上一点 𝑃1，𝐿2上

一点 𝑃2，总结如下：

1. 𝐿1与 𝐿2异面⇔三个向量 𝒂𝟏，𝒂𝟐，⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑃1𝑃2不共面

2. 𝐿1与 𝐿2相交于一点⇔三个向量 𝒂𝟏，𝒂𝟐，⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑃1𝑃2共面且 𝒂𝟏 ∦ 𝒂𝟐

3. 𝐿1与 𝐿2平行而不重合⇔ 𝒂𝟏 ∥ 𝒂𝟐 ∦ ⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑃1𝑃2

4. 𝐿1与 𝐿2重合⇔ 𝒂𝟏 ∥ 𝒂𝟐 ∥ ⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑃1𝑃2

另外，𝐿1与𝐿2共面⇔三个向量 𝒂𝟏，𝒂𝟐，⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑃1𝑃2共面⇔ [𝒂𝟏 𝒂𝟐 ⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑃1𝑃2] = 0

提醒 判断两直线共面，有两种方法，一是使用上述混合积的方法；二是先

判断是否平行（平行一定共面，用方向向量判断），若不平行，判断是否相

交（联立直线方程观察有无解）.
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9.5 直线与平面的位置关系

定义 9.5.1 (直线与平面的夹角) 一条直线 𝐿与 𝐿在平面 π上的投影直线

的夹角 𝜑，称为直线 𝐿与平面 π的夹角.
当 𝐿与 π垂直时，规定 𝐿与 π的夹角为

π

2 .

设 𝒂是直线 𝐿的方向向量，𝒏是平面 π的法向量.特别的，有

1. 𝐿与 π平行⇔ 𝒂 ⟂ 𝒏

2. 𝐿与 π垂直⇔ 𝒂 ∥ 𝒏

对于平面 π ∶ 𝐴𝑥+𝐵𝑦+𝐶𝑧+𝐷 = 0和直线𝐿 ∶ 𝑥 − 𝑥0
𝑙 = 𝑦 − 𝑦0

𝑚 = 𝑧 − 𝑧0
𝑛 ，

对二者交点的讨论如下：

1. 当 𝐴𝑙 + 𝐵𝑚 + 𝐶𝑛 ≠ 0时，𝐿与 π交于一点

2. 当 𝐴𝑙 + 𝐵𝑚 + 𝐶𝑛 = 0时，若 𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0 + 𝐷 ≠ 0，则 𝐿与 π平行

3. 当 𝐴𝑙 + 𝐵𝑚 + 𝐶𝑛 = 0时，若 𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0 + 𝐷 = 0，则 𝐿在平面 π上

提醒 以上三个小节关于位置关系的问题，本质上都可以通过将方程联立，

讨论解的个数，从而将其代数化.请尝试用这一思想证明上述关于直线与平
面交点的讨论.

9.6 距离

点到平面的距离

给定平面 π ∶ 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0以及平面 π外一点 𝑃1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1)，取
平面 π上一点 𝑃0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0).则点 𝑃1到平面 π的距离 𝑑为

𝑑 = |𝐴𝑥1 + 𝐵𝑦1 + 𝐶𝑧1 + 𝐷|
√𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2

(9.9)

称为点到平面的距离公式.

提醒 注意到 𝑑为 ⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑃0𝑃1在平面的法向量 𝒏上射影的绝对值，请尝试推导点
到平面的距离公式.另外，这个公式在形式上与二维平面内点到直线的距离
公式非常类似，可以联系记忆.

点到直线的距离

给定直线𝐿以及直线𝐿外一点 𝑃1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1)，取直线𝐿上一点 𝑃0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)，
直线 𝐿的方向向量为 𝒂.则点 𝑃1到直线 𝐿的距离 𝑑为

𝑑 = ‖⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑃0𝑃1 × 𝒂‖
‖𝒂‖ (9.10)



9.6 距离 61

称为点到直线的距离公式.

提醒 这一公式的推导和记忆都可以借助几何方法.‖⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑃0𝑃1 × 𝒂‖表示平行四边
形的面积，除以底边长度 ‖𝒂‖即为高.如图 9.1.

图 9.1 点到直线的距离

异面直线的距离

所谓异面直线 𝐿1与 𝐿2的距离，是指两直线上的点之间的最短距离.设
直线 𝐿1，𝐿2的方向向量分别为 𝒂𝟏，𝒂𝟐，取直线 𝐿1上一点 𝑃1，𝐿2上一点 𝑃2.
则两直线的距离 𝑑为

𝑑 = |[𝒂𝟏 𝒂𝟐 ⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑃1𝑃2]|
‖𝒂𝟏 × 𝒂𝟐‖ (9.11)

称为点到直线的距离公式.

提醒 这一公式的推导和记忆都可以借助几何方法.|[𝒂𝟏 𝒂𝟐 ⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑃1𝑃2]|表示以
𝒂𝟏，𝒂𝟐为邻边构成的平行四边形为底，以 ⃖⃖⃖⃖⃖⃖⃗𝑃1𝑃2为侧棱的平行六面体的体积，

除以底面积 ‖𝒂𝟏 × 𝒂𝟐‖，即为高.
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￩￩ 欢迎同学们加入彭小帮�.�与我们一起学习进步！

在这里，有
>> 热心答疑的学长学姐；
>> 高数、线代、概率论的往年真题；
>> 持续更新的学科笔记；
>> ……

我们更期待你能加入我们，为同学们打造一流的学习氛围、奉献一流的学习资料！
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