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线性代数(前3章)的美

李居洋

October 13, 2023
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前言

试着证明以下结论：|AB| = |A||B|, 可逆矩阵一定能够被分解为有限个
初等矩阵的乘积, 初等变换不改变矩阵的秩。有没有发现，其实不是那么好

证明呢？

事实上，知道怎么证明并不意味着什么，我希望能够通过一个又一个

证明和习题将线性代数的内容串起来，展现出知识的框架体系。

我个人在整理这篇笔记时，真是越整理越兴奋，深刻地感受到了线性

代数的美。我希望这篇笔记能够帮助同学们从繁杂的计算中抽离出来，一

起来感受线性代数世界的精彩。

重要的备注：

1. 本篇笔记对考试或许帮助没那么大，不过我相信花点时间梳理一下学

的东西总是有好处的.

2. 本篇笔记中，带*号的内容代表补充内容，可以直接当结论记住。

3. 我是一个不细心的人，所以在本篇笔记中肯定有乱七八糟的错误，发

现的同学请找我说一下，谢谢！

1 行列式

*问题1.
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1. 从行列式的第二公理化定义(有没有感觉和消元的过程很像)，推导行

列式的第一公理化定义

2. 从行列式的第一公理化定义，推导行列式的表达式

注记.

本问题是补充内容，但是它是很多问题的基石。自然地理解了它之后，

行列式就变得亲切可爱了，我们也就能更自然地使用这个工具。

行列式的第二公理化定义是可以很自然地从求解线性方程组的过程中

总结出来的，继而推出第一公理化定义，最后就能得到行列式的表达式了。

(证明可参考https://zhuanlan.zhihu.com/p/76526424)

行列式很好地体现了数学中抽象的思想。求解线性方程组的问题本身

就是从实际问题中抽象出来的，我们又把方程组抽象成了系数矩阵，继

而仅通过系数矩阵研究解的存在性，最终得到了行列式(行列式的英文名

叫determinant，意思就是行列式是否为零决定了解是否存在)。

行列式的引入有很多种方式，我个人感觉这是最自然的。另外，从几

何的角度能很好地将行列式的各项性质展现出来。

行列式不是唯一一种将矩阵变换为一个数的方式，如果将行列式中每

一项的(−1)τ(j1,j2,...,jn)去掉，那么同样可以得出一种变换方式，名叫永久

式(permanent)，也有它自己的意义(https://www.zhihu.com/question/444702003)。

*问题2. 了解什么是拉普拉斯展开(顺带复习什么是子式、余子式、代数余

子式)，并证明以下结论：

1. 按某一行/列的代数余子式展开是行拉普拉斯展开式的特例

2. 证明： ∣∣∣∣∣Am∗m O

O Bn∗n

∣∣∣∣∣ = ∣∣∣Am∗m

∣∣∣ ∗ ∣∣∣Bn∗n

∣∣∣

注记. 在矩阵的秩一章中，子式的概念第一次在书中正式定义。但早在行

列式第一章中，代数余子式的概念就已经出现了。通过了解拉普拉斯展开
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式的概念，相信你能将这些概念串起来。(可参考https://www.zhihu.com/question/66764738/answer/1101920267)

2 矩阵

2.1 矩阵乘法

问题3. 证明以下四种矩阵乘法的理解方式等价：

1. C[i, j] = (A[i, :])TB[:, j]

2. C[i, :] =
∑k=n

k=1 A[i, k]B[k, :](将B理解为行向量的向量组)

3. C[:, j] =
∑k=n

k=1 A[:, k]B[k, j](将B理解为行向量的集向量组)

4. 先分块再乘(见书P61分块矩阵的乘法)

注：C[i, j]代表矩阵C第i行第j列的元素；C[i, :]代表第i行全体； C[:, j]代表

第j列全体。

Moodle上面有一道矩阵乘法的题，大家可以按照这三种形式，写三种矩阵

乘法的算法作为练习ˆ ˆ

注记. 这个问题其实非常简单，把所有的记号理解了就行了。第二、三种

理解方式可以很好地将初等矩阵看成行/列变换。例如对于矩阵

P =


1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1


PA可以看作将矩阵A的第2、3行互换，BP可以看作将矩阵B的第2、

3列互换。

这个用动画可能更清楚，可以参考Gilbert Strang讲这一节时的视频，

或BV1ZG4y1a7RQ

*问题4. 利用行列式的第一公理化定义，证明：∣∣∣AB∣∣∣ = ∣∣∣A∣∣∣ ∣∣∣B∣∣∣
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自然的推论：可逆矩阵A的行列式不为0

注记. 这里体现出了”等价的威力”：通过行列式的第一公理化定义，我们

就不需要繁琐地展开来计算。

2.2 逆矩阵

问题5. 证明：若AB = I，则BA = I

问题6. 有限个初等矩阵的积一定是可逆矩阵，可逆矩阵一定能表示为有

限个初等矩阵的积。(书中定理2.4.3，P72)

注记.

此定理需要一个”桥梁”，即可逆矩阵一定可以通有限次的初等变换变

成单位矩阵(高斯消元法及前一问题的结论)(这个过程也能证明行列式为0的

矩阵不可逆。书中P53则给出了若知道Cramer法则后的另一种证明，不过

我觉得这个证法更好想)。

此时，我们已经有了不少可逆矩阵的等价定义：

1. 存在矩阵B，使得AB = I

2. 存在矩阵B，使得BA = I

3. 可以通过有限次初等变换变为单位矩阵的矩阵

4. 行列式不为零的矩阵

* 任意行(列)向量不能被其它行(列)向量线性表出

每一个等价定义，都代表一种理解概念的方式，从合适的等价定义出

发，可以大大简化解题的过程。我们在证明|AB| = |A||B|时，我们就已经
见识过了”等价的威力”。
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问题7. 证明以下结论：

1. AA∗ = |A|I(书中P52，定理2.2.1)

(推论：若矩阵A可逆，则A−1 = A∗

|A|)

2. 通过系数矩阵行列式判断根的个数，并证明Cramer法则

2.3 矩阵的秩

问题8. 证明等价矩阵有相同的秩(书上P70，定理2.5.1)

注记.

这个定理的重要性在于由于一切矩阵都可以通过有限次的初等变换变

为秩标准形，故我们就得到了求秩的一种通法，这也可以看作是秩的定义。

*问题9. 证明秩的定义和以下定义等价：如果将矩阵看作一个向量组，

那么矩阵的秩就是其所含的最大无关向量组中向量的个数。(书中P158 定

义4.3.2)

注记.

个人感觉这个秩的定义更加自然，证明上一个问题也更加好证。不过

无所谓，总之我们现在又多了一个秩的等价定义了，是不是很高兴啊:-)

3 几何向量

问题10. 证明以下结论：

1. 点乘的定义式(即两向量长度的乘积乘以夹角的余弦值)和点乘的坐标

表示等价

2. 若向量a垂直于向量b，则a · b = 0

3. 若ATA = 0，则A = 0(书上P50 (B)组第二题)
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注记.

这几个问题中，比较有难度的是第一个问题。当然，可以一股脑地全

展开，但更优雅和本质的做法或许是用类似我们引出行列式的方法：先证

明此结论对(1, 0) · (0, 1)成立，再证明满足数乘、加法和分配律等，最后得
出结论。(可以参考B站3B1B的线性代数中关于内积和叉乘的部分)

这样，理解点乘的方式就有三种：按定义理解，按坐标式理解和按几

何意义理解。

问题11. 证明以下结论：

1. 叉乘的定义式(即两向量的长度乘以夹角的正弦值)和叉乘的坐标表示

等价

2. 若a + b + c = 0，证明a × b = b × c = c × a，并给出几何解释。(书

上P113 (B)组第一题)

注记.

与证明点积定义的等价性的方式类似，这个题也最好不要直接拆开。

同时，可以利用二阶矩阵行列式的几何意义来简化过程。



线性代数辅导书题目精选

王羽婕

October 2023

1 行列式

例 1.6 计算 n 阶行列式 Dn = |aij |, 其中 aij = |i− j|,(i,j=1,2,3,...,n).

解：由 Dn 的定义知∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 . . . n− 2 n− 1

1 0 1 . . . n− 3 n− 2

2 1 0 . . . n− 4 n− 3
...

...
...

...
...

n− 2 n− 3 n− 4 . . . 0 1

n− 1 n− 2 n− 3 . . . 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
先把第 n-1 行的（-1）倍加到 n 行，再把第 n-2 行的（-1）倍加到 n-1

行，由此类推至把第 1 行的（-1）倍加到第 2 行得

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 . . . n− 2 n− 1

1 −1 −1 . . . −1 −1

1 1 −1 . . . −1 −1
...

...
...

...
...

1 1 1 . . . −1 −1

1 1 1 . . . 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1



将第 n 列分别加至前边各列

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n− 1 n n+ 1 . . . 2n− 3 n− 1

0 −2 −2 . . . −2 −1

0 0 −2 . . . −2 −1
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . −2 −1

0 0 0 . . . 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n−12n−2(n− 1)

例 1.8 计算 n 阶行列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x −1 0 . . . 0 0

0 x −1 . . . 0 0

0 0 x . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . x −1

an an−1 an−2 . . . a2 x+ a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

解：先把第 n列的 x倍加到第 n-1列，再把第 n-1列的 x倍加到第 n-2
列,......., 最后吧第 2 列的 x 倍加到第 1 列得

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 0 . . . 0

0 0 −1 . . . 0

0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
0 0 0 . . . −1

xn +
∑n−1

k=0 an−kx
k xn−1 +

∑n−2

k=0 an−1−kx
k xn−2 +

∑n−3

k=0 an−2−kx
k . . . x+ a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
根据第 1 列展开得：

Dn = (−1)n+1(xn +

n−1∑
k=0

an−kx
k)(−1)n−1

= xn +

n−1∑
k=0

an−kx
k

2



例 1.9 计算 n 阶行列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ b ab 0 . . . 0 0

1 a+ b ab . . . 0 0

0 1 a+ b . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . a+ b ab

0 0 0 . . . 1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

方法一： 将 Dn 按照第一行展开，得：

Dn = (a+ b)Dn−1 − ab

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ab . . . 0 0

0 a+ b . . . 0 0
...

...
...

...
0 0 . . . a+ b ab

0 0 . . . 1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

再将

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ab . . . 0 0

0 a+ b . . . 0 0
...

...
...

...
0 0 . . . a+ b ab

0 0 . . . 1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
按照第 1 列展开, 得

Dn = (a+ b)Dn−1 − abDn−2

可用特征方程求解

以下是对特征方程的知识补充： 考虑 an+2 = pan+1 + qan,n ∈ N+.
1. 若 a，b 是方程 x2 − px− q = 0 的根，a ̸= b, 则

an = Aan−1 +Bbn−1

其中 A，B 由 a1,a2 唯一地确定

3



2. 若方程 x2 − px− q = 0 有唯一的根 a, 则

an = (A+Bn)an−1

其中 A，B 由 a1,a2 唯一地确定

方法二： 将 Dn 按第 1 列分成两个行列式，得

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a ab 0 . . . 0 0

0 a+ b ab . . . 0 0

0 1 a+ b . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . a+ b ab

0 0 0 . . . 1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b ab 0 . . . 0 0

1 a+ b ab . . . 0 0

0 1 a+ b . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . a+ b ab

0 0 0 . . . 1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

针对

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b ab 0 . . . 0 0

1 a+ b ab . . . 0 0

0 1 a+ b . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . a+ b ab

0 0 0 . . . 1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
的处理与例 1.8 的很相近，将第

1 列的（-a）倍加到第 2 列上，将第 2 列的（-a）倍加到第 3 列上,......，将
第 n-1 列的（-a）倍加到第 n 列，得：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b 0 0 . . . 0 0

1 b 0 . . . 0 0

0 1 b . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . b

0 0 0 . . . 1 b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= bn

因此 Dn = aDn−1 + bn

4



同理，将 Dn 分成

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a ab 0 . . . 0 0

1 a+ b ab . . . 0 0

0 1 a+ b . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . a+ b ab

0 0 0 . . . 1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b ab 0 . . . 0 0

0 a+ b ab . . . 0 0

0 1 a+ b . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . a+ b ab

0 0 0 . . . 1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= bDn−1 + an

两式联立解得

Dn =
an+1 − bn+1

a− b
(a ̸= b)

a=b 时，容易解得 Dn = (n+ 1)an

例 1.12 计算 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n− 1 n

2 3 4 · · · n 1

3 4 5 · · · 1 2
...

...
...

...
...

n− 1 n 1 · · · n− 3 n− 2

n 1 2 · · · n− 2 n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解：行和相等，把各列元素加到第 1 列，提出公因子 n(n+1)

2
, 得：

Dn =
n(n+ 1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n− 1 n

1 3 4 · · · n 1

1 4 5 · · · 1 2
...

...
...

...
...

1 n 1 · · · n− 3 n− 2

1 1 2 · · · n− 2 n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
从此处起的思路与例 1.6相仿，由于相邻两行错位排放，从最后一行起，

5



依次减去前一行，得：

Dn =
n(n+ 1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n− 1 n

0 1 1 · · · 1 1− n

0 1 1 · · · 1− n 1
...

...
...

...
...

0 1 1− n · · · 1 1

0 1− n 1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
按照第一列展开，得：

Dn =
n(n+ 1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1− n

1 1 · · · 1− n 1
...

...
...

...
1 1− n · · · 1 1

1− n 1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
n(n+ 1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1− n

0 0 · · · −n n
...

...
...

...
0 −n · · · 0 n

−n 0 · · · 0 n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
将各行乘以 1

n
加到第 1 行得：

Dn =
n(n+ 1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 0 −1

0 0 · · · −n n
...

...
...

...
0 −n · · · 0 n

−n 0 · · · 0 n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

n(n−1)
2 · n+ 1

2
· nn−1

例 1.16 计算 n 阶行列式（其中 ai ̸= 0, i = 1, 2, · · · , n）

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an−1
1 an−1

2 an−1
3 · · · an−1

n

an−2
1 b1 an−2

2 b2 an−2
3 b3 · · · an−2

n bn
...

...
...

...
a1b

n−2
1 a2b

n−2
2 a3b

n−2
3 · · · anb

n−2
n

bn−1
1 bn−1

2 bn−1
3 · · · bn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6



解:从 Dn 的第 j列提取因子 an−1
j ,(j=1,2,· · · ,n),由范德蒙行列式的结论得：

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
b1
a1

b2
a2

b3
a3

· · · bn
an...

...
...

...(
b1
a1

)2 (
b2
a2

)2 (
b3
a3

)2 · · ·
(
bn
an

)2(
b1
a1

)n−1 (
b2
a2

)n−1 (
b3
a3

)n−1 · · ·
(
bn
an

)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a1a2 · · · an)n−1 ∏

1≤j<i≤n

(
bi
ai

− bj
aj

)
计算题.1(3): 利用行列式得性质计算下列行列式：∣∣∣∣∣∣∣

246 427 327

14 543 443

−342 721 621

∣∣∣∣∣∣∣
突破点： 每行之和为 1000
解：∣∣∣∣∣∣∣
246 427 327

14 543 443

−342 721 621

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1000 427 327

1000 543 443

1000 721 621

∣∣∣∣∣∣∣ = 1000

∣∣∣∣∣∣∣
1 427 327

1 543 443

1 721 621

∣∣∣∣∣∣∣

= 1000

∣∣∣∣∣∣∣
1 100 327

1 100 443

1 100 621

∣∣∣∣∣∣∣ = 105

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 327

1 1 443

1 1 621

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

2 矩阵

例 2.12 设矩阵 A=


1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1
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(1) 求 An(n=2,3,......);

解：A2=


1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1



1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1

=


4 0 0 0

0 4 0 0

0 0 4 0

0 0 0 4

=4E.

由此可得：A2k = (A2)k = (4E)k = 4kE. A2k+1 = (A2)kA = (4E)kA =

4kA.(k=1,2,......)

(2) 若方阵 B 满足 A2 +AB −A = E, 求 B.

解：由 A2 = 4E 可知 A 可逆，且 A−1 = 1
4
A, 故由 A2 +AB −A = E,

得：
AB = E +A−A2

B = A−1(E +A−A2)

B = A−1 + E −A =
1

4
A+ E −A = E − 3

4
A.

例 2.15 设 A、B、C、D 均为 n 阶矩阵，且 A 可逆，证明：∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ = |A||D − CA−1B|;

证（1）由于分块行列式的相乘：∣∣∣∣∣P R

O Q

∣∣∣∣∣ = |P ||Q|

我们设法通过分块矩阵的相乘将

∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ 中的矩阵 C 化为 O.

[
E O

−CA−1 E

][
A B

C D

]
=

[
A B

O D − CA−1B

]

由于矩阵行列式的乘法原则，且

∣∣∣∣∣ E O

−CA−1 E

∣∣∣∣∣ = |E||E| = 1, 两边同时取行
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列式，即得： ∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ = |A||D − CA−1B|

例 2.16 设 A 为 m× n 阶矩阵，B 为 n×m 阶矩阵，证明：|Im −AB| =
|In −BA|.

证由分块矩阵乘法得：[
Im O

−B In

][
Im A

B In

]
=

[
Im A

O In −BA

]
[
Im −A

O In

][
Im A

B In

]
=

[
Im −AB O

B In

]
以上两式两端分别取行列式得：∣∣∣∣∣Im A

B In

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣Im A

O In −BA

∣∣∣∣∣ = |In−BA|,

∣∣∣∣∣Im A

B In

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣Im −AB O

B In

∣∣∣∣∣ = |Im−AB|

故结论得证.

例 2.17 设 A、B 均为 n 阶方阵，且满足 A2 = I,B2 = I, |A|+ |B| = 0.

证明：|A+B| = 0.

由 A2 = I 两边取行列式得 |A| = ±1, 同理 |B| = ±1, 又因为 |A| =
−|B|. 得：

|A+B| = |AI+IB| = |AB2+A2B| = |A(B+A)B| = |A||B+A||B| = −|A+B|.

于是得 |A+B| = 0.

计算题.6 设 A=

2 2

3

,B=

1 1 1

3 3 3

2 2 2

, 矩阵 X 满足 AXA − ABA =

XA−AB, 求 X3.
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AXA−ABA = XA−AB

AXA−XA = ABA−AB

(A− I)XA = AB(A− I)

X = (A− I)−1AB(A− I)A−1

X = (A− I)−1(A−1)−1B(AA−1 −A−1)

X = (A−1(A− I))−1B(I −A−1)

X = (I −A−1)−1B(I −A−1)

因此，可以得到：
X3 = (I −A−1)−1B3(I −A−1)

代入 A、B 即可求解.

3 几何向量及其应用

例 3.11 已知两直线的方程为：L1:

2x− 2y − z + 1 = 0

x+ 2y − 2z − 4 = 0
,L2:x−1

1
= y+2

2
=

z
−1

.

(1) 证明两直线异面
(2) 求它们之间的距离
(3) 求此二直线的公垂线方程

由于几何向量部分的题技巧性较弱，题型大同小异，此处展示一道比较
全面题，分析其思路，具体答案请参考教辅书。申明：以下的向量不特殊表
示（a、b、PQ 均为向量）

思路 （1）由于 L1 为直线的一般式，通过两平面法向量叉乘得到直线的
方向向量，结合一般式可得直线上的一点；
证明两直线异面的方法：取两条直线上各一点 P、Q，两直线的方向向

量 a、b。[a b PQ] ̸= 0(三个向量的混合积)，则两直线异面。
(2) 已知方向向量 a、b，a × b 为垂直于两条直线的向量，两条直线的

距离即为 PQ 在 a× b 上的射影。
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(3)a × b 即为两直线公垂线的方向向量，由于公垂线上的点不便求得，
用一般式来表示公垂线更为方便。显然，公垂线为 a、a× b 确定平面与 b、
a × b 确定平面的交线。且两个平面都可以由点法式得到（直线上的点即为
平面上的点，平面上两向量叉乘的结果即为平面上的法向量）

证明题.2 若 a× b+ b× c+ c× a = 0, 则 a、b、c 共面
证明：式子两边同时点乘 a，得：

a · a× b+ a · b× c+ a · c× a = 0

由于叉乘的几何意义, 即

a · b× c = 0

[a b c] = 0

则 a、b、c 共面，得证。
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MOOC习题

（注：思路并不是唯一的，也很可能不是最优的）

行列式相关：

1、 （MOOC期中模拟 1，4）A = (𝛼,𝛾1,𝛾2,𝛾3)，B = (𝛽,𝛾1,𝛾2,𝛾3)，|𝐴|

= 4，|B| = 1，求|𝐴 + 𝐵|。

思路：行列式的基本性质

解答：|𝐴 + 𝐵| = |(𝛼 + 𝛽,2𝛾1,2𝛾2,2𝛾3)|

   = |(𝛼,2𝛾1,2𝛾2,2𝛾3)| + |(𝛽,2𝛾1,2𝛾2,2𝛾3)|

   = 8|(𝛼,𝛾1,𝛾2,𝛾3)| + 8|(𝛽,𝛾1,𝛾2,𝛾3)|

 = 8|A| +8|B| = 40

2、（MOOC行列式习题）D = | 2 ―3
―1 5

  1  5
  7 ―8

2    2
0    1

2   2
―1   0| ，求M14 + M24 +

M34 + M44

思路：1、D的第 4列元素的余子式之和，是将 D的第 4列换为

( ― 1)𝑖 + 4的行列式的值

2、数字行列式求值

解答：

M14 + M24 + M34 + M44



= ―A14 + 𝐴24 ― 𝐴34 + 𝐴44

= | 2 ―3
―1 5

  1 ―1
  7 1

2    2
0    1

   2 ―1
―1 1 | = ― | ―1 5

0 7    7 1
15  1

   0  12
   0  1

   16 1
―1 1|

= | ―1 5
  0 1  7 1

―1  1
   0  0
   0  0     28 ―11

 22 ―6 | = | ―1 5
1| × | 28 ―11

 22 ―6 | = ―74

3、（MOOC期中模拟 1，7）计算| 2 2 2
a b c
a2 b2 c2|

思路：化为范德蒙行列式

解答：| 2 2 2
a b c
a2 b2 c2| = 2| 1 1 1

a b c
a2 b2 c2| = 2(𝑏 ― 𝑎)(𝑐 ― 𝑎)(𝑐 ― 𝑏)

4、（MOOC期中模拟 3，1）已知 𝑥，𝑦，z 两两不相等，则

|x + y z z2

y + z x x2

z + x y y2| = 0 的充要条件是（）

A.  𝑥𝑦𝑧 = 0             B.𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0   

C. 𝑥 = ―𝑦 ,  𝑧 = 0       D.𝑦 = ―𝑧 ,  𝑥 = 0

思路：后两列是范德蒙行列式，可以将第 2列加到第 1列上，然后



转化为范德蒙行列式

解答：

|x + y z z2

y + z x x2

z + x y y2| = |x + y + z z z2

x + y + z x x2

x + y + z y y2|
  = (x + y + z)|1 z z2

1 x x2

1 y y2|
    = (x + y + z)(𝑦 ― 𝑧)(𝑥 ― 𝑧)(𝑦 ― 𝑥)

由 𝑥，𝑦，z 两两不相等，得x + y + z = 0

PS：此题为选择题，且转化为范德蒙行列式的思路不易想到，因此

直接尝试对 4个选项找反例，或暴力计算出行列式的值，并与 4个

选项对照也是合适的方法。

5、（MOOC期中模拟 3，11）

𝐴𝑛 = (
2𝑎 1 0
𝑎2 2𝑎 1
0 𝑎2 2𝑎

…
…
…

⋮  ⋮   ⋮
0  0   0
0  0   0

⋱
…
…

0  0   0
0   0   0
0   0   0
⋮ ⋮ ⋮

2𝑎 1 0
𝑎2 2𝑎 1

0  0   0   … 0   𝑎2 2𝑎
)    𝒙 = ( 𝑥1

𝑥2
⋮

𝑥𝑛 ― 1
𝑥𝑛

)   𝒃 = (1
0
⋮
0
0

)
(1) 证明：|A| = (𝑛 + 1)𝑎𝑛

(2) 当 a为何值时，𝐴𝒙 = 𝒃有唯一解？并在此时求𝑥1和𝑥n

思路：



(1) “三对角行列式”的通项公式，通常使用数学归纳法与按行展

开来证明。

(2) 有关方程唯一解，使用 Cramer法则

解答：

(1) |𝐴1| = 2a,|𝐴2| = 3𝑎2,满足条件

若|𝐴𝑛| = (𝑛 + 1)𝑎𝑛, |𝐴𝑛 ― 1| = 𝑛𝑎𝑛 ― 1

则|𝐴𝑛 + 1| = 2𝑎|𝐴𝑛| ― |𝑎
2 1 0

0 2𝑎 1
0 𝑎2 2𝑎

…
…
…

⋮  ⋮   ⋮
0  0   0
0  0   0

⋱
…
…

0  0   0
0   0   0
0   0   0
⋮ ⋮ ⋮

2𝑎 1 0
𝑎2 2𝑎 1

0  0   0  … 0 𝑎2 2𝑎
|

 = 2𝑎|𝐴𝑛| ― 𝑎2|𝐴𝑛 ― 1|

 = 2(𝑛 + 1)𝑎𝑛 + 1 ― 𝑛𝑎𝑛 + 1

 = (𝑛 + 2)𝑎𝑛 + 1

(2) 根据 Cramer法则

𝐴𝒙 = 𝒃有唯一解 ⇔|A| ≠ 0 ⇔(𝑛 + 1)𝑎𝑛 ≠ 0  ⇔ a ≠ 0

𝑥1 =

|
1 1 0
0 2𝑎 1
0 𝑎2 2𝑎

…
…
…

⋮  ⋮   ⋮
0  0   0
0  0   0

⋱
…
…

0  0   0
0   0   0
0   0   0
⋮ ⋮ ⋮

2𝑎 1 0
𝑎2 2𝑎 1

0  0   0  … 0 𝑎2 2𝑎
|

|𝐴n|
=

|𝐴n ― 1|
|𝐴n|

=
n

(𝑛 + 1)𝑎



𝑥𝑛 =

|
2𝑎 1 0
𝑎2 2𝑎 1
0 𝑎2 2𝑎

…
…
…

⋮  ⋮   ⋮
0  0   0
0  0   0

⋱
…
…

0  0   1
0   0   0
0   0   0
⋮ ⋮ ⋮

2𝑎 1 0
𝑎2 2𝑎 0

0  0   0  … 0   𝑎2 0
|

|𝐴n|

      =

( ―1)𝑛 + 1|𝑎
2 2𝑎 1

𝑎2 2𝑎
𝑎2

1
⋱ ⋱

⋱ 2𝑎 1
𝑎2 2𝑎

𝑎2
|

|𝐴n|
=

( ―1)𝑛 + 1𝑎2𝑛 ― 2

(𝑛 + 1)𝑎𝑛

      =
( ―1)𝑛 + 1𝑎𝑛 ― 2

𝑛 + 1

6、（MOOC期中模拟 2，11）计算|0 2 3
1 0 3
1 2 0

4 5
4 5
4 5

1 2 3
1 2 3

0 5
3 0

|
思路：观察到每行除主对角线相同，可将每行减去第 1行变为“箭

形行列式”，再将“箭形行列式”化为上（或下）三角

解答：

|0 2 3
1 0 3
1 2 0

4 5
4 5
4 5

1 2 3
1 2 3

0 5
3 0

| = |0 2 3
1 ―2 0
1   0 ―3

4   5
0   0
0   0

1   0    0
1   0    0

―4 0
   0 ―5

| =



= |4 0 0
1 ―2 0
1   0 ―3

0   0
0   0
0   0

1   0    0
1   0    0

―4 0
   0 ―5

| = 480

7、行列式 D的值为 a，每行元素之和为 b，则 D的第 j列代数余子

式之和 𝐴1j + 𝐴2j + … + 𝐴nj = ____________

思路：1、从 D是“行和相等”的行列式入手

2、D的第 j列代数余子式之和，是把 D的第 j列全换成 1的

行列式的值。

解答： 𝐴1j + 𝐴2j + … + 𝐴nj = |a11 … 1
a21 … 1

… a1𝑛
… a2𝑛

⋮ ⋮
an1 … 1

⋮
… a𝑛𝑛

|
𝑎 = 𝐷 = |a11 … a𝑗1

a21 … a𝑗2

… a1𝑛
… a2𝑛

⋮ ⋮
an1 … a𝑗𝑛

⋮
… a𝑛𝑛

| = |a11 … 𝑏
a21 … 𝑏

… a1𝑛
… a2𝑛

⋮ ⋮
an1 … 𝑏

⋮
… a𝑛𝑛

|
= 𝑏|a11 … 1

a21 … 1
… a1𝑛
… a2𝑛

⋮ ⋮
an1 … 1

⋮
… a𝑛𝑛

|
𝐴1j + 𝐴2j + … + 𝐴nj =

𝑎
𝑏



矩阵相关：

1. （MOOC矩阵习题）A = (3 4
4 ―3

0 0
0 0

0   0
0   0

2 0
2 2) ,求A4

思路：观察到A右上和左下的 2×2子矩阵均为O，可将A分块为

(A11 O
O A22)，然后计算分块对角阵的幂。

解答：令  A11 = (3 4
4 ―3),    A22 = (2 0

2 2)
则 𝐴 = (A11 O

O A22)
得 A4 = (A11 O

O A22)4
= (A11

4 O

O A22
4)

A11
2 = (25 0

0 25)      A11
4 = (A11

2)2 = (625 0
0 625)

A22
2 = (4 0

8 4)     A22
4 = (A22

2)2 = (16 0
64 16)

A4 = (625 0
0 625

0    0
0    0

0      0
0      0

16 0
64 16)

2. （MOOC矩阵习题）若方阵𝐴满足 A3 = O，求(𝐼 ― 𝐴) ―1 



思路：给定方阵𝐴满足的某个简单条件，求有关方阵B的逆矩阵，一

般可以通过条件进行变形，“凑”出形如BC = I的式子，则可得出

B―1 = C

解答：由 A3 = O 得  I ― A3 = I

因式分解 (I ― A)(I + A + 𝐴2) = I

得(𝐼 ― 𝐴) ―1 = (I + A + 𝐴2)

3.（MOOC期中模拟 1.8）设A = (1 0 1
0 2 0
0 0 1)，I为 3阶单位阵，求

(𝐴 + 3𝐼) ―1(𝐴2 ―9𝐼)

思路：可以直接计算，但更好的方法是先化简所求式子在计算

解答：(𝐴 ― 3𝐼) ―1(𝐴2 ― 9𝐼)

= (𝐴 + 3𝐼) ―1(A + 3𝐼)(A ― 3𝐼)

= A ―3I = ( ―2 0 1
0 ―1 0
0 0 ―2)

4.（MOOC期中模拟 3.14）设B = (1 ―1
1 ―1

1 ―1
1 )，

𝐶 = (2 1
2

3 4
1 3
2 1

2)，I 为单位阵，矩阵A满足

A(𝐼 ― 𝐶 ―1𝐵)𝑇𝐶𝑇 = 𝐼，求A

思路：矩阵方程，先化简等式左侧再进行计算



（强烈建议求完逆矩阵后验算！） 

解答：A(𝐼 ― 𝐶 ―1𝐵)𝑇𝐶𝑇 = A(𝐼T ― (𝐶 ―1𝐵)𝑇)𝐶𝑇

  = A(𝐼 ― 𝐵𝑇(𝐶 ―1)𝑇)𝐶𝑇

  = A(𝐶T ― 𝐵𝑇)

   A(𝐶T ― 𝐵𝑇) = 𝐴(1
2  1
3  2
4  3

1
2 1) = 𝐼

𝐴 = (1
2  1
3  2
4  3

1
2 1)

―1

= ( 1
―2  1
1 ―2
0  1

1
―2 1)

（经检验，A(𝐶T ― 𝐵𝑇) = I，答案正确）

5.（MOOC期中模拟 3.15）判断矩阵 𝐴 = (1   1
1  ― 2

1 1
―1 ―2

4    1
2    5

2   1
a   𝑏

)  的秩

思路：类似于求纯数字矩阵的秩，先利用初等行变换，化为行阶梯

形，再分类讨论判断非 0行的行数，同时避免“把含有未知数的一

行的 k倍加到另一行上”的操作

解答：𝐴 = (1   1
1  ― 2

1 1
―1 ―2

4    1
2    5

2   1
a   𝑏

)   

r12( ―1)
r13( ―4)
r14( ―2)( 1   1

0  ― 3
1      1

―2      ― 3
0   ― 3
0    3

―2  ― 3
a ― 2   𝑏 ― 2

)



r23( ―1)
r24(1) (1   1

0  ― 3
1      1

―2      ― 3
0   0
0    0

0  0
a ― 4   𝑏 ― 5

)
r34(1   1

0  ― 3
1      1

―2      ― 3
0   0
0    0

a ― 4  𝑏 ― 5
0   0

)
当 a = 4  且  b = 5 时，𝑟(𝐴) = 2

当 a ≠ 4  或  b ≠ 5 时，𝑟(𝐴) = 3

6. 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)3 × 3为非零实矩阵，A𝑖𝑗为𝑎𝑖𝑗的代数余子式，

𝑎𝑖𝑗 + A𝑖𝑗 = 0

（1）求|A|    （2）证明AA𝑇 = I

思路：（1）题目条件涉及A𝑖𝑗与𝑎𝑖𝑗的关系，需要利用伴随矩阵，由条

件可得A𝑇 = ― A ∗，利用转置矩阵与伴随矩阵的行列式，可求出|A|为

0或-1，然后利用𝐴 ≠ O，将 0舍去（如果没学过伴随矩阵与原矩阵

秩的关系（课本习题 4.4（B）5），一般要在做（2）时才会意识到

要将 0舍去）

（2）利用A𝑇与A ∗的关系，直接计算即可

解答：

（1）A𝑇 = ― A ∗

   |A𝑇| = | ― A ∗ |

   |A | = ( ―1)3|𝐴|2

  |𝐴|2 +|A| = 0



|𝐴| = 0或 ―1

|𝐴| = 𝑎11A11 + 𝑎12A12 + 𝑎13A13

= ― 𝑎11
2 ― 𝑎12

2 ― 𝑎13
2 < 0

得|𝐴| = ―1

（2）AA𝑇 = A( ― A ∗ ) = ( ―1)3𝐴A ∗ = ( ―1)3( ―1)𝐼 = 𝐼

几何向量相关：

1.（MOOC几何向量习题）‖𝛼‖ = 1,  ‖𝛽‖ = 2,  𝛼与𝛽夹角为 𝜃 =
𝜋
4
，求

‖3𝛼 + 𝛽‖

思路：构建向量三角形，利用余弦定理求解

解答：

‖3𝛼 + 𝛽‖2 = ‖3𝛼‖2 + ‖𝛽‖2 ― 2‖3𝛼‖‖𝛽‖cos(𝜋 ― 𝜃)

‖3𝛼 + 𝛽‖2 = 13 + 6 2



‖3𝛼 + 𝛽‖ = 13 + 6 2

2. （MOOC 期中模拟 3.10）以 A(1,1,1)   𝐵(2,0,1)   𝐶(0,0,1)   𝐷(1,3,2) 

为顶点的四面体面积是_______

思路：1.混合积几何意义

2.A,B,C,D 为顶点的四面体体积为 AB，AC，AD 为邻棱的平行

六面体体积的
1
6
。

解答：

[ 𝐴𝐵    𝐴𝐶    𝐴𝐷] = | 1 ―1 0
―1 ―1 0
0 2 1| = ―2

𝑉 =
1
6

|[ 𝐴𝐵    𝐴𝐶    𝐴𝐷]| =
1
3

3.（MOOC 期中模拟 1.15）证明直线L1: 
𝑥 + 1

3 =
𝑦 + 1

2 =
𝑧 + 1

1  与 L2: 
𝑥 ― 4

1 =
𝑦 + 5

―3 =
𝑧 ― 4

2
 位于同一平面，并求这两条直线的交点坐标和

所在平面方程。

思路：证明位于同一平面，利用课本 3.3.4的结论，或者直接求出交

点也可证明L1，L2位于同一平面



求交点坐标，将L1，L2方程当成 4个三元一次方程求解，或转

化为参数方程后求参数（课本 3.3.4）。

求所在平面方程，大部分此类题目都是求出法向量和平面上一

点，写出点法式方程，（然后最好转为一般式）

解答：

L1过P1( ―1, ― 1, ― 1),  方向向量为 l1 = (3 ,2 ,1)

L2过P2(4, ― 5,4),  方向向量为 l2 = (1 , ― 3 ,2)

P1P2 = (5, ― 4 ,5)

[P1P2      l1      l2] = |5 ―4 5
3 2 1
1 ―3 2| = 0,  L1，L2共面

求交点：{𝑥 + 1
3 =

𝑦 + 1
2 =

𝑧 + 1
1

𝑥 ― 4
1 =

𝑦 + 5
―3 =

𝑧 ― 4
2

整理得{2𝑥 + 2 = 3𝑦 + 3
𝑥 + 1 = 3𝑧 + 3

12 ― 3𝑥 = 𝑦 + 5
2𝑥 ― 8 = 𝑧 ― 4

      解得{𝑥 = 2
𝑦 = 1
𝑧 = 0

或用参数方程：

L1:  {𝑥 = 3𝑡 ― 1
𝑦 = 2𝑡 ― 1
𝑧 = 𝑡 ― 1

     L2:  { 𝑥 = 𝑠 + 4
  𝑦 = ―3𝑠 ― 5

𝑧 = 2𝑠 + 4

{ 3𝑡 ― 1 = 𝑠 + 4
  2𝑡 ― 1 = ―3𝑠 ― 5

𝑡 ― 1 = 2𝑠 + 4
    解得{ 𝑡 = 1

𝑠 = ―2     得{𝑥 = 2
𝑦 = 1
𝑧 = 0

交点坐标为（2，1，0）



l1 × l2 = | 𝑖 𝑗 𝑘
3 2 1
1 ―3 2| = (7, ― 5 , ― 11)

可取平面法向量 n = l1 × l2 = (7, ― 5 , ― 11)

平面过点 P1 = ( ― 1, ― 1 , ― 1)

平面方程为 7(𝑥 + 1) ―5(𝑦 + 1) ―11(𝑧 + 1) = 0

或  7x ―5𝑦 ― 11𝑧 ― 9 = 0

4. （MOOC期中模拟 2.15）直线 L 过P(1,0, ― 2),与平面

𝜋:3𝑥 ― 𝑦 + 2𝑧 + 1 = 0 平行，与直线L1: 
𝑥 ― 1

4 =
𝑦 ― 3

―2 = z相交，求L

的对称式方程。

思路：已知L过某点，只需求出L的方向向量即可写出对称式方程。L

的方向向量可根据L与𝜋,L1 的位置关系列出方程求解

解答：

设 L方向向量为 𝑙 = (x,𝑦,𝑧)

 L1过P1(1,3,0)，方向向量 l1 = (4, ― 2,1), 𝜋法向量n = (3, ― 1,2)

由L与𝜋平行得：𝑙 ⊥ n，即3x ― y + 2z = 0

由L与L1相交得：[ 𝑙      l1      P0P1] = 0

即|x y z
4 ―2 1
0 3 2| = ―7x ―8𝑦 + 12𝑧 = 0



于是有{ ―7x ― 8𝑦 + 12𝑧 = 0
3x ― y + 2z = 0   解得{x = ―

4
31z

y =
50
31z

可取𝑙 = ( ― 4, 50, 31)

对称式方程为 
𝑥 ― 1

―4 =
𝑦

50 =
z + 2

31

5. （MOOC期中模拟 3.13）设有两条直线L1:{ x - y = 3
3x ― y + z = 1 与  L2

: 𝑥 + 1 =
𝑦 ― 1

―2 =
𝑧
2 ，与点 M(1,0, ― 1)

（1）求L1对称式方程  （2）求M到L1的距离 

（3）判断L1,L2位置关系（重合/相交/平行/异面）

思路：（1）将一般式化为对称式，课本 3.3.3中有说明

（2）点到直线的距离，课本 3.3.6中有说明

（3）判断两条直线的位置关系，课本 3.3.4中有说明

解答：

（1）为了求出L1上一个点，取z = 0

{ x - y = 3
3x ― y = 1       解得{x = ―1

y = ―4 ，即L1过P1( ― 1, ― 4,0)

记x - y = 3 法向量为 n1，3x ― y + z = 1 法向量为  n2

  l1 ∥ (n1 × n2)

  n1 × n2 = | 𝑖 𝑗 𝑘
1 ―1 0
3 ―1 1| = ( ― 1, ― 1,2)



  取l1 = ― (n1 × n2) =  (1,1, ― 2)

  又由L1过P1( ― 1, ― 4,0)，得L1对称式为𝑥 + 1 = y + 4 =
𝑧

―2

（2）

P1𝑀 × l1 = | 𝑖 𝑗 𝑘
2 4 ―1
1 1 ―2| = ( ― 7,3, ― 2)

d =
‖P1𝑀 × l1‖

‖l1‖
=

62
6

=
93
3

（3）L2过P2( ― 1,1,0), 方向向量为l2 = (1, ― 2,2)

[P1P2      l1      l2] = |0 5 0
1 1 ―2
1 ―2 2 | = ―20

L1，L2异面





第章⼀

① 课李川 1 . 2.5 , 解签位于同⼀⻚

③ 明课后题 , (级织 , 解答略



第⼆章 ③

③ 凸阶运阵 B 元素为 섻 , 证明( - B3= - IBI φL约 ) = BBSP 1 (5 I 6 PBpl+ βB
=

p^ )

解 : 即征 I= - 列Ʃ ] 红 -号] ” PB8P ' { ☆ pp + -6Bpt + pp)
即道 I= I - B + 前B ①

= PB8 PT . B ( 5- OB + ]
3

p -
1

B== [品
…

∵ ] = nB
= PD8 CB -ISSB - BI ]

优⼊ ,得I =I - 可 B +可 B
, 证毕 1

= 4 兴[ ]
②

④
∵ A* AT ∴ AZ* = AAT = 1A . I

li-tQitl …

1
1A 1

n
~

: 令 |及 1 = 0 得 {= -1 或 λ= 4
AA* = *

,A
.|∵0 셆AA -∵ 1

ω or
~

1 令 [ CG ,( 3 .(4 ]=0 ) )得 x = 0或 λ= 或⼊ = 40

E~表乐雀略了
∴ .及 1 = 3Gir及

: A* = AJ
⼊= 且 R= 4 则 γUBJ = PCA ) = 分体会讨论后

∴ ( z* |= 1 z+1 ,( z 1 =0 或

阿

λ=- 1 , 则 γ la ) = , γ( B )= 3 } 的逻辑
λ= 4 , 则 γ lB ) = r ( B) = 2

L :| 1 =3 h, 0 : . ( A |= 1 , Q = 事



④ ⑥ 证明 R ( ( 品] ] = R (B) + R (B)

: BAT = I ∴ IAHAT 1 = 1AR = )
设 R (☆) =↑, ,

是 (B ) = 8c .

:

( A 1 a 0 ∴ A|= - J
则世在可逆矩阵 P, P2 . & 1 , ② 2 ,

∵ BAT= I ∴AHI IAT = ATTI

取⾏了式 , 有约tI1 AT = 5+I1111 使及 = p , (
品

. ) 0 .
,
B= PR
(品 ) 0 .

: A = AT , I = IT ∴ API = CA+ IJT
: (品 ) = (P品川“∵

0
(品섻

∴
I 及tI| . | AT |= 1 z+I 1 ]
代⼊ (AT |= 1 A ) = -1 , 得 1 H+I 1 = 0

∵ (P 品 ) .
[ θ. ] 可逆

⑤

A=0 → ATA=0 略 , 下证 ATA = 0 → A=0 ∴ Rl 1品 1 ) = R ( 品)1品 ∵…
0

(品( )
不同于其他题 , 本题直接展开打仔

ATA⼆承谎发… 靠 ain= 0 = R1011
{织列出产主对⻆线上的元素 섻 = γ 1 + rz

∴ 彦卖 aij~=0

即 EIE [ 1 , m] , jE[ lin] , Gij =0

即 G =0



⑦ 证明 (A*
]
* = 你 -1 B |m对于可逆⽅阵仔 , ⑨

* ]*= A *1. )-
H

a= I⼀可好T 约
= 及 M+ - E /A1 H)

-1

∴
. MA = MI - AT 好

⑤

= 好 (B 1 n
-2

∴ r(nA) =γ (A1 =γ ( MI - ATA1 = L
n++ ……
…
-…nt

…

)
B AT = A* ∴ | AT 1 = 1 A* ] , 即及|=|A13 1 ,∴|及 } = 0 或或 - 섻

MI- AIA:
me Y

…
Tn:

…

? ) : 1
00 … …

…

me.… ;|= 0

将好按第11 ⾏展开 , ( 及 1 = 录aiiAri= t

…
idn

彦 a, Ax= 1 > 0 : 1A 1 = 1 取 IMI -ATA左上⻆的Nt阶戏Mf *
… … …

…
…

∴… ∵]及了 ∵ TA1 #0 : 仔可逆

A 1
*

A* = A⼆⼆

Im=| … …

.
∵… "|=| … …
.

. |= nato
∴ γ (A3= n-1



第 3 章 ② 第 3 章问题 ,
第 6 题

① 第章问题 , 第 4 题

过 P 1 ( 1 > - + 10) G么前向向量 =ε -2s - + , )
)

设 m ☆, 则 PB= 1 ( 1 -2) , -3-1 >λ ]
直线 L ' : = 以⼆次⽅向向量 δ{ 4 ,-2 ⻔

→
[ - 1-2R ,2-XOPλ+ 1) 詹 P , ☆ ⼆0

且⼭恒过 B " ( 1 , 3 ,0 } ,荫 = ( O33, -23
, 解得 λ= - δ , P, ( 场

, ⼀ 5
, ⼀ )

则由与⼉确定的平⾯下的法向量古式
“032421 1 Ʃ) POP , E - ,

3
,
π )Ʃ , P0 ( 2 , -3, - 1 )

= {} ( δ 1
-12) } x+ zy -12 z-} = 0∴π的⽅程为

∴ 所求⽅程为 =+3 = 站
⻔ π 与 5g+ rz+1 的交线 L,

7x+ 5y -1 rZ -33 =0
4{ X-乡 +22+1 B >⼆得,⽔阳写 , ),⼸

Ln 前向向量 U11 ( 4, -50) -31 ]

D∵ ( 1 / L ,
L过 Po

北的⽅程为⼆⼆司



③ 第章问题 , 第
7 题

以 如图 , 过及向菲作 BHIMB

—
, !MH 1=Mploos ⽇ , 1=1 p 1sim☆ 荫 ,

点 P ∴ H = p1. ωS⽇ ,|= pω⽇

A 崩, =sin ⽇. 品
1赵⿏ 1 =是 xp - sina

∴ 3,= H + p 1= PG ⽐SD + ExMp - Sin⽇

出) A & xMp 加图 , 过 P作 PMLOA , 连接 m , 则 mLOA

荫 =品+p , 品 ={ 荫了超
.θ
i ⑤

乡 P
…

…

∵ 上荐 , 由⼩ p菲 = 萌品了osz + (点 xp了系 in ☆
……'V⼀

⼀l Δ

M ∴ Op 1
=∞m+ P1

= C-GO 3 D ][Op-)T ω s级Op+δ inθ [ ƩxOp3
A



④ 课李 P10o ⻚结论 ⑤ . 别课后题 14

µ (S , H, Z 了 , 品 ( 级,以 2
,Ʃ z), 是为倍 , ,⼼了共⾯

像题意 , ☆PLEIE , E ) 代λ 4x -Iy +5z -20= 0
量 =0

蟹得 E =10 , PLlO , 101103

⑥ 32课后题 (B) 2
证明 :

在空间直⻆坐标系中 , A ( I , Y > O) Bl $2 , HR 1 O] CEX3, Y3 , 03

设B [ O 1011 } ∴UABE - B =E 孕Bx☆ 药B ⼆0 zBC

1 1
z⼒ 1 Y2-Y 1 O

1
㉛ ⼭ , ⼀丁

= x3-xiy3- y, 0

*

S <aBc 三 ≈ 乏 X及 - Y2-Y ) ☆

⼀ Y ) 1 $3~ B 1 Y3- Y, O

= -Ʃ
" y , - ⼒ , 以 1 1 读 ;

→x加 yz ⼆五加收 1 逸对值

13φ情 3 U 3 1 未标出



⑦ 出课后题 EA了10 ⑧ 3 . 3 课后题 B) 1

由题意 ,所求平⾯万设法向量蒸( 的⼉了

π , :☆+则+ 4Z-1 = 0

平⾯ π셆 = = 0 法向量品 (组 )
,-5)所给 Ʃx +y -5⼼7 { π 12 ;x -8 Y-2Z - 3 =☆

得直线⽅程希枪三⼆司-
卫及+

—

4“⼗4 )

∴ 前古出—⼀三世⼆⼀三) →
⼀就机 (OLxcty

^]
⼆ π

∴ . (的⽅向向量 ☆ ( 14 , 5
,-13 ),以法向 ( k , - 3 ,D 量药

骑( + 8步J=0 时⽆解 , 以o时有-3 =0 ☆ x ☆= 0 得 K念下证 k = 2 满是题意

∴ 哥⼆ -3 或亏 ⽿取品 ( 3 , - ) , 0 } 或 [ 13103
> { { π : 3 x+2y+ 4z-1 =0

⇒ U : 杀恒可⼀式 ,证毕
∵π 过 [ O , O , 03 ∴ ⽅程为 3x -y =0 或 x+;G = O

(
π2 : Ʃx -3y + Z-2 =0

综上
,
K =2

注意这⾥的充分与必要关系
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