




















































第八章第八章 线性变换线性变换

数学与统计学院数学与统计学院
李换琴李换琴

8.2  8.2  线性变换的矩阵表示线性变换的矩阵表示

习题习题8.28.2（（A) A) 1, 4, 7, 8, 101, 4, 7, 8, 10
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1 线性变换的矩阵

2 线性算子在不同基下的矩阵
之间的关系

1

3

主要内容
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11、线性变换的矩阵、线性变换的矩阵

1

1

dim( ) ,dim( ) , { ,( , ), , }
{ } .,,

n

m

L V W VT V n W m B
B W

 
 

 
  

  设
的

是
是 的一 基, 一个基个

1( )T 

, ,A T TB B称 为线性变换 在给定基 的 线性变矩阵 简称为 换 的矩阵.

11 12 1

21 22 2

1 2

=
n

m nn

m m mn

a a a
a a aA F

a a a



 
  
 
 




   


1 1( ) ( )) (( )mnT T A    

 1 1( )n mT A    

( )kA k T
B




的第 列是
在基 下的坐标向量

( )nT 

2( )T 
  

11 1 21 2 1 ,m ma a a    

12 1 22 2 2 ,m ma a a    

1 1 2 2 .mn mn na a a    

( ),T L V若 ,B B取 .A n此时 为 阶方阵1 1( ) ( ) ,n nT A    
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3
2 3

[ ]
( ( )) ( 1) ( ), ,
1

1, , .
T F x

T f x f x f x T x x x A  
设 为 上的线性算子，定义为

求 在基 下 矩阵

例

的

解 (1) 0T 
( ) 1 1T x x x   

2 2 2( ) ( 1) 2 1T x x x x    
3 3 3 2( ) ( 1) 3 3 1T x x x x x     

2 3 2 3

0 1 1 1
0 0 2 3[1 ] [1 ] ,0 0 0 3
0 0 0 0

T x x x x x x

 
    
 


0 1 1 1
0 0 2 3
0 0 0 3
0 0 0

.

0

A

 
 
  
 

故

2 30 0 00 0x x x       
2 31 0 00 0x x x       

2 31 3 30 0x x x       

2 31 0 00 0x x x       
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例例22 .T V T I设 是线性空间 上的恒等变换,证明 在任何基下的矩阵为

例例33 span{sint,cost,e }, ( ) :tV VD L 定义如下设
d ( )

( ( )) ( ) ,
d

f t
D f t f t V

t
   (sin ,cos ,e )tB t t

.D B求 在基 下的矩阵

解解 (sin ) cosD t t
(cos ) sinD t t 

0 1 0
1 0 0
0 0 1

A
 

   
 

故
(e ) et tD 

0 1 0sin cos ett t     
1 0( ) sin c s e0o tt t     

0 0 1sin cos ett t     

1 , , n V 设 是 的一组基, ( )i iT  

1 1( ) ( )n nT I     

.O kI零变换,数乘变换在任何基下的矩阵分同 别： 和理可证

证证

A I故
10 0= 1 i n     
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2

2
1 2 1

2
1 2 1 2

1

2 1

2 1

2 1 2

2

(1,0) , (0,1)

(

; (1,2) , (3,

) :
( , ) ( , 2 4 ) , ( , ) ,

4) ,
, , .

T T

T T T

T T

L R
T x x x x x x x x R

T

R
T

   
   


    

   


 设

是 的两

定义

个基

求 在基 和基 下

4 为

的矩阵

例

解解

1 2 1 2( ) ( )T A A   

 1 1( ) , ,2 4T x Ax A  

 3 1 .0 2

1 1( ) ,T A 

1
1 2 1 2 1 2( )( ) ( )A    

2 2( ) ,T A 

1 2 1 2, ] [ ,[ ]T A A    1 2[ , ]A   1 2[ , ]A 

1 2, .T A 故 在基 下的矩阵为

1 2( )A  

 1
1 2 1 2 1 2

1 1, ( ) ( )2 4T B      所以 在基 下的矩阵为

1( ) ( , )n
nR T x Ax A 上的线性变换 在标准基 下的矩阵是 .

IA AI
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1 1( (
,

( , ) ), ) ,
( ) ,

.

n mT
V B x T B

L V W B B A
y

y Ax




 


 




设

中的向量 在基 下的坐标为 在基 下的坐标为

则有

关于基 的矩阵为 

证

1 11 ( ) ,n n nx x x        

1 1 )( ( ( )) n nxx TT T  又

1 )( nT x   1( )m Ax  

11 1( ) ( )m mmyyT y    

向量在给定基下的坐标唯一 .y Ax 

x
B

y
B

Ax

 ( )T T
( )V n维 ( )W m维

nR mR

1 1( ) ( )n mT A    

2 ( )T 、向量 与 坐标之间的关系

线性变换的矩阵A完全代表了线性变换。 ( ) :
( )

A T
x Ay T


   
已知 就可以计算

T A基定， 与 一一对应 该对应还保留了线性
运算的对应关系
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(1) ;
(2) ;
(3) .

线性变换的和对应于矩阵的和
线性变换的数量积对应于矩阵的数量积
线性变换的乘积对应于矩阵的乘积

1( ) (
: ,

) ( , )
( , ) ) :,(

m n
m

m n
Ax L VT F

f f
W

L W AF TV
  




 
由 与 之所定理8.2.1 间的

一一对应关系 满
示的

足如下性质
表

证 (3).仅证 2 1, ,T U T VV W  是两设 : 个线性变换:

1 1 1, }, , },{ , { , { , }, , , ,n p mB B B U V W          分别是 的基

2 1, , ,T C T A在此基下 的矩阵为 的矩阵为 即有

2 1 1) (( ) ,n pT C     11 1) (( )p mT A     

1 2 1 1 2 1 )( )( ()n nTT T T    1 1(( ) )pT C  

11( )p CT   1( ) .m AC   1 2 , .TT B B AC故 在基 下的矩阵为

( , ) .8 2.2 ,. m nL V W F mn线性空间 与 同构 其维数为定理

1 2 1 2( ) ( ) ( )f T T f T f T  
( ) ( )f kT kf T

1 2 1 2( ) ( ) ( )f TT f T f T
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1 1( )) )(( n nR T T xT x    中的向量  1( )m Ax 

() ) ,(Ax R A T B 是 在 下的坐标

( , ), , ,
(1 ( )) ( ) ( ) ;
(2) ker( ( () 0 ))

T A
R A

N A

L V W
R T A

T

T B B

Ax





设 矩阵为 则有

像空间 与 的列空间 同构

零空间 与 的

定理8.2.3 在基 下

解空间
为

记为

的
记

同构.

证证(1)(1)

是给定基下的坐标映射，从而是同构映射 .

, ( ) ( ) .R T R A所以 与 同构 rank( ) r( )T A

nullity( ) r( )T n A 

( )T Ax 映射

y Ax T从而可以利用线性变换 的值域与核求得 的值域与核.

k ,e(2) , .r( ) nT x R x B   是 在基 下的坐标
( ) 0 0T Ax    .( )x N A即

ker( ) ( )T N A建立了 的同构映射.
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1 1( (( , ) ), ) ,n mL V W B B AT      在基 的矩阵为设

11 1, ( ) ,n n nV x x x          

1 .( )) ( mT Ax   则

 ( )T T

x
B

y
B

( )V n维

Ax

( )W m维

nR mR

y Ax A线性变换 的值域是 的列空间,

1 rA  的列向量组的极大无关组 , , 是基,

1( ) ( ) ,( 1, , )i m iT i r     令

1( ), , ( ) ( ) .rT T R T 则 是 的基

0y Ax Ax 线性变换 的核是 的解空间，

10 n rAx    方程组 的基础解系 , , 是基, 1( ) ,i n i   令

1 , , ker( ) .r T 则 是 的基

1 1( ) ( )n mT A    即
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1 2 3 4, ,, ( ), ,V T L TV   是 的一个基 在此基下设 的矩阵为
1 0 2 1
1 2 1 3

1 2 5 5
2 2 1 2

.A T
 
 
 
   

 ，求 的值域与核

1 0 2 1
0 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 0

A

 
 

  
 
 

行
1 2 ,,A A A 的列空间的一个基是

1( )T  1 2 43 2     

解解

例例55

1 2 3 4 2( )A    2 3 42 2 2    
( ) ,R T是 的基

10 (4,3, 2,0) ,TAx x  求得 基础解系ker( ) 0 ,T Ax 与 的解空间同构

1 2 3 1 2 44 3 2 2 ker( ) .T         和 是 的基

1 2 3 1 2 4ker( ) span { .4 3 2 , 2 }T          故

( )R T A与 的列空间同构，

2 (1,2,0, 1) ,Tx  

1 2 3 4[ ].A A A A A记

1 2 3 4 1( )A   
2( )T 

1 1( ) span{ ( ) ) ., ( }R T T T 
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1 ,VT T I CA I  对应于



1 1

( , ), dim( ) dim(
, , ,

, ,

) ,

, .

T B B
V W T B B A T

A T T

L V W

B B

W

A

V n

 

 




 设 和

分别是 和 的基 在 下的矩阵为 则 可逆的充要

条件是

定理8.

可逆 且当 可逆时 在基 下的矩阵为

2.4

证  1, ,T T C设 可逆 对应的矩阵为
1 ,WTT I AC I  则 对应于

1, , .A A C 所以 可逆 且

dim( ( ))A R A n 可逆 rank( )T n 
T故 可逆.

3、可逆线性变换的矩阵与其逆变换的矩阵之间的关系
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1 1) (( ) ,n n C    

1 1

1

( ), { ,8. , } { , }
,

,
, ,

2.

,

5

.

n nT
B A D

B B C C AC D

L V B B
V T B

  



   








设

的两个不同的基 分别为 和

且知 到 的过渡阵

和 是

在 下的矩阵

定

为 则

理

证
1 1) (( ) ,n nT A    1 1) (( ) ,n nT D    

1 1) ( )( ( )n nT T C     1 )( ( )nT C  

1( )n AC  1
1 )( ,n C CA   

1, .C AC D 由于线性算子在给定基下的矩阵唯一 所以有

1
1

1) ( )( n nC     

1 , .A D C C A DAC D 和 为同阶方阵,若存在可逆 使 称 和设 相似阵

4、线性算子在不同基下的矩阵之间的关系

.
T（线性算子 在不同基

下的矩阵是相似的）
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例6
2

2

2 2 2

[ ] , { , ,1}
1 2 3
1 0 3 , { , , 1} .

2 1 5

T F x T x x

A T x x x x x
 

      
 

设 为 上的线性算子 在基 下的矩阵为

求 在基 下的矩阵

解

2 2 2 2{ , ,1} { , , 1}x x x x x x x C  基 到基 的过渡矩阵
2 2 2{ , , 1}T x x x x x   在基 下的矩阵为

1D C AC
2 4 4
3 4 6 .

2 3 8

 
     
 

1
1 1 0
0 1 1
0 0 1

C 
 

   
 

习题8.2(A)8
2 21 0 0+ + 1,x x x  2 2 +1 1 0+ 1,x x x x  
2 21 +1 1+1 1x x x x  

1 1 1
0 1 1
0 0 1

 
   
 
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3
1 2 3

1 2 3

1 2 3

( ), ( ) ( 5,0,3) , ( ) (0, 1,6) , ( ) ( 5,
1,9) . ( 1,0,2) (0,1,1) (3,-1,0) .

(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1) .

T T

T T T T

T T T

T L R T T T
T

  
  

  

      
    
  

设

其中 , , 求 在基

, ,

例

下的矩阵

7

解： 1 2 3 1 2 3, , , ,T A D     设 在基 和 下的矩阵分别为 ,

1 2 3 1 2 3[ ( ) ( ) ( )] [ ]T T T A     则有
1

1 2 3 1 2 3[ ] [ ( ) ( ) ( )]A T T T     

1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , [ ]C        又基 到基 的过渡矩阵为

1A C DC则有 ， 1 .D CAC  
1

1 2 3 1 2 3[ ( ) ( ) ( )][ ]D T T T      
5 20 201
4 5 2 .

7 27 18 24

  
     

 

习题8.2(A)9
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1

1

( , ) dim, , }
{
( ) ,dim( ) , { ,

, ,

1

.}
n

m

T V n W m BL V W
V B W

 
 

 
  

  
、线性变
设

的一个基,是 是 的

换 矩阵

一个基

的

若

TA 线性变换称 为 的矩阵.

 1 1( )n mT A    

( )kA k T B 的第 列是 在基 下的坐标向量

1 1 1

1

( ( ) )
( )

( ) .

,

( ) ,
( )

n n n

m

V B x

T B y A

T
x x x

T Ax
x

 
   



  





 
   



 



, 在基 下的坐标为 即

则 在基 下的坐标为 即
   

与 坐标之间2 的关

     

系、 设

小结
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(1) ( ) ( ) ( ) ( )
(2

4
( )

( )) ker( ) 0 (

( , ),

)

, ,

( ) ( )

T A
R T A rank T r A

T Ax nu

L V W

llit

T
R A
N

B

A y T n

B

r A









 

设 矩阵为 则有

与 的列空间 同构.

与 的解空

在基 下

间 同构.
记

的、
为

1 1

1

( ), { , } { , }
,

, ,
, ,

, .

n nT
B A D B B

C

T
L V B

C

B V
B
AC

T
D

 



   
 


设 的两个不同

的基 分别为 和 且知 到 的过

和 是

在 下的矩阵

线性算子 在不同基下的矩阵是相似的、

阵

3

渡

为 则

5 ( , ) , .m nL V W F mn线性空间 与 同构 其维数为、

y Ax T从而可以利用线性变换 的值域与核求 的值域与核.
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3
1 2 3

1 2 1 23

3

1 2 3

,

, =(1,1,1) ,

{ , }
2 1 1
1 2 1
1 1 2

(1 =( 1,1,0) ,
=( 1,0,1) ;

=(1,2

) { , }

(2) { ,,3) ( ) , ( ).}

T T

T

T

R T

T

A

T T

  

   


  



 

  
     






设 中的线性变换 在标准基

在基

下的矩阵为

求 下的矩阵，其中

下的坐标向量及,求 在基

11、、

解（解（11））

1 2 3 2 31

1 1 1
{ , } { , } 1 1 0

1 0
,

1
, C    

  
   
 

求得标准 到 的过渡矩阵基 基

31 2 1 2 3( , ), ,( , )C    由 =

1
1 32

0 0 0
{ , } 0 3 0 .

0 0
,

3
T B C AC  

 
    

 
故 的矩阵为基在
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3
1 2 3{ , }

2 1 1
1 2 1
1 1 2

,R T

A

  
  

      

下的矩阵设 中的线性变换 为在标准基11、、

解（解（22）） 1 2 3{ ,, }  求 在基先 的坐标向量,

1 2 1

2 3

3

31 2

, =(1,1,1) ,
=( 1,1,0) , =( 1,0,1) ; =(1,2,3) ( )

,

(1) { , }
(2)

{ ( ), .}

T

T T T

T
T

T

  
   





 
 

求 下的矩阵,其中

下的坐标

在基

,求

基 向量及在

1 2 3=1 2 3    由
1 2 3

1
( ) 2

3
  

 
   

 

1 2 1 23 3( , ) (, , , )C    =

1
1 2 3

1
( ) 2

3
C   

 
   

 
1

1 32

1
{ ,

0
, 2 0

3 3
} Cx   

   
    

 


 
 

的坐标向量在 为基

1 2 3{ ,( ) , } BxT y    的坐标在基 [0,0,3]T

1 2 30) 0( 3T       [ 3,0,3] .T 
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3 3( ), ( ) , ,
1 1 3
5 6 4
7 4 2

T L R T x Ax x R

A

   
 

  
  

设 定义为 其中

，

2、

习题8.1，9

解（1）
141 0 111 1 3
195 6 4 0 1 117 4 2 0 0 0

A

 
   

      
    

 
( ) 2, 1 2 ( ) .r A A R T 的第 、列是 的一个基

( ),R T  1 2(1,5,7) ( 1,6,4)T Tk k   
(1,5,7) ( 1,6,4) ( 22, 11,11) / /(2,1, 1)T T T Tn       



2 0.x y z  平面方程为：

( ) .R T 是过原点的平面

(1) ( )
(2) ker( )

.

R T
T

证明 是过原点的平面；
证明 是过原点的直线，

   并求该直线的方程
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解（2）
141 0 111 1 3
195 6 4 0 1 117 4 2 0 0 0

A

 
   

      
    

 
T0 ( 14,19,11)Ax   的基础解系为

ker( ) ,T k k R     

ker( ) ,
14 19 11

x y x
T  


故 是过原点的一条直线 直线方程为

3 3( ), ( ) , ,
1 1 3
5 6 4
7 4 2

T L R T x Ax x R

A

   
 

  
  

设 定义为 其中

，

例2

习题8.1，9

(1) ( )
(2) ker( )

.

R T
T

证明 是过原点的平面；
证明 是过原点的直线，

   并求该直线的方程


