
第四章  n维向量与线性方程组
习题选讲

1、3、5-8、10、11、12、
15-17、18、19、21-26、28-30、32



例1
1 2 3 4: (1, 0 , 2 , 3 ) , (1, 1, 3 , 5 ) , (1, 1, 2 , 1) , (1, 2 , 4 , 8 )T T T TA a a         设

(1, 1, 3 , 5 )Tb  向 量

解

 

1 1 1 1 1

0 1 1 2 1
|

2 3 2 4 3

3 5 1 8 5

A
a b

a



 
 


 
  
 

 

 
行

1 1 1 1 1

0 1 1 2 1

0 0 1 0

0 0 0 1 0

a b

a

 
 


 
 
 

 

(1)当           时1, 0a b   ( ) 2 , ( | ) 3r A r A  

(2)当       为任意数时，              ，1,a b 

A x  ( | )r A  ( )r A

( ) ( | ) 4r A r A  



例2
1 2 3(1, 0 , 2 , 3 ) , (1, 1, 3 , 5 ) , (1, 1, 1, 1)T T T     向 量 组

若相关，求它们满足的的线性关系式.

是否线性相关？

解

1 2 3

1 1 1

0 1 1

2 3 1

3 5 1

  

 
 


   
 
 
 

 
行

1 0 2

0 1 1

0 0 0

0 0 0

 
 


 
 
 
 

由此知，               ，1 2 3( , , ) 2 3r     1 1 2 2 3 3 0x x x    

1 2 32, 1, 1x x x    
1 2 32 0    

小结 向量组            的线性关系正是用式子                        来刻画的.如果此式只有零解，
则向量组线性无关；如果有非零解，则向量组线性相关.
如果只判断是否相关，上面的初等行变换只需化到阶梯形，可知向量组的秩为2，小
于向量个数3，从而向量组线性相关.

1 2, , , m   1 1 2 2 0m mx x x     

所以，向量组线性相关.
的一个非零解为:                   ，

又可知，
所以有:



所以      ，从而由(1)式知:

下证      ，用反证法.

例3 1 2, , , m   1 2 1, , , m   

m 1 2 1,, , ,m  

证
1 2, , , m   11 , , ,m mk k k

11 11 (1)m m m mk kk       

假设      ，则(1)式变为                    ，
0mk 

0mk  1 11 1 m mkk      1 2 1, , , m   

0mk 

 1 1 1 1 mm m mk kk      

小结 欲证某向量可由给定的向量组线性表示，如果可以得到该向量与给定向量
组的一个线性关系式，则只需证明关系式中该向量的组合系数非零即可. 此时，
反证法常常凑效.

线性表示，与题目中的条件矛盾.



例4 1 2, , , m   1 2, , , m  

证

小结 向量组           线性无（相）关的充要条件是                    .

1 2, , , m  

1 2( , , , , )mr      ，所以           线性无关.1 2, ,( , )mr m    1 2, , , m  

1 2, , , m   1 2 ,( , , ) ( )m mr     



例5 证明：矩阵的初等行变换不改变列向量组的线性关系.

证 设矩阵              ，且                      ；1 2 nA A A A   
1 1 2 2 0n nk A k A k A   

1 2 nB B B B    做一系列初等行变换

即有       ，所以有B P A

1 2 1 2 1 2n n nB B P A A P A A PA PB A              ，即有                  .( , )1 ,j jB P A j n 

1 1 2 2 0n nk P A k P A k P A    ， 1 1 2 2 0.n nk B B Bk k   即



例6
1 2 3 4

(1, 1, 1, 3 ) , ( 1, 3 , 5 , 1) , ( 3 , 2 , 1, 2 ) , ( 2 , 6 , 10 , )T T T Tp p            设 ，

解

1 2 3 4

1 1 3 2

1 3 2 6

1 5 1 10

3 1 2p p

   

  
 

 
   
 
 

 

向量组线性相关；

 
行

1 1 3 2

0 2 1 4

0 0 1 0

0 0 0 2p

  
 

  
 
 
 

 

当     时，                  ，2p 
1 2 3 4,( , , ) 3 4r      此时，        是它的1 2 3, ,  

一个极大无关组，
1 2 3 4

1 0 0 0

0 1 0 2

0 0 1 0

0 0 0 0

   

 
 
    
 
 
 

行且 ，
4 22 . 所 以



      求给定的向量组的秩，求一个极大无关组，并用极大无关组表示其余向量的方

法必须掌握. 此题中，也可先求出               ，得到当     时向量组线性相关，然后再

用初等行变换求秩、极大无关组以及其余向量的线性表示.
1 2 43d et( , , , )   2p 

小结



例7
1 2 1 2: , , , : , , ,r sP B P      设 向 量 组 线 性 无 关 ， 向 量 组 可 由 线 性 表 示 ：

1 11 1 21 2 1

2 12 1 22 2 2

1 1 2 2

r r

r r

s s s r s r

a a a

a a a

a a a

   

   

   

   

   

   






  .是列满秩的）（即的秩为矩阵线性无关证明：向量组 AsaAB

srij 


证 成矩阵形式将题设中的线性表示形

   

11 12 1

21 22 2

1 2 1 2

1 2

s

s

s r

r r r s

a a a

a a a

a a a

     

 
 
 
 
 
 




 
   


或 srrnsn APB   （4-3）

.（列满秩）的秩为由题设知， rP    ,ArBr 下证



.00 同解即可与线性方程组为此只需证明两个齐次  AxBx

的解；的解都是显然 00  BxAx   ,00,0  AxPPAxBx ，或即有反之，若

只有零解，线性方程组是列满秩的，所以齐次由于 0PyP ,00)(  AxAxP 知故由

的解，的解也是所以 00  AxBx    .BrAr 组同解，从而两个齐次线性方程

    .sArsBrB 的列组无关从而，

小结  本题的证明过程中，得到下列结论：

  .),()(1 ，不改变矩阵的秩即用列满秩阵左乘矩阵列满秩，则若 ArPArP 

  .),()(2 ，不改变矩阵的秩即用行满秩阵右乘矩阵行满秩，则若 ArAQrQ 

  .3 列满秩阵列满秩矩阵的乘积还是

  .4 行满秩阵行满秩矩阵的乘积还是

  .0)det(5  ABsr 的列组线性无关时，在本题条件下，当



例8  1 2 1 1 2

2 2 3 1 1 1

, , , 2

, , , ,

m

m m m m m

A m B

B

     

         

  

     




已 知 向 量 组 ： 线 性 无 关 ， ： ，

讨 论 向 量 组 的 线 性 相 关 性 。

解 ：解法 1

11 2 1 2

1 0 0 1

1 1 0 0

[ ]

0 0 1 0

0 0 1 1

m m m     

 
 
 
   
 





 
 




   



  。记为 ACB ,

7 m B m B由 例 的 结 论 知 ， 当 为 奇 数 时 ， 组 线 性 无 关 ； 当 为 偶 数 时 ， 组 线 性 无 关 。

1 2
d et( ) 1 ( 1)

0

m m
C

m
 

    


若 为 奇 数

若 为 偶 数



整理，可得将题设中的条件代入并

使得：设有一组数解法 ,0,,,,2 221121  mmm xxxxxx  
1 1 1 2 2 1( )( ) ( ) 0m m mmx x xx xx         

由 于 向 量 组 A线 性 无 关 ， 所 以 得

1

1 2

2 3

1

0

0

0

0

m

m m

x x

x x

x x

x x

  
    



 



  。余下讨论同解法数行列式为此齐次线性方程组的系 1,det C



例9  

线性无关。无关，证明：向量组

线性维列向量组是列满秩矩阵，又已知

s

snm

PPPB

nsAnP





,,,:

,,,:

21

21


 

1 2 1 2s sB P APP P P             

A A由 于 向 量 组 线 性 无 关 ， 所 以 列 满 秩 。

7 P A B B由 例 的 小 结 知 道 ， 是 列 满 秩 的 ， 即 是 列 满 秩 的 ， 所 以 ， 组 线 性 无 关 。

结论的直接应用。都是例以及例小结：例 798

证明



 

 。线性表示都不能由量

每个向线性无关向量组证明设向量

mi

m

ii

m

,,3,2,,,

2,,,:,0

121

211










例10

1 2 1: , , , ,i i    必 要 性 用 反 证 法 若 有 某 个 向 量 可 由 线 性 表 示 ，

。线性相关，与题设矛盾从而线性相关则 mii  ,,,,,,, 2111  

 mimi ,,3,2,, 11   线性表示都不能由故每个向量 

用归纳法。充分性 :

的情形成立。

个向量假设结论对时结论成立当显然 1-;2, mm 

矛盾。线性表示能由

一定则线性相关否则一定线性无关则

线性表示不能由线性无关由于

,,,

,,,,,,,,

,,,,,,

11

1111

1111







m

mmmmm

mmm












反证法。

常用性无关时特别是在证明向量组线注意反证法的用法小结 ,,:

证明



线性无关。证明它们线性表示

可由维基本单位组且维向量组是已知

n

nn eeenn





,,,,

,,,,,,,

21

2121


例11

所以线性表示可由由于 ,,,,,,, 2121 nneee  证明

    nreern nn   ,,,, 11 

线性无关。所以 n ,,, 21 

   

   .

,;,:

BrAr

BABrArBA





则

组等价组与若则组线性表示组能由若小结



例12
线性表示。维向量都可由

任一线性无关证明维向量组是已知

n

nn

n

n





,,,

,,,:,,,,

21

2121


 

证明

线性无关。知由例

线性表示可由由题设知：特别地充分性

n

nneee





,,,11

,,,,,,,,:

21

2121




线性表示。是可由

，于前的系数必须不为线性无关，所以而线性相关向量

维个是维向量，由于是任意一个设必要性

n

n

n nnn







,,,

0,,,,,

1,,,,:

21

21

21




 

的基底。都可做个线性无关的向量意

中任同时最简单、最自然的基底是我们知道后

在学习了向量空间以维基本单位向量组“代表”就是

他们的从线性关系的观点看，维向量的全体构成所有小结

n

nn
n

n

n

Rn

RReee

eeen

Rn

,

,;,,,,,

.,,,

,:

21

21






，有解向量方程组阶方阵是设 0,2  XAnknA k，

解

例13

得：两边左乘设 11
21 ,0   kk

k AAA  

.,,,.0 11 线性无关证明：向量组且    kk AAA 

;0,0,0 1
11

1    所以又因为 kk AA

这样可证得再于等式两边左乘 ,0,2
2  kA

..,,,0, 1
21 证毕线性无关故向量组   k

k AA 



充成个线性无关组都可以扩求证：向量组的任何一

解

例14

sm ArA  ,,,:,,,,: 21021  不妨设的秩为设向量组

它的极大无关组。

的已经是则如果的一个线性无关组是 AArsArs 0,.)( 

中至少有则在果一个极大无关组了；如 msrs  ,,, 1 

的极大是不然的话，则线性表示一个向量不能由 AAA 00 (

线性表示，不能被不妨设矛盾无关组，从而 01),, Ars s 

中的一个线性无关组，是则做向量组 AAA ss 1111 ,,,,:  



，得到，直至扩充到相似的讨论，做与再对 rlsAA 01

..,,,,, 11 证毕的极大无关组此向量组就是 Alsss   



0 1: , , rA r A A 设 向 量 组 的 秩 为 ， 向 量 组 为 中 的 线 性

证明

例15

中任一向量均可由，只需要证明根据极大无关组的定义 A

.. 0 的极大无关组可以做证明：无关组 AA

.00 的一个极大无关组是线性表示，因此， AAA

如个向量中任意可知，的秩为由 (1rArA0 .A 线 性 表 示 即 可

，向量组中任一向量从而，对于 A线性相关；果有的话 )

可由线性无关，所以，又因为向量组 0A线性相关；)|( 0 A





组线性表示组可由维向量组，证明：都是与设 ABnBA

证明

例16
).|()( BArAr 

)|( BAAB 组组线性表示，进而向量组可由必要性：由于

).|()()|()()|( BArArBArArBA  ；所以有线性表示，有

组可由另一方面， A；组线性表示，有可由 )()|( ArBArA 

).|()()(1 BArBrArBA 等价与向量组推论

).|()(2 BArArBAX  有解矩阵方程推论



mmn IAPPmArnmA   ，使得存在矩阵矩阵，证明：为 )(

证明

例17

推论知，由例必要性： 16)()|()( ArmIArmAr m 

，，所以有由于充分性 mArAPrIrmIAP mm  )()()(

.mmnm IAPPIAX   ，则有有解，记其解为矩阵方程

.)( mAr 得



线性无关。

的行（列）组等价表述是：行（列）满秩的另一个

。另外，矩阵在左逆，满足左消去律类似地，列满秩矩阵存

消去律即：行满秩矩阵满足右则矩阵，且

是行满秩从而，若存在右逆行满秩的充要条件是矩阵

有结论：的右逆。称为是行满秩阵，此题中的矩阵小结

AA

CBCABA

AAA

APA

.,,

.





例18

解

nBrArO ， AB,BA pnnm  )()(证明：满足设

OB 如果 nArBrAr  )()()(，则

],...,[0 n1 写成。将，则至少有一列非如果 BOB 

BAxBOAB 的解，从而的每一列都是说明 0

。至多不超过线性无关的向量的个数 )( Arn 

nArnArBrAr  )()()()(于是



例19

解

.OAB

Brnrr(A)A nm





使得

，的方阵。证明：存在秩为满足设矩阵

个线性无关的向量，的基础解系有，因为 rnAxrAr  0)(

。不妨设为 rn  ,...,1

,0,...,0],...,[ 1 rnB  令

阵。就是符合题目要求的矩B



例20

解


















































0

0

0

11

11

11

3

2

1

x

x

x







已知齐次线性方程组

列式为方程组的系数矩阵的行
)2()1(

11

11

11
2  






解。解，不满秩有非有系数矩阵满秩时方程只 00

-21)1(   且

-21)2(   或

解；取什么值，方程组只有 0)1(  解取什么值，方程组有非 0)2( 

小结 一般地，齐次线性方程组的解判定是
用系数阵的秩进行的. 只有系数阵是方阵，
也可用系数阵的行列式来判定



例21

解

已知齐次线性方程组

不满秩解，故有非说明不为 AAxOB 00

)1(5

1-13

1-2

2-21

)(det  A

;1 ;

0)det(

OA

BOAB





不然将推出

，，知又由

和，求满足方阵若非 )det(0 BOABB 

0B0  AOABB ，则必有满足方阵小结：若非

1

2

3

1 2 - 2 0

2 - 1 0

3 1 - 1 0

x

A x x

x



     
      
     
     
     



例22

解

,0,, 11321   的基础解系，且是方程已知 Ax

，故是方程的解，且


















100

110

111

],,[],,[,, 321321321 

出，且这两组解可相互表这说明 ]),,([]),,([ 321321  rr 

，， ]),,([]),,([],,[

100

110

111

],,[ 321321321

1

321  rr 

















是否也是基础解系？。问 ],,[, 3213213212  

也是基础解系。等价且线性无关，因此与于是 321321 ,,,, 



小结：一般地，齐次线性方程组组如果有非零解，则
必有基础解系，且基础解系不唯一；与已知的基础解
系等价的线性无关组也是基础解系. 此题中 的线性无
关性也可用例7的结论来证.



解

21 22 2 21 00( , , ) ,, nA AA  考 察 向 量 由 于 A 知 , ；

1 0( ) - ,r A n A x 所 以 从 而 的 基 础 解 系 中 只 含 一 个 解 向 量 ,

1

0 2

0 2

,
, ,

| | ,

n

k

i
A i

A i







 
由 行 列 式 展 开 定 理 及 推 论 知 的 第 个 分 量 为

例23



2

1 1

0 1

*

*

( ) ,

, ( ) ,

( ) , ( ) ,

, ( ) ,

A n n A A

n r A n

r A r A n

r A n






  
  

设 为 阶 方 阵 为 的 伴 随 阵 ， 证 明 ：

解 11 0 0* *( ) ( ) , | | , | | | | , ( ) .nr A n A A A r A n    当 时 所 以 知

1* *, ( )A r A 故 知 至 少 有 一 个 元 素 非 零 所 以 ；

2 1 1 0( ) ( ) - , - , | |r A n A n A 当 时 中 至 少 有 一 个 阶 子 式 非 零 且 ；

1 1

* *

* *

| | , ( ) ( ) ,

( ) ( ) ; ( ) .

A A A I O r A r A n

r A n r A r A

   

   

另 一 方 面 ， 由 于 所 以

从 而 得 故 有

例24

1 1 0* *( ) - , - , (, )Or A n A n A r A ( 3 ) 若 则 的 所 有 的 阶 子 式 均 为 零 从 而 故



0 0

1 0 0

2 0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).

A x B x n

A x B x r A r B

A x B x r A r B

 

  

  

设 和 都 是 元 线 性 方 程 组 ， 证 明 ：

若 的 解 都 是 的 解 ， 则 ；

若 与 同 解 ， 则

解

2 1( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ).r A r B r A r B r A r B  用 的 结 论 知 且 所 以 有

0 - ( )B x n r A从 而 的 解 中 至 少 已 有 个 线 性 无 关 ，

例25

- ( ) ( ) ( ) ( ).n r A n r B r A r B  所 以 ， 故



( ) ( ) ( ).T TA m n r A A r A r A A  已 知 为 阶 实 矩 阵 ， 证 明

解

0 0) , ( )()(T T Tx A x A xA A x 则 即

0 0, .TA x A A x 一 方 面 的 解 显 然 都 是 的 解

0A x 可 得 ，

例26

0, Tx A A x 另 一 方 面 若 是 的 解 ，

0 0 0 .Tx A x A x A A x  即 也 是 方 程 组 的 解 , 故 与 同 解

( ) ( ) ( ) , ( ) ( ).T T Tr A A r A r A r A A r A  同 理 得 故



解

例27

1 1 2 3 0 1 1 2 3 0

2 1 6 4 1 0 1 2 2 1

3 2 7 1 0 0 8 0 0

1 1 6 1 0 0 0 0 2

A
a a

b b

    
        
    
         

行
由 阶 梯 形 矩 阵 可 见



1 2( ) , ( ) ( ) , .b r A r A  当 时 方 程 组 无 解

2 2 8( ) ( )= ( )= 3< 4, .b a r A r A   当 且 时 , 方 程 组 有 无 穷 解

3 2 8( ) = ( )= ( )= 2< 4, .b a r A r A  当 且 时 , 方 程 组 有 无 穷 解

1 1 2 3 0 1 0 0 1 1

0 1 2 2 1 0 1 0 2 1

0 0 1 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

A

    
   
    
   
   
   

1 1 0 0 1 2 0 0( , , , ) ( , , , )T Tx c c    结 构 式 通 解 为 （ 为 任 意 常 数 ）

1

1 2

21 1 0 0 4 2 1 0 1 2 0 1( , , , ) ( , , , ) ( ,

,

, , )T T Tx c

c

c

c

      结 构 式 通 解 为

（ 为 任 意 常 数 ）

1 1 2 3 0 1 0 4 1 1

0 1 2 2 1 0 1 2 2 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

A

     
   
    
   
   
   



线性方程组

解

例28














2
321

321

321 1

aaxxx

axaxx

xxax

？求其结构式通解。为何值时，有无穷多解）当（

为何值时，无解？）当（

为何值时，有唯一解？）当（

a

a

a

3

2

1

方程组的系数行列式为

2)1)(2(

11

11

11a

 aa

a

aA



三行）变换（前两行都加到第时，对增广阵做初等行）当（

组有唯一解。由克莱姆法则知，方程时且）当（

2-2

,0,1a21





a

Aa















































3000

2121

1112

4211

2121

1112
行A

    方程组无解。可见 ,3,2,  ArAr







































0000

0000

1111

1111

1111

1111

13 行时，）当（ Aa

      。为任意常数通解为

方程组有无穷多解，

),(1,0,10,1,10,0,1 2121 ccccx
TTT





1r-nn,rr(A)b)|r(A

,





存在证明：满足

非齐次线性方程组矩阵为已知

bAx

bAxnmA

证明

个解。的是性质知：

。由线性方程组的解为有解，记它的一个特解又

个解，记为的基础解系中含由题设知

1,,,

b

;,,0,

1

1














rnbAx

Ax

rnAx

rn

rn







例29

个 线 性 无 关 的 解 ， 可 以 线 性 表 示 该 方 程 组 的 任 意 一 个 解 ，

结论。证明这个解组满足此题下面 ,

1.而 且 表 示 系 数 的 和 为



，所以而得

，注意到两边同时左乘

0kkk,0,0)kkk(

,0,

1010 







rnrn

j

bb

AbAA 

首先，此组线性无关。

,0kk)kkk(: 1110  


 rnrnrn 整理得

,0)(k)(kk 110  





rnrn 事实上，设

故，此解组线性无关。

，，所以，又

，所以知是基础解系，线性无关代入式，注意到

0k0kkk0kk

,,

0101

1









rnrn

rn



可以变形为使得

组系数解结构定理知，存在一由非齐次线性方程组的

的任一解，是其次，设

,

,,,

11

1

rnrn

r

cc

cc

bAx


 









.1且表示系数之和为

性表示，的任一解可由此解组线所以， bAx 

)()()1( 111 rnrnrn cccc 





  



已知方程组

解

例30

12Π

04

02

0

I 321

3
2

21

321

321

a-xxx

xaxx

axxx

xxx
















）与（）（

以及所有公共解。有公共解，求 a

得到的方程组的解。

程组合在一起）的公共解就是两个方）与（（ ΠI

























1121

041

021

0111

)|(
2

a

a

a
bA

为任意常数。其中公共解为时）当（

。时，有唯一公共解）当（

ccxa

xa
T

T

,)1,0,1(,12

)1,1,0(21




























)2)(1(000

1-100

01-10

0111

aa

aa

a行



已知方程组

解

例31





























1

22

1

Π

23

4

152-

I

43

42

41

4321

4321

4321

xx

xx

xx

cxxxx

bxxxx

xaxxx

）与（）（

。同解，求 cba ,,

)()()|(

ΠIΠ,I

TTTT BrArABr

BA

BA







的行向量组等价的行向量组与

表示两组方程可以相互线性

）同解）与（，（）的增广阵为（）的增广阵为记（

































































401000

021000

11100

111010

312001

41121

25121

11100

111010

312001

ca

ba

a

c

b

a

3)|(,3)(,  TTT ABrBr 所以得显见

4,2-,1-,  cba由此得



线性无关证明

的解为线性方程组

设齐次线性无关，令且

，维实向量为设

nrir

nrr

T
rr

T
iriii

Ax

A

nrri









,...,,,,...,,:

,,...,,0

.],...,,[,...,,

);,...,2,1(n),...,,(

1121

21

2121

21









证明：

例32

个方程，从而有的第

的解，满足是行为的第注意，

i

AxAxiA j

T

i 00, 

),...1;,...,1(0 nrjrij

T

i 



0......

,,...,,,...,

1111

11

 



nnrrrr

nrr

kkkk

kkkk



使得设有一组系数

；，故的各分量平方和为即向量

，，得左乘

0...0...

0),...,(),...,(),...,(

1111

111111





rrrr

rr
T

rr
T

rr

kkkk

kkkkkk





.0...

,...,

,0...

0...,...,

1

1

11

11













nr

nr

nnrr

rr

kk

kk

kk

所以

，是基础解系，线性无关注意到

代入式，得

；线性无关，得又







.,...,,,...,0...... 1111 线性无关；故至此 nrrnrr kkkk   


