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第一章 行列式

§1.1 行列式的定义与性质

(A)

1. x1 = −2, x2 = 4

解：由题可知：D =

∣∣∣∣∣ 3 2

5 3

∣∣∣∣∣ = −1 ̸= 0,所以原方程组有唯一的解。因为

D1 =

∣∣∣∣∣ 6 2

8 3

∣∣∣∣∣ = 18− 16 = 2, D2 =

∣∣∣∣∣ 3 6

5 8

∣∣∣∣∣ = 24− 30 = −6,所以原方程组的

唯一解为：x1 =
D1

D
= −2, x2 =

D2

D
= 6.

2.不会改变。
解：因为 Aij 是代数余子式，即 Aij = (−1)

i+j
Mij，且Mij 是删去 aij 所

在的第 i行和第 j 列元素后剩余元素按它们原来的相对次序形成的 (n − 1)阶

子式，可见 Aij 与的 D第 i行和第 j 列元素的值无关，因此不会改变。

3.104

解：M34 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 0

3 5 −8

1 2 10

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 66 + 38 = 104

A34 = (−1)3+4M34 = −104

4. 解：记 D1 的 (i, j) 元素余子式为 Mij，记 D2 的 (i, j) 元素余子式为

M ′
ij，将 D2按第 4行展开，有：
D2 = (−1)(−1)4+1M ′

41 + (−1)4+2M ′
42 + (−1)4+3(−1)M ′

43 + (−1)4+4M ′
44

= M ′
41 +M ′

42 +M ′
43 +M ′

44

而由于 D1与 D2仅第 4行元素不同，可知：
M41 = M ′

41，M43 = M ′
43，M44 = M ′

44，M44 = M ′
44

仲英书院学业辅导中心



2 第一章 行列式

所以 D2 = M41 +M42 +M43 +M44。

5.(1)-100; (2) 4abcdef

解：第一问按行列式定义直接展开计算即可。第二问各行分别提出公因子，

各列分别提出公因子,再按定义展开计算。

过程：（1）

原式=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 4
0 5 15
4 6 10

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 4
0 1 3
0 4 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 10

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 4
0 1 3
0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 10×2×(1 - 6) = - 100

（2）原式=adf

∣∣∣∣∣∣∣∣
−b c e

b −c e

b c −e

∣∣∣∣∣∣∣∣ = adf

∣∣∣∣∣∣∣∣
−b c e

0 0 2e

0 2c 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = adf (−b) (−4ec) =

4abcdef

6.(1) (−1)
(n+2)(n−1)

2 n!; (2) xn + yn(−1)
n−1

= xn + (−1)
n−1

yn

解：

（1）解析: 将最后一列与前一列交换 (n− 1) 次，直至原最后一列移至首

列。

具体过程：

原式=(−1)
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 · · · 1

0 0 0 0 · · · 0
...

...
...

... · · ·
...

0 n− 1
...

... · · · 0

n 0 0 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

n−1
(−1)

n(n−1)
2 n! = (−1)

(n+2)(n−1)
2 n!

注释：答案也可以写作 (−1)
(n−2)(n−1)

2 n!，是一个意思。

（2）具体过程：

原式 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y 0 · · · 0 0

0 x y · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · x y

y 0 0 · · · 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y 0 · · · 0 0

0 x y · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
−y2

x
0 0 · · · x 0

y 0 0 · · · 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
仲英书院学业辅导中心



§1.1 行列式的定义与性质 3

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y 0 · · · 0 0

0 x y · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
y3

x2 0 0 · · · 0 0

−y2

x
0 0 · · · x 0

y 0 0 · · · 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ y
(
− y

x

)n−1
0 0 · · · 0 0

y
(
− y

x

)n−2
x 0 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

y3

x2 0 0 · · · 0 0

−y2

x
0 0 · · · x 0

y 0 0 · · · 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
[
x+ y

(
− y

x

)n−1
]
xn−1

(B)

证明：

设变换前的行列式为，变换后的行列式为

有：D=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 · · · a1n

a21 a22 a23 · · · a2n
...

...
...

. . .
...

an1 an2 an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

D′=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b0a11 b−1a12 b−2a13 · · · b1−na1n

b1a21 b0a22 b−1a23 · · · b2−na2n
...

...
...

. . .
...

bn−1an1 bn−2an2 bn−3an3 · · · b0ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= b0b1b2 · · · bn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 b−1a12 b−2a13 · · · b1−na1n

a21 b−1a22 b−2a23 · · · b1−na2n
...

...
...

. . .
...

an1 b−1an2 b−2an3 · · · b1−nann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= b0b1b2 · · · bn−1b−1b−2b−3 · · · b1−nD

= D

所以，变换后的行列式的值与原来的行列式的值仍然相等。

仲英书院学业辅导中心



4 第一章 行列式

§1.2 行列式的计算

(A)

1. 解：(1) −2 (x3 + y3) (2) 1− x2 − y2 − z2 (3) (4)160(5)40(6)

具体过程：（1）原式=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2x+ 2y 2x+ 2y 2x+ 2y

y x+ y x

x+ y x y

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (2x+ 2y)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

y x+ y x

x+ y x y

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (2x+ 2y)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

0 x x− y

0 −y −x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 (x+ y) [−x2 + y (x− y)]

= 2 (x+ y) [−x2 + xy − y2] = −2 (x3 + y3)

（2）原式 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− x2 − y2 − z2 0 0 0

x 1 0 0

y 0 1 0

z 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1− x2 − y2 − z2

（3）原式 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ b a a a

−b −b 0 0

−b 0 c 0

−b 0 0 c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b+ ac

b
− ca

b
a a a

0 −b 0 0

0 0 c 0

0 0 0 −c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= b2c2

（4）原式 =10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

2 3 4 1

3 4 1 2

4 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

0 1 2 −1

0 1 −2 −1

0 −3 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

0 1 2 −1

0 0 −4 0

0 0 0 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 160

（5）原式 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −5 3 −3

−5 1 3 −4

2 0 1 −1

3 1 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −5 3 −3

0 −24 18 −19

0 10 −5 5

0 16 −10 11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
仲英书院学业辅导中心



§1.2 行列式的计算 5

= 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −5 3 −3

0 2 −1 1

0 0 6 −7

0 0 −2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −5 3 −3

0 2 −1 1

0 0 −2 3

0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −5×2×(−2)×2 =

40

（6）原式=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1

1 −x 0 0 0

1 0 −x 0 0

1 0 0 −x 0

1 0 0 0 −x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4
x

0 0 0 0

1 −x 0 0 0

1 0 −x 0 0

1 0 0 −x 0

1 0 0 0 −x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 4x3

2，证明:

（1）原式 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1x a1x+ b1 c1

a2 + b2x a2x+ b2 c2

a3 + b3x a3x+ b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 − a1x

2 a1x+ b1 c1

a2 − a2x
2 a2x+ b2 c2

a3 − a3x
3 a3x+ b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1− x2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a1x+ b1 c1

a2 a2x+ b2 c2

a3 a3x+ b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1− x2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣，证毕。

（2）构造D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

a b c x

a2 b2 c2 x2

a3 b3 c3 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
，按照D的第 4列展开，所求原式即为

x2项系数的相反数。由范德蒙德行列式，有：

D = (x− a) (c− a) (b− a) (x− b) (c− b) (x− c)

= (x− a) (x− b) (x− c) (c− a) (b− a) (c− b)

=
(
x2 − ax− bx+ ab

)
(x− c) (c− a) (b− a) (c− b)

对比相同项的系数，可得原式满足：

原式= − (−a− b− c) (c− a) (b− a) (c− b)= (a+ b+ c) (c− a) (b− a) (c− b)，

证毕。

(3)后一列依次减去前一列，可以得到：

仲英书院学业辅导中心



6 第一章 行列式

原式 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 2a+ 1 2a+ 3 2a+ 5

b2 2b+ 1 2b+ 3 2b+ 5

c2 2c+ 1 2c+ 3 2c+ 5

d2 2d+ 1 2d+ 3 2d+ 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 2a+ 1 2 4

b2 2b+ 1 2 4

c2 2c+ 1 2 4

d2 2d+ 1 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0，证

毕。

3，(1)-20; (2)-2; (3) abd (d− b) (d− c) (c− b) (c2 − a2)

解：（1）原式=

∣∣∣∣∣ 1 −2

3 4

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 5 6

7 8

∣∣∣∣∣ = (4 + 6) (40− 42) = 10×(−2) = −20

（2）原式=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

1 1 2

2 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 3 4

5 6

∣∣∣∣∣= 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1

1 1 2

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 3 4

1 1

∣∣∣∣∣= 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0

0 0 1

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 0 1

1 1

∣∣∣∣∣ =
2× (−1) = −2

（3）原式 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a a a 0 0

b d c 0 0

b2 d2 c2 0 0

0 0 0 bc ab

0 0 0 da cd

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −dab

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

b d c

b2 d2 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ c a

a c

∣∣∣∣∣

= −abd (d− b) (c− b) (c− d) (c2 − a2)

= abd (d− b) (d− c) (c− b) (c2 − a2)

4.(1) (n− 1) (−1)
n−1; (2)

n∑
i=1

aib
b−1 + bn; (3) (−2) (n− 2)!; (4)a1a2a3 · · · an

(
1 +

n∑
i=1

1
ai

)

解：（1）原式=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n− 1 n− 1 n− 1 · · · n− 1

1 0 1 · · · 1

1 1 0 · · · 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

1 0 1 · · · 1

1 1 0 · · · 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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§1.2 行列式的计算 7

= (n− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

0 −1 0 · · · 0

0 0 −1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (n− 1) (−1)

n−1

（2）原式

= (a1 + a2 + a3 + · · · an + b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a2 a3 · · · an

1 a2 + b a3 · · · an

1 a2 a3 + b · · · an
...

...
...

. . .
...

1 a2 a3 · · · an + b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (a1 + a2 + a3 + · · · an + b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0

1 b 0 · · · 0

1 0 b · · · 0
...

...
...

. . .
...

1 0 0 · · · b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
n∑

i=1

ai + b

)
bn−1 =

n∑
i=1

aib
b−1 + bn

（3）原式 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

- 1 0 0 · · · 0
2 2 2 · · · 2
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · n− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

- 1 0 0 · · · 0
0 2 2 · · · 2
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · n− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−2) (n− 2)!

（4）原式=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 1 1 · · · 1

−a1 a2 0 · · · 0

−a1 0 a3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

−a1 0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 +
a1

a2
+ · · ·+ a1

an
1 · · · 1

0 a2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
(
1 + a1 +

a1

a2
+ · · ·+ a1

an

)
(a2a3 · · · an)

= (a1a2a3 · · · an)
(
1 + 1

a1
+ 1

a2
+ · · · 1

an

)
= a1a2a3 · · · an

(
1 +

n∑
i=1

1
ai

)
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8 第一章 行列式

5. 1− a+ a2 − a3 + a4 − a5

解：

由题意得：D5 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−a 0 0 0 1

−1 1− a a 0 0

0 −1 1− a a 0

0 0 −1 1− a a

0 0 0 −1 1− a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −aD4 + (−1)

1+5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1− a a 0

0 −1 1− a a

0 0 −1 1− a

0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1− aD4

所以，由此递推规律可以得到递推式：Dn = 1− aDn−1 (n ⩾ 3)

所以有：D5 = 1− aD4 = 1− a (1− aD3) = 1− a+ a2D3

= 1− a+ a2(1− aD2) = 1− a+ a2 − a3D2

因为：D2 =

∣∣∣∣∣ 1− a a

−1 1− a

∣∣∣∣∣ = a2 − a+ 1

所以有：D5 = 1− a+ a2 − a3 (a2 − a+ 1) = 1− a+ a2 − a3 + a4 − a5。

6，
n∏

i=1

i!

解：将行列式的各行两两交换，原来的最后一行交换至新行列式的第一

行，原来行列式的倒数第二行交换至新行列式的第二行，以此类推，共交换了：

0 + 1 + 2 + · · ·n− 1 = n(n−1)
2
次，从而有：

Dn+1 = (−1)
n(n−1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

a a− 1 a− 2 · · · a− n

a2 (a− 1)
2

(a− 2)
2 · · · (a− n)

2

...
...

...
. . .

...
an (a− 1)

n
(a− 2)

n · · · (a− n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
再将行列式的各列两两交换，原来的最后一列交换至新行列式的第一列，

原来行列式的倒数第二列换至新行列式的第二列，以此类推，共交换了：0 +

1 + 2 + · · ·n− 1 = n(n−1)
2
次，从而有：
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§1.2 行列式的计算 9

Dn+1 = (−1)
n(n−1)

2 (−1)
n(n−1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

a− n a− n+ 1 a− n+ 2 · · · a

(a− n)
2

(a− n+ 1)
2

(a− n+ 2)
2 · · · a2

...
...

...
. . .

...
(a− n)

n
(a− n+ 1)

n
(a− n+ 2)

n · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
i=1

i!

7，证明：

（1）原式 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an bn
. . . . . .

a1 b1

0 d1 − b1c1
a1

. . . . . .
0 dn − bncn

an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
an

. . .
a1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
d1 − b1c1

a1

. . .
dn − bncn

an

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a1a2 · · · an

(
d1 −

b1c1
a1

)
· · ·
(
dn − bncn

an

)
=

n∏
i=1

(aidi − bici)

（2）解题思路：
从第一列开始，每一列都乘 1

x
，直至最后一列，从而构造三角行列式，具

体过程如下：

Dn =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 0 0 · · ·
0 x 0 · · ·
0 0 x · · ·
...

...
...

. . .
0 0 0 · · ·
an an−1 +

an

x
an−2 +

1
x

(
an−1 +

an

x

)
· · ·
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10 第一章 行列式

0 0

0 0

0 0
...

...
x 0

a2 +
1
x
a3 +

1
x2 a4 + · · · 1

xn−2 an x+ a1 +
1
x
a2 +

1
x2 a3 + · · · 1

xn−1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= xn−1

(
x+ a1 +

1

x
a2 +

1

x2
a3 + · · · 1

xn−1
an

)
= xn + a1x

n−1 + a2x
n−2 + · · ·+ an−1x+ an

（3）解题思路：假设 Dn = cosnα成立，运用数学归纳法解题：
具体过程：

假设 Dn = cosnα成立

∵ D2 =

∣∣∣∣∣ cosα 1

1 2 cosα

∣∣∣∣∣ = 2cos2α− 1 = cos 2α，即 n=2时原式成立

不妨假设 Dn−1 = cos (n− 1)α成立，则：

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cosα 1 0 0 · · · 0 0

1 2 cosα 1 0 · · · 0 0

0 1 2 cosα 1 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · 1 cosα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
（按照最后一行展开）

= (−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cosα 1 0 0 · · · 0 0

1 2 cosα 1 0 · · · 0 0

0 1 2 cosα 1 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+Dn−1‘2 cosα

（按照最后一列展开）= (−1)Dn−2 +Dn−1‘2 cosα
= (−1) cos (n− 2)α+ 2 cosα cos (n− 1)α

= 2 cosα [cos (n− 2)α cosα− sin (n− 2)α sinα]− cos (n− 2)α

=
(
2cos2α− 1

)
cos (n− 2)α− 2 sin (n− 2)α sinα cosα

= cos 2α cos (n− 2)α− sin 2α sin (n− 2)α

= cosnα
假设成立，原命题正确，证毕。

(B)
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§1.2 行列式的计算 11

1，解：解题思路：后面的列整体都换到前面，一共有列，一列换次，一共
就换次，具体过程为：

原式 = (−1)
mn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · an1 0 · · · 0
...

...
...

...
a1n · · · ann 0 · · · 0

c11 · · · c1n b11 · · · b1m
...

...
...

...
cm1 · · · cmn bm1 · · · bmm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

mn

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
b11 · · · b1m
...

...
bm1 · · · bmm

∣∣∣∣∣∣∣∣

2.(1) (−1)
n−1

2n−2 (n− 1); (2) λn − λn−1
n∑

i=1

a2i

解：(1)由题意得：Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 · · · n− 2 n− 1

1 0 1 · · · n− 3 n− 2

2 1 0 · · · n− 4 n− 3
...

...
...

. . .
...

...
n− 1 n− 2 n− 3 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
，则：

从最后一行开始，每一行都减去前一行，之后再将最后一列加到前面各列上，

有：

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 · · · n− 2 n− 1

1 0 1 · · · n− 3 n− 2

2 1 0 · · · n− 4 n− 3
...

...
...

. . .
...

...
n− 1 n− 2 n− 3 · · · 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2 · · · n− 2 n− 1

1 −1 −1 · · · −1 −1

1 1 −1 · · · −1 −1
...

...
...

. . .
...

...
1 1 1 · · · 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

（最后一列加到各列上）
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12 第一章 行列式

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n− 1 n n+ 1 · · · 2n− 3 n− 1

0 −2 −2 · · · −2 −1

0 0 −2 · · · −2 −1
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (n− 1) (−2)

n−2
(−1)

= (−1)
n−1

2n−2 (n− 1)

（12解：解题思路：首行乘
(
− ai

a1

)
加至后面各行，各列再乘

(
ai

a1

)
后加至

首列，即可化为三角行列式。具体过程为：

原式 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− a21 −a1a2 −a1a3 · · · −a1an

−λa2

a1
λ 0 · · · 0

...
...

...
...

−λan

a1
0 0 · · · λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− a21 − a22 − a23 − · · · a2n −a1a2 −a1a3 · · · −a1an

0 λ 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
(
λ− a21 − a22 − a23 − · · · a2n

)
λn−1

= λn − λn−1

n∑
i=1

a2i

§1.3 Cramer法则

(A)

1.(1) x1 = 3, x2 = 1, x3 = 1; (2) x1 = 1, x2 = x3 = x4 = 0

解：（1）D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 −1

3 4 −2

3 −2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 −1

3 4 −2

0 −6 6

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −2 −1

3 2 −2

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
60 ̸= 0

所以原方程式有唯一解，有 cramer法则，

仲英书院学业辅导中心



§1.3 Cramer法则 13

x1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −1 −1

11 4 −2

11 −2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
60

=

6

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −1 −1

11 4 −2

0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
60

=

6

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −2 −1

11 2 −2

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
60

= 6×(22 + 8)

60
= 3

同理可得：x2 = 1, x3 = 1

（2）由系数行列式 D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a21 a31

1 a2 a22 a32

1 a3 a23 a33

1 a4 a24 a34

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1⩽ij⩽4

(aj − ai) ̸= 0

可知，原方程组有唯一解，从而由 Cramer法则：
x1 = 1, x2 =

D2

D
= 0, x3 = 0, x4 = 0;

2. λ = 1

解：∵原齐次方程有非零解，∴系数行列式 D = 0

∴ D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 1 1
1 λ 1
3 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 3 2 0
−2 λ+ 1 0

3 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 3)(λ+ 1) + 4

= λ2 − 2λ+ 1 = (λ− 1)
2
= 0

∴ λ = 1

3.解：若个方程个未知量组成的线性方程组的解不唯一，则其系数行列式
的值为 0.

4.解：设直线方程为：Ax+By + C = 0

因为直线过M1,M2，所以有：


Ax+By + C = 0

Ax1 +By1 + C = 0

Ax2 +By2 + C = 0

视 A,B,C 为未知数，则有：因为直线存在，即原齐次方程组存在非零解，

所以必有系数行列式 ∴ D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x y 1

x1 y1 1

x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0，证毕。

仲英书院学业辅导中心



14 第一章 行列式

5. f (x) = 2x3 − 5x2 + 7

解：设 f (x) = ax3 + bx2 + cx+ d，则有：
−a+ b− c+ d = 0

a+ b+ c+ d = 4

8a+ 4b+ 2c+ d = 3

27a+ 9b+ 3c+ d = 16

其系数行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 −1 1

1 1 1 1

8 4 2 1

27 9 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 −1 1

0 2 0 2

0 12 −6 9

0 36 −24 28

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1

0 −6 −3

0 −24 −8

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −2×(48− 72) = 48 ̸= 0

从而原方程组有唯一解，由 Cramer法则，有：

a =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 −1 1

4 1 1 1

3 4 2 1

16 9 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 −1 1

1 1 1 1

8 4 2 1

27 9 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 −1 1

4 0 2 0

3 3 3 0

16 8 4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
48

=

−24

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 1

1 1 1

4 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
48

= −−4

2
= 2

同理，可得：b = −5, c = 0, d = 7

∴ f (x) = 2x3 − 5x2 + 7

(B)

解：由题可得：


a0 + a1x1 + a2x

2
1 + a3x

3
1 = 0

a0 + a1x2 + a2x
2
2 + a3x

3
2 = 0

a0 + a1x3 + a2x
2
3 + a3x

3
3 = 0

a0 + a1x4 + a2x
2
4 + a3x

3
4 = 0

，

不妨视 a0, a1, a2, a3为未知数
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§1.4 第 1章习题 15

所以有：系数行列式 D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 x3
1

1 x2 x2
2 x3

2

1 x3 x2
3 x3

3

1 x4 x2
4 x3

4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1⩽ij⩽4

(xj − xi)

若方程有 4个互不相同的根，则必有 D ̸= 0，即原齐次方程必有唯一解，

而原齐次方程必有零解，

所以唯一解即为 a0 = a1 = a2 = a3 = 0，与 a3 ̸= 0相矛盾

所以，原方程不会有 4个互不相同的根，原命题成立。

§1.4 第 1章习题

1.(1)140; (2)48; (3)1,2,3; (4) ;(5)

解：（1）原式 =

∣∣∣∣∣ 5 2

3 4

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 3 1

2 4

∣∣∣∣∣ = (20− 6) (12− 2) = 140

（2）原式 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1 1

−2 2 0 0

−2 0 2 0

−2 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6 1 1 1

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 6× 2× 2× 2 = 48

（3）原方程左边 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ 1 −4 2

3 x− 4 0

0 3− x x− 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ 1 −2 2

3 x− 4 0

0 0 x− 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x− 3) [(x+ 1) (x− 4) + 6] = (x− 3) (x2 − 3x− 4 + 6)

= (x− 3) (x− 1) (x− 2) = 0

所以原方程的全部根为 x = 1, x = 2, x = 3.

（4）将各列都加到第一列上，之后提出公因式 b，有：

(A11 +A21 + · · ·+An1) b = a

∴ A11 +A21 + · · ·+An1 =
a
b

（5）因为原方程组只有零解，所以必有系数行列式 D ̸= 0，且有：
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16 第一章 行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 1 1
1 µ 1
1 2µ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 1 1

1− λ µ− 1 0

1− λ 2µ− 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣= (1− λ) [2µ− 1− (µ− 1)] =

(1− λ)µ ̸= 0

2.(1)D; (2)A; (3)B

解：（1）选 D。考察的知识点为 Cramer法则的内容，较好理解。

（2）选 A。由性质：行列式的任一行各元素分别与另一方对应元素的代数

余子式的乘积之和为 0可得到答案。

（3）选 B。各列减去第一列即可化简，具体过程为:

f (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− 2 1 0 −1

2x− 2 1 0 −1

3x− 3 1 x− 2 −2

4x −3 x− 7 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− 2 1 0 0

2x− 2 1 0 0

3x− 3 1 x− 2 −1

4x −3 x− 7 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ x− 2 1

2x− 2 1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ x− 2 −1

x− 7 −6

∣∣∣∣∣ = −x (5− 5x) = 0 ∴ x = 0/x = 1. ∴ B

3.-105

解：由题可知：

M13 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 5 2

5 4 5

5 6 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
3 9 2

2 5 3

0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3

M23 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 8 8
5 4 5
5 6 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−7 0 8
0 −1 5
1 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
−7 0 8

0 −1 5

1 0 14

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 106

M33 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 8 8
3 5 2
5 6 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 8 8

0 −19 −22

0 −34 −36

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 684− 748 = −64

所以，原式 = 3 + 2× 106− 5× 64 = 215− 320 = −105

4.(1)-18; (2)-142; (3) x2 + y2 + z2 + 1 (4) 6a5
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§1.4 第 1章习题 17

解：（1）原式=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 8 16 −5

0 7 15 5

−1 2 5 −2

0 2 4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
8 16 −5

7 15 5

2 4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
18 36 0

−3 −5 0

2 4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
−18

（2）原式=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

0 1 −2 3

0 −5 −3 −7

0 −2 −1 8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 3

−5 −3 −7

−2 −1 8

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 3

0 −13 8

0 −5 14

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
−142

（3）原式

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 xy xz

xy y2 + 1 yz

xz yz z2 + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0

xy y2 + 1 yz

xz yz z2 + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= x


∣∣∣∣∣∣∣∣

x y z

xy y2 yz

xz yz z2 + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣

x y z

0 1 0

xz yz z2 + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

(
y2 + 1

) (
z2 + 1

)
− y2z2

= x
[
x
(
z2 + 1

)
− xz2

]
+ y2 + z2 + 1

= x2 + y2 + z2 + 1

（4）由于
D5 = 2aD4 −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 1 0 0

0 2a 1 0

0 a2 2a 1

0 0 a2 2a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2aD4 − a2

∣∣∣∣∣∣∣∣
2a 1 0

a2 2a 1

0 a2 2a

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2aD4 − a2D3

∴ Dn = 2aDn−1 − a2Dn−2

∴ D5 = 2aD4 − a2D3 = 2a
(
2aD3 − a2D2

)
− a2D3

= 3a2D3 − 2a3D2 = 4a3D2 − 3a4D1

∵ D2 =

∣∣∣∣∣ 2a 1

a2 2a

∣∣∣∣∣ = 3a2, D1 = 2a

∴ D5 = 12a5 − 6a5 = 6a5

5. x1 =
1
2
, x2 = x3 = x4 = 0
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18 第一章 行列式

解：原方程组的系数行列式记为

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1 1

1 1 2 4

2 −1 1 −1

2 3 4 15

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2 4

2 1 1 1

2 −1 1 −1

2 3 4 15

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2 4

0 −1 −3 −7

0 −3 −3 −9

0 1 0 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −3 −7

−3 −3 −9

1 0 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −3 −7

0 6 12

0 −3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 36

所以，由 Cramer法则：

x1 =

1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

1 2 4 8

1 −1 1 −1

1 3 4 15

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
36

=

1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

0 1 3 7

0 −2 0 −2

0 2 3 14

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
36

= 18
36

= 1
2
，

同理，x2 = x3 = x4 = 0

∴ x1 =
1
2
, x2 = x3 = x4 = 0
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第二章 矩阵

§2.1 矩阵及其运算

(A)

1.


22 19 13

−26 7 11

28 5 −11

 ,


22 19 13

−26 7 11

28 5 −11

 ,

解析：本题考查矩阵乘法、矩阵转置、矩阵运算的分配律。前两问直接计

算即可，第三问利用分配律简化计算：

AB−AC = A(B−C) =


1 1 1

1 1 −1

1 −1 1




−1 0 0

0 2 0

0 0 2

 =


−1 2 2

−1 2 −2

−1 −2 2


2.（1）14 ；（2）


−2 4

−1 2

−3 6

 ；（3）

[
22 15

22 2

]
；（4）a11x

2
1 + a22x

2
2 +

a33x
2
3 + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3

解析：本题考查矩阵乘法，直接利用矩阵乘法运算原则即可求解：

（1）原式 =1+4+9=14；

（2）原式 =


−1× 2 2× 2

−1× 1

−1× 3

2× 1

2× 3

 =


−2 4

−1

−3

2

6

；
（3）原式 =

[
1 + 4− 3 + 20 3 + 8 + 4

−1− 2 + 25 −3 + 4

]
=

[
22 15

22 2

]
；

（4）原式 =[
a11x1 + a12x2 + a13x3 a12x1 + a22x2 + a23x3 a13x1 + a23x2 + a33x3

]
x1

x2

x3


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20 第二章 矩阵

= x1(a11x1+a12x2+a13x3)+x2(a12x1+a22x2+a23x3)+x3(a12x1+a22x2+

a23x3)

= a11x
2
1 + a22x

2
2 + a33x

2
3 + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3

3.


2 1

−10

3

3

9


解析：本题考查线性变换与矩阵。

令X =


x1

x2

x3

 , Y =


y1

y2

y2

 , Z =

z1
z2

，则X =


1 1 1

2 −1 0

4 0 5

Y, Y =


−3 1

4

1

−1

1

Z ，代入可得

X =


1 1 1

2 −1 0

4 0 5




−3 1

4

1

−1

1

Z =


2 1

−10

−7

3

9

Z，

则所求 Z =

z1
z2

到 X =


x1

x2

x3

的线性变换矩阵为


2 1

−10

3

3

9

。
4.（1）不等于；（2）不等于；（3）不等于
解析：本题考查矩阵乘法运算，需要注意矩阵乘法一般不存在交换律。

（1）经计算 AB =

[
1 3

3 7

]
, BA =

[
4 6

3 4

]
，二者不相等；

（2）(A+B)2 = (A+B)(A+B) = A2 +BA+AB +B2 A2 +2AB +B2

（3）(A+B)(A−B) = A2 +BA−AB −B2 A2 −B2

5.（1）A =

[
0 1

0 0

]
；（2）A =

[
1 0

0 0

]
；（3）A =

[
1 0

0 0

]
, B =[

0 0

0 1

]
；

（4）A =

[
1 0

0 0

]
, B =

[
0 0

0 1

]
, C =

[
0 0

0 2

]
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§2.1 矩阵及其运算 21

解析：本题考查矩阵乘法定义与应用，注意矩阵乘法与代数乘法的异同，

常用到的反例有

[
a 0

0 0

]
,

[
0 b

0 0

]
,

[
0 0

0 c

]
，代入验证即可。

6.（1）AD =


λ1a11 · · · λja1j · · · λna1n

...
...

...
λ1an1 · · · λjanj · · · λnann

，

DA =



λ1a11 · · · λ1a1n
...

...
λiai1 · · · λiain

...
...

λnan1 · · · λnan


；

（2）Aεj =
[
a1j a2j · · · anj

]T
, εTi A =

[
ai1 ai2 · · · ain

]
, εTi Aεj =

aij

（3）


1 3 2

1 4 3

2 1 1

；
（4）若取 x = εj ，则得 A与 B第 j列相等
解析：本题考查矩阵乘法定义与应用，本题结论可直接在后面章节中使用。

（1）根据矩阵乘法定义计算、，规律是的第列等于用乘的第列所得列向
量，的第 i行等于用乘的第 i行所得行向量。
（2）根据矩阵乘法定义计算 Aεj，εTi A，，规律是 Aεj 为的第列，εTi A为

的第行，εTi Aεj 为 aij。

（3）由第一问的规律可知，A的第 i行即由λi乘B的第 i行得到，λ1 = 2λ2 = 3λ3 = 7，

由此反解出 B的每一行，得到矩阵 B =


1 3 2

1 4 3

2 1 1

。
（4）对任意 n维列向量均满足，则可利用第二问的结论，取 x = εi，得到

A与 B的第 j列相等，又由 j的任意性，A与 B的每一列都相等，则有 A=B。

7.


1 2 0

1 −3 0

0 1 1


解析：本题考查矩阵乘法运算。
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22 第二章 矩阵

由矩阵乘法运算规则，x + 2y = a11x + a12y + a13z ，x − 3y = a21x +

a22y + a23z，y + z = a31x+ a32y + a33z，

比较左右系数可得到矩阵 A的每一个元素，A =


1 2 0

1 −3 0

0 1 1

。
8. 解析：本题考查矩阵乘法运算，用数学归纳法证明。
（1）当 n=1时，等式成立；

假设 n=k 时等式成立，即

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]k
=

[
cos kθ − sin kθ

sin kθ cos θ

]
成

立，

则当 n=k+1时，

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]n
=

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]k+1

=

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]k [
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
=

[
cos kθ − sin kθ

sin kθ cos θ

][
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]

=

[
cos θ cos kθ − sin θ sin kθ − sin θ cos kθ − cos θ sin kθ

cos θ sin kθ + sin θ cos kθ − sin θ sin kθ + cos θ cos kθ

]

=

[
cos(k + 1)θ − sin(k + 1)θ

sin(k + 1)θ cos(k + 1)θ

]
=

[
cosnθ − sinnθ

sinnθ cosnθ

]
，

即当 n=k+1时。等式成立
因此原命题成立

（2）当 n=1时，等式成立；

假设 n=k时等式成立，即


1 1 0

0 1 1

0 0 1


k

=


1 k 1

2
k(k − 1)

0 1 k

0 0 1

成立，

则当n=k+1时，


1 1 0

0 1 1

0 0 1


n

=


1 1 0

0 1 1

0 0 1


k+1

=


1 1 0

0 1 1

0 0 1


k 

1 1 0

0 1 1

0 0 1


=


1 k 1

2
k(k − 1)

0 1 k

0 0 1




1 1 0

0 1 1

0 0 1

=


1 k + 1 1

2
k(k − 1) + k

0 1 k + 1

0 0 1


=


1 k + 1 1

2
k(k + 1)

0 1 k + 1

0 0 1

=


1 n 1

2
n(n− 1)

0 1 n

0 0 1

，即当 n=k+1 时等式

成立，因此原命题成立。
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第二题还可拆解矩阵直接证明：令 B =


0 1 0

0 0 1

0 0 0

，
则 A = I +B，An = (I +B)n = I + nB + 1

2
n(n− 1)B2 + · · ·+Bn，

而 B2 =


0 0 1

0 0 0

0 0 0

，

当n ⩾ 3时，Bn = 0，代入得An = I+nB+ 1
2
n(n−1)B =


1 n 1

2
n(n− 1)

0 1 n

0 0 1

，
结论成立。

9. A2 =


2 0 1 1

1 1 1 1

0 2 2 0

2 0 1 1

，其（i,j）元素表示从 Pi 出发经过一次中转达

到 Pj 的航班总数。

解析：根据矩阵乘法定义计算 A2 ，由 A2 的具体意义可知 A2 的 (,)元素
表示从 Pi出发经过 1次中转到达 Pj 的航班总数。

10. 解析：本题考查对称矩阵、反对称矩阵定义及矩阵转置运算规律。证
明思路是对于任意方阵 P，验证 P T 与 P的关系，若 P T = P 则 P为对称矩阵，
若 P T = −P 则 P为反对称矩阵。

（1）A 为对称矩阵 AT = A(BTAB)T = BTAT (BT )T = BTATB =

BTABBTAB 为对称矩阵；

（2）A为对称矩阵、B为反对称矩阵 AT = A，BT = −B，则 AB为反对
称矩阵 −AB = (AB)T = BTAT = −BAAB = BA；

（3）A、B为同阶对称矩阵AT = A，BT = B，则 (A+B)T = AT+BT = A+

B是对称矩阵，(A−B)T = AT −BT = A−B是对称矩阵，(kA)T = kAT = kA

是对称矩阵。同理，当 A、B为同阶反对称矩阵时，A+B、A-B、kA是反对称
矩阵。

（4）举例

[
1 0

0 2

][
1 1

1 1

]
=

[
1 1

2 2

]
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11.（1）O；（2）3
n−1


1 1

2
1
3

2 1 2
3

3 3
2

1

；（3）I，


3 −1 −2

2 0 −2

2 −1 −1


解析：本题考查方阵幂运算与矩阵乘法运算律，注意使用矩阵乘法结合律

简化运算。

（1）A2 =


2 0 2

0 4 0

2 0 2

 = 2A，

An − 2An−1 = An−2(A2 − 2A) = O(n > 2)

（2）βαT =
[
1 1

2
1
3

] [
1 2 3

]T
= 3，

An = (αTβ)n = αTβαTβ · · ·αTβ= αT (βαT ) · · · (βαT )β = αT (βαT )n−1β

=3n−1αTβ = 3n−1
[
1 2 3

]T [
1 1

2
1
3

]
=3n−1


1 1

2
1
3

2 1 2
3

3 3
2

1

；

（3）AC = I，CA = I，B100 =


0100

(−1)
100

1100

 =


0

1

1


(ABC)100 = ABCABC · · ·ABC = AB(CA)B(CA) · · · (CA)BC = AB100C

=


1 1 0

1 2 −2

1 0 1




0

1

1




−2 1 2

3 −1 −2

2 −1 −1

 =


0 1 0

0 2 −2

0 0 1




−2 1 2

3 −1 −2

2 −1 −1

 =


3 −1 −2

2 0 −2

2 −1 −1



12. 解析：本题考查矩阵乘法定义及单位矩阵运算规律，ImAm×n =

Am×nIm = Am×n，In = I，

将已知代入计算即证。

A2 = A [ 1
2
(B + I)]2 = 1

2
(B+I) B2+IB+BI+I2 = 2(B+I)B2+2B+I =

2B + 2I B2 = I 证毕。

(B)

1. 解析：本题考查上三角矩阵相关知识。
设 A、B为同阶上三角矩阵，令 C=AB，
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当 i>j时，aij = 0, bij = 0，

cij =
n∑

k=1

aikbkj =
i−1∑
k=1

aikbkj +
n∑

k=i

aikbkj =
i−1∑
k=1

0 · bkj +
n∑

k=i

aik · 0 = 0，则

C为上三角矩阵。

２. 解析：本题考查矩阵乘法与矩阵转置定义，充分性考虑 AAT = O 主

对角线元素。

必要性：A = O AT = O　 ATA = O

充分性：令 B = ATA，若 B = ATA = O，则 bii＝０，由矩阵乘法运算

的准则

bii＝ a′i1a1i + a′i2a2i + · · ·+ a′inani，又 AT 是 A的转置，a′ji = aij ，则

bii = a21i + a22i + · · ·+ a2ni =
n∑

k=1

a2ki = 0，必有 aki = 0，由 k和 i的任意

性，A中所有元素均为 0，A = O。

§2.2 逆矩阵

(A)

1.（１）不正确

A =

[
1 0

0 1

]
, B =

[
−1 0

0 −1

]
A，B均可逆，A+B = O不可逆；

（２）正确；（３）正确；（４）正确

解析：本题考查可逆矩阵的基本知识。

（１）矩阵相加后该矩阵行列式的值未知，因而可以找到两个可逆矩阵相

加后得到的矩阵行列式值为 0，例如 A =

[
1 0

0 1

]
, B =

[
−1 0

0 −1

]
。

（２）AB = AC ⇒ A(B−C) = O，又 A可逆，则有B−C = OA−1 = O，

则 B=C。
（３）由 AB = O易得，A、B至少有一个不可逆。现用反证法证明 A、B

均不可逆。

不妨假设 det(A)=0，det(B) 0，则 B可逆，A = OB−1 = O，与 A是非零
矩阵矛盾，则必有 A、B均不可逆，即 det(A)=0且 det(B)=0。
（４）方阵 A有一行元素全为０，则 det(A)=0，A不可逆，A是奇异矩阵。
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２.（２）A、B均可逆，A−1 =

[
−2 1
3
2

− 1
2

]
, B−1 =

[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]
解析：本题考查方阵可逆充要条件。

（1）det(A) = 0故 A可逆，求各元素的代数余子式 A11 =，A12 =，A21 =，

A22 =，进而 A∗ =

[
d −b

−c a

]
，所以 A−1 = 1

det(A)
A∗ = 1

det(A)

[
d −b

−c a

]
。

（2）det(A)=-2 , det(B)=1 ,则 A、B均可逆，按照第一问方法可求得

A−1 =

[
−2 1
3
2

− 1
2

]
, B−1 =

[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]
。

３. 解析：本题考查方阵可逆充要条件。

D可逆 det(D)=d1d2 · · · dn 0，D∗ =


d2d3 · · · dn

d1d3 · · · dn
. . .

d1d2 · · · dn−1


，

D−1 = 1
det(D)

D∗ = 1
d1d3···dn


d2d3 · · · dn

d1d3 · · · dn
. . .

d1d2 · · · dn−1



=


d−1
1

d−1
2

. . .
d−1
n

 = diag(d−1
1 , d−1

2 , · · · , d−1
n )，证毕。

4. − 1
2
A,− 1

5
(A+ I)

解析：本题考查方阵可逆充要条件的推论。根据矩阵乘法将原式分解为

AB=I的形式，则可得 A、B可逆且互为逆矩阵。
（1）A2 − 2A + 2I = (A − 2I)A + 2I = O ，则 (A − 2I)A = −2I，(A −

2I)(− 1
2
A) = IX1, . . . , Xn，则 A-2I可逆，且逆矩阵为 − 1

2
A。

（2）A2− 2A+2I = (A− 3I)(A+ I)+5I = O，则 (A− 3I)(A+ I) = −5I，

(A− 3I)[− 1
5
(A+ I)] = I，则 A－３ I可逆，且逆矩阵为 − 1

5
(A+ I)。

５. 解析：本题考查方阵可逆充要条件的推论。
(I − A)(I + A + A2 + · · · + Am−1) = I − Am = I − O = I，则 I－ A可
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逆，且逆矩阵为 I +A+A2 + · · ·+Am−1。

6. 解析：本题考查方阵可逆充要条件的推论。证明 (I−A)(I− 1
n−1

A) = I，

将等式左边展开并代入 A2 = nA即证。

A2 =


1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 1




1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 1

 =


n n · · · n

n n · · · n
...

...
...

n n · · · n

 = nA，

故

(I −A)(I − 1
n−1

A) = I − n
n−1

A+ 1
n−1

A2 = I − n
n−1

A+ n
n−1

A = I

则 I-A可逆，且逆矩阵为 I − 1
n−1

A。

7. D = A−1BT =


1 2 0

4 2 0

0 0 3


解析：本题考查矩阵转置运算律、逆矩阵基本性质及逆矩阵计算。根据逆

矩阵的基本性质可将等式化为D = A−1BT。D = A−1BT = [(B−1)TCT + I]−
[(CT )−1A]−1=A−1BT (B−1)TCT +A−1BT −A−1CT

=A−1(BB−1)TCT + A−1BT − A−1CT =A−1CT + A−1BT − A−1CT =

A−1BT

A = diag(1, 1
2
, 1
3
)，由习题 2.2 A3，A−1 = diag(1, 2, 3)，

B =


1 2 0

2 1 0

0 0 1

，BT =


1 2 0

2 1 0

0 0 1

，则D = A−1BT =


1

2

3




1 2 0

2 1 0

0 0 1

 =


1 2 0

4 2 0

0 0 3



8. 解析：本题考查伴随矩阵定义及重要结论，注意分类讨论与反证法的运
用。

det(A)=0，则存在 A=0和 A0两种情况。
A=0时，由伴随矩阵的定义，A∗ = O，则 det(A∗) = 0；

A0时，AA∗ = det(A)I = O，假设 det(A∗) ̸= 0，则A∗可逆，A = OA∗ = O，

与 A0矛盾，则必有 det(A∗) = 0。
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综上，结论 det(A∗) = 0得证。

9. 解析：本题考查伴随矩阵运算。
kA每个元素的代数余子式等于 A对应元素代数余子式的 kn−1倍，所以

(kA)∗ =


kn−1A11 kn−1A21 · · · kn−1An1

kn−1A12 kn−1A22 · · · kn−1An2

...
...

...
kn−1A1n kn−1A2n · · · kn−1Ann

 = kn−1


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

...
...

...
A1n A2n · · · Ann

 = kn−1A∗

10.（2）A =


0 2 0

−1 −1 0

0 0 −2


解析：本题考查方阵可逆充要条件的推论。将原式左乘 A并化简得到
(A − 2I)[ 1

8
(B − 4I)] = I 1

n
，知 A − 2I 可逆，继续化简得到 A = 2I +

8(B − 4I)−1，从而计算矩阵 A。
（1）等式两边同时左乘 A，得到 2B = AB − 4A，即 AB − 4A− 2B = O

(A− 2I)(B − 4I) = 8I(A− 2I)[ 1
8
(B − 4I)] = I

则 A-2I可逆，且 (A− 2I)−1 = 1
8
(B − 4I)

（2）B − 4I =


−3 −2 0

1 −2 0

0 0 −2

 ,det (B − 4I) = −16 ̸= 0,则 B-4I可逆且

求解得到

(B − 4I)−1 = − 1
16


4 −4 0

2 6 0

0 0 8

，对 (A− 2I)−1 = 1
8
(B − 4I)两边同时

取逆。得到

A− 2I = 8(B − 4I)−1，

则A = 2I+8(B − 4I)−1 =


2

2

2

− 1
2


4 −4 0

2 6 0

0 0 8

 =


0 2 0

−1 −1 0

0 0 −2


11. 解析：本题考查方阵可逆充要条件的推论。
（1）A可逆且 AB=BA A−1AB = A−1BAA−1ABA−1 = A−1BAA−1，整理

得到 BA−1 = A−1B，得证；
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（2）Ｂ，I－ AB可逆，则有 B−1B = I，(I −AB)(I −AB)−1 = I，

则 (I −AB)B−1B(I −AB)−1 = I，由矩阵乘法的结合律、分配律，

[(I −AB)B−1]B(I −AB)−1 = I(B−1 −A)B(I −AB)−1 = I

(A−B−1)(−B)(I −AB)−1 = I，则 A−B−1可逆。

12. （1）A2 = 4I ，A2k = 4kI, A2k+1 = 4kA(k = 1, 2, 3, · · · )，A−1 = 1
4
I，

(2) B = I − 3
4
A

解析：本题考查方阵可逆充要条件的推论，直接计算即可。

（1）A2 =


1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1




1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1

 =


4 0 0 0

0 4 0 0

0 0 4 0

0 0 0 4

 =

4I ；

A2k = (A2)k = (4I)k = 4kIk = 4kI，A2k+1 = (A2)kA = (4I)kA =

4kIkA = 4kA

其中 k=1,2,3……由 A2 = 4I，A · 1
4
A = I，则 A−1 = 1

4
A。

（2）A2 +AB −A = I
A2=4I−−−−→ 4I +AB −A = I −→ AB = A− 3I −→

B = A−1A− 3A−1 = I − 3
4
A

13. (−1)n−1 22n−1

3

解析：本题考查伴随矩阵推论和逆矩阵基本性质，直接运算即可。

det(−2A∗B−1) = det(−2A)det(B−1) = (−2)n det(A∗)det(B−1)

= (−2)n[det(A)]n−1[det(B)]−1 = (−2)n · 2n−1 · 1
3
= (−1)n−1 2

2n−1

3

14. 解析：本题考查逆矩阵运算，注意矩阵乘法结合律的运用。
Ak = PBP−1PBP−1 · · ·PBP−1 = PB(P−1P )B(P−1P ) · · · (P−1P )BP−1 =

PBkP−1

则 f(A) =
k∑

i=0

aiA
i =

k∑
i=0

aiPBiP−1 = P (
k∑

i=0

aiB
i)P−1 = Pf(B)P−1。

15. -3
解析：本题考查方阵行列式运算律与方阵可逆充要条件，先由 BA=0得到

det(B)det(A) = 0,用反证法证明 det(A) = 0，进而求解。
假设 det(A)0，则 A可逆，则 BA = O ⇒ B = OA−1 = O，与题干矛盾，

则必有 det(A)=0 det(A) = t+ 18 + 8 + 6t+ 3− 8 = 7t+ 21 = 0,解得 t=-3。
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16. 解析：本题考查矩阵乘法运算律和方阵可逆充要条件的灵活运用，注
意 αTα为常数。

（1）α为非零列向量，ααT 的对角线元素 a21, a
2
2, · · · a2n 不全为 0，则 ααT

不是零矩阵，

=a21 + a22 + · · ·+ a2n > 0

A2 = (I − ααT )(I − ααT ) = I − 2ααT + ααTααT = I − (2− αTα)ααT，

此时，A2 = A ⇔ I − (2− αTα)ααT = I − ααT ⇔ αTα = 1

（2）由第一问，αTα = 1 ⇔ A2 = A，对于A2 = A，有 [det(A)]2 = det(A)，
解得 det(A)=0或 1，若 det(A)=1,则 A可逆，A2A−1 = AA−1 ⇒ A = I ，

此时 ααT = I −A = O，与 ααT 不是零矩阵矛盾，则必有 det(A)=0，A不
可逆。

17. 解析：本题考查方阵可逆充要条件的推论, 注意灵活运用 AA−1 =

I,BB−1 = I 。

（1）A，B, A+B可逆 AA−1 = I,BB−1 = I, (A+B)(A+B)−1 = I

则 (A−1 + B−1)A(A+B)−1B = (I + B−1A)(A+B)−1B = (B−1B +

B−1A)(A+B)−1B

= B−1(B +A)(A+B)−1B = B−1B = I，得证。

（2）(A−1 + B−1)B(A+B)−1A = (A−1B + I)(A+B)−1A = (A−1B +

A−1A)(A+B)−1A

= A−1(B +A)(A+B)−1A = A−1A = I

则 (A−1 +B−1)−1 = B(A+B)−1A，由逆矩阵的唯一性知A(A+B)−1B =

B(A+B)−1A

(B)

1. 解析：本题考查方阵可逆充要条件的推论，注意 βTA−1α为常数。

(A+αβT )(A−1 − A−1αβTA−1

1 + βTA−1α
) = I +αβTA−1 − αβTA−1 + αβTA−1αβTA−1

1 + βTA−1α

= I+αβTA−1−αβTA−1 + α(βTA−1α)βTA−1

1 + βTA−1α
= I+αβTA−1−(1 + βTA−1α)αβTA−1

1 + βTA−1α

= I + αβTA−1 − αβTA−1 = I
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2. 解析：本题考查方阵可逆充要条件、伴随矩阵重要结论及推论的运用，
直接证明即可，注意 (A∗)−1两种求解方法的区别。

法 1：A∗A = det(A)I A∗[ 1
det(A)

A] = I (A∗)−1 = 1
det(A)

A

A−1 = 1
det(A)

A∗ A∗ = det(A)A−1

(A∗)∗ = det(A∗)(A∗)−1 = [det(A)]n−1 1
det(A)

A = [det(A)]n−2A

法2：A∗A = det(A)I A∗ = det(A)A−1 (A∗)∗ = det(A∗)(A∗)−1 = [det(A)]n−1[det(A)A−1]−1

= [det(A)]n−1 1
det(A)

A = [det(A)]n−2A

3.
（1）1解析：本题考查方阵可逆的充要条件，注意 det(A) > 0和题设等价

于 AT = A∗。

（1）det (A) =
4∑

j=1

a4jA4j =
4∑

j=1

a24j = a241 + a242 + a243 + 1 > 0 , 由题干得

AT = A∗，两端同取行列式 det(AT ) = det(A∗) ，即 det(A) = [det(A)]3，又
det(A) > 0，解得 det(A) = 1

（2）det(A) = 1 ̸= 0，则 A可逆，A−1 = 1
det(A)

A∗ = A∗ = AT

§2.3 分块矩阵及其运算

(A)

1. 解析：根据分块矩阵运算规律直接计算即可。

AB =



5 19 0 0 0

1 1 0 0 0

3 3 4 −1 0

6 9 14 7 6

5 4 8 2 4


, C−1 =


1
2

0 0 0

0 1
3

0 0

0 0 1 −2

0 0 −2 5



令A1 =

[
1 2

3 −1

]
, A2 =


1 0 1

2 3 2

3 1 1

 , B1 =

[
1 3

2 8

]
, B2 =


1 0

0

2

1

3

 ,

B3 =


1 0 1

2 3 2

3 −1 −1


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得A =

[
A1 0

0 A2

]
, B =

[
B1 0

B2 B3

]
，所以AB =

[
A1 0

0 A2

][
B1 0

B2 B3

]
=[

A1B1 0

A2B2 A2B3

]

计算得 A1B1 =

[
5 19

1 1

]
, A2B2 =


3 3

6

5

9

4

 , A2B3 =


4 −1 0

14 7 6

8 2 4



故 AB =



5 19 0 0 0

1 1 0 0 0

3 3 4 −1 0

6 9 14 7 6

5 4 8 2 4


。

令 C1 =

[
2 0

0 3

]
, C2 =

[
5 2

2 1

]
，得 C =

[
C1 0

0 C2

]
，所以 C−1 =[

C−1
1 0

0 C−1
2

]

计算得C−1
1 =

[
2 0

0 3

]−1

=

[
1
2

0

0 1
3

]
, C−1

2 =

[
5 2

2 1

]−1

=

[
1 −2

−2 5

]

所以 C−1 =


1
2

0 0 0

0 1
3

0 0

0 0 1 −2

0 0 −2 5


2. 解析：根据分块矩阵运算规律及矩阵可逆充要条件的推论，

证明

[
O A

B O

][
O B−1

A−1 O

]
= I。

[
O A

B O

][
O B−1

A−1 O

]
=

[
AA−1 0

0 BB−1

]
=

[
Im 0

0 In

]
= Im+n，

则 C可逆且 C−1 =

[
O B−1

A−1 O

]

3. 解析：利用本节给出的计算公式及方法即可。
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设 A =


A1

A2

. . .
An

 , B =


B1

B2

. . .
Bn

，
则 det(A) = det(A1)det(A2) · · · det(An) =

n∏
i=1

det(Ai)，

AB =


A1B1

A2B2

. . .
AnBn

, Ak =


Ak

1

Ak
2

. . .
Ak

n

,

A−1 =


A−1

1

A−1
2

. . .
A−1

n


4. （1）相同；（2）相同

解析：本题主要考查矩阵乘法的定义，利用定义分析即可。

设 C=AB，A为 mŒp的矩阵，B为 pŒn的矩阵

（1）ci1 =
p∑

k=1

aikbk1, ci3 =
p∑

k=1

aikbk3，由 B第一列与第三列相同，得 bk1 =

bk3，则

ci1 =
p∑

k=1

aikbk1 =
p∑

k=1

aikbk3 = ci3，即 AB的第一列与第三列相同。

（2）c1j =
p∑

k=1

a1kbkj , c3j =
p∑

k=1

a3kbkj，由 A 第一行与第三行相同，得

a1k = a3k，则

c1j =
p∑

k=1

a1kbkj =
p∑

k=1

a3kbkj = c3j，即 AB的第一行与第三行相同。

5.


1 2 5

2 −1 1

3 1 −1


解析：本题主要考查分块矩阵的乘法运算。

AB =
[
α1 + 2α2 + 3α3 2α1 − α2 + α3 5α1 + α2 − α3

]
=
[
α1 α2 α3

]
1 2 5

2 −1 1

3 1 −1

 = A


1 2 5

2 −1 1

3 1 −1


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则 B =


1 2 5

2 −1 1

3 1 −1


(B)

解析：根据分块矩阵运算规律，利用本节给出的计算公式及方法即可。注意第

三问中利用D−CA−1B与A同阶，故 det(AD−ACA−1B) = det(A)det(D−
CA−1B)，以及题设所给的 AC=CA。

（1）设 D1 =

[
A C

O B

]
，det(D1) = det(

[
A C

O B

]
) = det(A)det(B)

设 D2 =

[
A O

C B

]
，det(D2) = det(

[
A O

C B

]
) = det(A)det(B)。

（2）

[
I O

−CA−1 I

][
A B

C D

]
=

[
A B

O D − CA−1B

]
。

（3）上式两端同时取行列式det(
[

I O

−CA−1 I

][
A B

C D

]
) = det(

[
A B

O D − CA−1B

]
)，

则 det(
[

I O

−CA−1 I

]
)det(

[
A B

C D

]
) = det(

[
A B

O D − CA−1B

]
)，

又 det(
[

I O

−CA−1 I

]
) = det(I)det(I) = 1，所以 det(

[
A B

C D

]
) =

det(
[

A B

O D − CA−1B

]
)

= det(A)det(D−CA−1B) = det(AD−ACA−1B) = det(AD−CAA−1B) =

det(AD − CB)

§2.4 初等变换与初等矩阵

(A)

1. 解析：本题考查对初等变换矩阵乘法表示的理解，注意本题中 P−1 = P 的

运用。

右乘矩阵 P1表示交换第一第四列，右乘矩阵 P2表示交换第二第三列，注

意到 P−1
1 = P1, P

−1
2 = P2

则 A
c14−−→ AP1

c23−−→ AP1P2 = B，A
c23−−→ AP2

c14−−→ AP2P1 = B，
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等式两端同时取逆，有 B−1 = P−1
2 P−1

1 A−1 = P2P1A
−1, B−1 = B−1 =

P−1
1 P−1

2 A−1 = P1P2A
−1，

则 B−1 = P2P1A
−1 = P1P2A

−1，证毕。

2. 解析：本题考查对初等变换矩阵乘法表示的理解。
1 2 3 4

0 −1 −2 −3

0 −2 −4 −6

 ,


1 0 0

−12 1 0

0 0 1


A

r12(−2)−−−−→


1 2 3 4

0 −1 −2 −3

3 4 5 6

 r13(−3)−−−−→


1 2 3 4

0 −1 −2 −3

0 −2 −4 −6

 = P2P1A

将 P 6看作 P左乘五次 P，即将连续 P的第一行乘-2加到第二行五次，

P =


1 0 0

−2 1 0

0 0 1

 r12(−2)−−−−→ P 2 r12(−2)−−−−→ P 3 · · · r12(−2)−−−−→ P 6 =


1 0 0

−12 1 0

0 0 1


3. 解析：本题考查初等变换法求矩阵的逆矩阵的方法。

（1）


−11 2 2

−4 0 1

6 −1 −1

，（2）


22 −6 −26 17

−17 5 20 −13

−1 0 2 −1

4 −1 −5 3



（1）


1 0 2 1 0 0

2 −1 3 0 1 0

4 1 8 0 0 1

→


1 0 2 1 0 0

0 −1 −1 −2 1 0

0 1 0 −4 0 1

→


1 0 2 1 0 0

0 −1 −1 −2 1 0

0 0 −1 −6 1 1

→


1 0 0 −11 2 2

0 −1 0 4 0 −1

0 0 −1 −6 1 1

→


1 0 0 −11 2 2

0 1 0 −4 0 1

0 0 1 6 −1 −1



求得


1 0 2

2 −1 3

4 1 8


−1

=


−11 2 2

−4 0 1

6 −1 −1



（2）


1 2 3 4 1 0 0 0

2 3 1 2 0 1 0 0

1 1 1 −1 0 0 1 0

1 0 −2 −6 0 0 0 1

→


1 2 3 4 1 0 0 0

0 −1 −5 −6 −2 1 0 0

0 −1 −2 −5 −1 0 1 0

0 −2 −5 −10 −1 0 0 1

→
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
1 2 3 4 1 0 0 0

0 −1 −5 −6 −2 1 0 0

0 0 3 1 1 −1 1 0

0 0 5 2 3 −2 0 1

→


1 2 3 4 1 0 0 0

0 −1 −5 −6 −2 1 0 0

0 0 3 1 1 −1 1 0

0 0 0 1
3

4
3

− 1
3

− 5
3

1

→


1 2 3 4 1 0 0 0

0 −1 −5 −6 −2 1 0 0

0 0 1 1
3

1
3

− 1
3

1
3

0

0 0 0 1 4 −1 −5 3

→


1 2 3 0 −15 4 20 −12

0 −1 −5 0 22 −5 −30 18

0 0 1 0 −1 0 2 −1

0 0 0 1 4 −1 −5 3

→


1 2 0 0 −12 4 14 −9

0 −1 0 0 17 −5 −20 13

0 0 1 0 −1 0 2 −1

0 0 0 1 4 −1 −5 3

→


1 0 0 0 22 −6 −26 17

0 −1 0 0 17 −5 −20 13

0 0 1 0 −1 0 2 −1

0 0 0 1 4 −1 −5 3

→


1 0 0 0 22 −6 −26 17

0 1 0 0 −17 5 20 −13

0 0 1 0 −1 0 2 −1

0 0 0 1 4 −1 −5 3



求得


1 2 3 4

2 3 1 2

1 1 1 −1

1 0 −2 −6


−1

=


22 −6 −26 17

−17 5 20 −13

−1 0 2 −1

4 −1 −5 3


4. x1 = 7, x2 = −9, x3 = 4

解析：用逆矩阵求解方程组的解即可。

令 A =


1 2 3

2 2 1

3 7 11

 , X =


x1

x2

x3

 , B =


1

−1

−2

，则原方程可改写为
AX=B，

[A|B] =


1 2 3 1

2 2 1 0

3 7 11 2

→


1 2 3 1

0 −2 −5 −2

0 1 2 −1

→


1 2 3 1

0 −2 −5 −2

0 0 − 1
2

−2



→


1 2 3 1

0 1 5
2

1

0 0 1 4

→


1 2 0 −11

0 1 0 −9

0 0 1 4

→


1 0 0 7

0 1 0 −9

0 0 1 4

= [I|A−1B]
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则 X = A−1B =


7

−9

4

，即 x1 = 7, x2 = −9, x3 = 4。

5. A =


1 0 0

2 0 0

6 −1 −1

 , A5 = A

解析：本题考查初等变换方法求逆矩阵及逆矩阵性质。第一问可以通过伴

随矩阵或初等变换方法求 P−1 从而求得 A，也可以将原等式转置后构造矩阵
方程直接求解，第二问直接利用逆矩阵性质及矩阵乘法结合律即可求解。

(1) 法 1：由已知得 A = PBP−1，利用伴随矩阵或初等矩阵变换方法求

得 P−1，从而计算 A。PB =


1 0 0

2 −1 0

2 1 1




1 0 0

0 0 0

0 0 −1

 =


1 0 0

2 0 0

2 0 −1

,

det(P ) = −1 , P ∗ =


−1 0 0

−2 1 0

4 −1 −1

 ,

P−1 =


1 0 0

2 −1 0

−4 1 1

,A = PBP - 1 =


1 0 0

2 0 0

2 0 −1




1 0 0

2 −1 0

−4 1 1

 =


1 0 0

2 0 0

6 −1 −1


法 2：，构造矩阵方程后用初等变换方法求解。对AP = PB两边同时取转

置，

AP T = (PB)T ⇒ P TAT = (PB)T ，下面用初等变换方法求矩阵方程的

解 AT。

[P T |(PB)T ] =


1 2 2 1 2 2

0 −1 1 0 0 0

0 0 1 0 0 −1

→


1 2 0 1 2 4

0 −1 0 0 0 1

0 0 1 0 0 −1



→


1 0 0 1 2 6

0 −1 0 0 0 1

0 0 1 0 0 −1

→


1 0 0 1 2 6

0 1 0 0 0 −1

0 0 1 0 0 −1

= [I|(P T )−1(PB)T ]，

所以
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AT = (P T )−1(PB)T =


1 2 6
0 0 - 1
0 0 - 1

，A =


1 0 0

2 0 0

6 −1 −1

。

（2）B5 =


1 0 0

0 0 0

0 0 −1


5

=


1 0 0

0 0 0

0 0 −1

 = B，则A5 = PBP−1PBP−1 · · ·PBP−1

= PB(P−1P )B · · · (P−1P )BP−1 = PB5P−1 = PBP−1 = A

6.

[
24 13

−34 −18

]
解析：本题考查逆矩阵的计算，可用初等变换法或伴随矩阵法求解逆矩阵，

也可求解矩阵方程 AX = CB−1。由于方阵为二阶方阵，采用伴随矩阵求解较

为简单。

令 A =

[
2 1

3 2

]
, B =

[
−3 2

5 −3

]
, C =

[
−2 4

3 1

]
，

得AXB = C，故X = A−1CB−1，det(A)=4-3=1 , det(B)=9-10=-1 ,A∗ =

[
2 - 1
- 3 2

]
B∗ =[

−3 −2

−5 −3

]
，

所以 A−1 = 1
det(A)

A∗ =

[
2 −1

−3 2

]
, B−1 = 1

det(B)
B∗ =

[
3 2

5 3

]
，

故X = A−1CB−1 =

[
2 −1

−3 2

][
−2 4

3 −1

][
3 2

5 3

]
=

[
24 13

−34 −18

]
。

7. B =


−2 3 0

3 4 −3

0 −3 4


解析：本题由已知可得 B = A(A− 3I)−1，通过初等变换法求 (A− 3I)−1

即可求解。

BA = 3B + A ⇒ B(A − 3I) = A ⇒ B = A(A− 3I)−1，A − 3I =
0 1 1

1 1 1

1 1 2

，
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下面用初等变换法求 (A− 3I)−1。[A − 3I|I] =


0 1 1 1 0 0

1 1 1 0 1 0

1 1 2 0 0 1


→


1 1 1 0 1 0

0 1 1 1 0 0

1 1 2 0 0 1



→


1 1 1 0 1 0

0 1 1 1 0 0

0 0 1 0 −1 1

→


1 1 0 0 −2 −1

0 1 0 1 1 −1

0 0 1 0 −1 1

→


1 0 0 −1 1 0

0 1 0 1 1 −1

0 0 1 0 −1 1



= [I|(A− 3I)−1]，所以 (A− 3I)−1 =


−1 1 0

1 1 −1

0 −1 1

，

故B = A(A− 3I)−1 =


3 1 1

1 4 1

1 1 5




−1 1 0

1 1 −1

0 −1 1

 =


−2 3 0

3 4 −3

0 −3 4



8. B =


−1 −1 1

1 −1 0

2 1 −1


解析：本题考查矩阵乘法和逆矩阵性质的灵活运用。注意，A + 2I =

3 −1 1

1 3 0

2 1 3

，
det(A+2I) = 27+16+3 = 25 0，故 A+2I可逆。

由已知，AB+4I = A2 − 2B ⇒ (A+2I)B = A2 − 4I = (A+2I)(A− 2I)

⇒ B = (A+ 2I)−1(A+ 2I)(A− 2I) = A− 2I =


−1 −1 1

1 −1 0

2 1 −1

，

故 B =


−1 −1 1

1 −1 0

2 1 −1


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9. B = 1
4


1 1 0

0 1 1

1 0 1


解析：本题考查矩阵乘法和逆矩阵性质的灵活运用。注意 AA∗ = det(A)I

的灵活使用，在求逆矩阵时可用伴随矩阵法或初等变换法。

由已知 A∗B = A−1 + 2B ⇒ (A∗ − 2I)B = A−1

⇒ B = (A∗ − 2I)−1A−1 = [A(A∗ − 2I)]−1 = [det(A)I − 2A]−1 ，由于

det(A)=1+1-1+1+1=4 ,则 det(A)I − 2A = 4I − 2A =


2 −2 2

2 2 −2

−2 2 2

，

故 B =


2 −2 2

2 2 −2

−2 2 2


−1

= 1
2


1 −1 1

1 1 −1

−1 1 1


−1

。现用伴随矩阵法

求


1 −1 1

1 1 −1

−1 1 1


−1

。

令C =


1 −1 1

1 1 −1

−1 1 1

，则 det(C)=1-1+1+1+1+1=4 ,C∗ =


2 2 0

0 2 2

2 0 2


,所以

C−1 = 1
det(C)

C∗ = 1
4


2 2 0

0 2 2

2 0 2

，故B = 1
2
· 1
4


2 2 0

0 2 2

2 0 2

 = 1
4


1 1 0

0 1 1

1 0 1



10. X =


1 2 5

0 1 2

0 0 1


解析：本题考查矩阵乘法和逆矩阵性质的灵活运用。可将原矩阵方程整理

为

X = [(A−B)−1]2，通过初等变换法或伴随矩阵法求 (A−B)−1即可，也

可将原矩阵方程整理为 X = [(A−B)2]−1，先计算 (A−B)2 再通过初等变换

法或伴随矩阵法求 [(A−B)2]−1。

法 1：AXA + BXB = AXB + BBXA + I ⇒ AX(A − B) − BX(A −
B) = I ⇒ (AX − BX)(A − B) = I ⇒ (A − B)X(A − B) = I ⇒ X =
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(A−B)−1(A−B)−1 = [(A−B)−1]2由已知得A−B =


1 −1 −1

0 1 −1

0 0 1

，现
用初等变换法求 (A−B)−1。

[A−B|I] =


1 −1 −1 1 0 0

0 1 −1 0 1 0

0 0 1 0 0 1

→


1 −1 0 1 0 1

0 1 0 0 1 1

0 0 1 0 0 1



→


1 0 0 1 1 2

0 1 0 0 1 1

0 0 1 0 0 1

 = [I|(A−B)−1]

所以 (A−B)−1 =


1 1 2

0 1 1

0 0 1

，则X = [(A−B)−1]2 =


1 1 2

0 1 1

0 0 1




1 1 2

0 1 1

0 0 1

 =


1 2 5

0 1 2

0 0 1


法 2：AXA + BXB = AXB + BBXA + I ⇒ AX(A − B) − BX(A −

B) = I ⇒ (AX − BX)(A − B) = I ⇒ (A − B)X(A − B) = I ⇒ X =

(A−B)−1(A−B)−1 = [(A−B)(A−B)]−1 = [(A−B)2]−1由已知得A−B =
1 −1 −1

0 1 −1

0 0 1

，(A−B)2 =


1 −2 −1

0 1 −2

0 0 1

，现用初等变换法求

[(A−B)2]−1 [(A−B)2|I] =


1 −2 −1 1 0 0

0 1 −2 0 1 0

0 0 1 0 0 1

→


1 −2 0 1 0 1

0 1 0 0 1 2

0 0 1 0 0 1


→


1 0 0 1 2 5

0 1 0 0 1 2

0 0 1 0 0 1

 =
[
I|[(A−B)

2
]
−1
]
，

故 X = [(A−B)2]−1 =


1 2 5

0 1 2

0 0 1


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11. （2）


5 −2 −1

−2 2 0

−1 0 1


解析：本题考查伴随矩阵和逆矩阵的应用。

（1）A∗A = det(A)I ⇒ A∗[ 1
det(A)

A] = I ⇒ (A∗)−1 = 1
det(A)

A

（2）法 1：利用第一问 (A∗)−1 = 1
det(A)

A 1
det(A)

= det(A−1) = 6 + 1 + 1−
1− 2− 3 = 2，A = (A−1)−1

现用初等变换法求A [A−1|I] =


1 1 1 1 0 0

1 2 1 0 1 0

1 1 3 0 0 1

→


1 1 1 1 0 0

0 1 0 −1 1 0

0 0 2 −1 0 1


→


1 1 0 3

2
0 − 1

2

0 1 0 −1 1 0

0 0 1 − 1
2

0 1
2

→


1 0 0 5

2
−1 − 1

2

0 1 0 −1 1 0

0 0 1 − 1
2

0 1
2

 = [I|A]

A =


5
2

−1 − 1
2

−1 1 0

− 1
2

0 1
2

 ，(A∗)−1 = 1
det(A)

A = 2


5
2

−1 − 1
2

−1 1 0

− 1
2

0 1
2

 =


5 −2 −1

−2 2 0

−1 0 1


法 2：(A−1)∗(A−1) = det(A−1)I = 1

det(A)
I ⇒ (A−1)∗(A−1)A = 1

det(A)
IA

⇒ (A−1)∗ = 1
det(A)

A，又由第一问 (A∗)−1 = 1
det(A)

A，则 (A∗)−1 = (A−1)∗，则

只需求 A−1的伴随矩阵，求得 (A∗)−1 = (A−1)∗ =


5 −2 −1

−2 2 0

−1 0 1



12.（1）P1 =


1 0 0

−3 1 0

0 0 1

 , P2 =


1 0 0

0 1 0

−2 0 1

 , P3 =


1 0 0

0 1 0

0 1 1

 , U =


2 1 1

0 1 2

0 0 3


（2）L =


1 0 0

3 1 0

2 −1 1


仲英书院学业辅导中心



§2.4 初等变换与初等矩阵 43

解析：本题考查初等变换的应用，直接求解即可。注意初等变换的矩阵乘

法表示。

（1）


2 1 1

6 4 5

4 1 3

 r12(−3)−−−−→


2 1 1

0 1 2

4 1 3

 r13(−2)−−−−→


2 1 1

0 1 2

0 −1 1

 r23(1)−−−→


2 1 1

0 1 2

0 0 3

 = U

则 P1 =


1 0 0

−3 1 0

0 0 1

 , P2 =


1 0 0

0 1 0

−2 0 1

 , P3 =


1 0 0

0 1 0

0 1 1

 , U =


2 1 1

0 1 2

0 0 3


（2）由于矩阵形式简单故采用伴随矩阵法计算逆矩阵，求得

P−1
1 =


1 0 0

3 1 0

0 0 1

 , P−1
2 =


1 0 0

0 1 0

2 0 1

 , P−1
3 =


1 0 0

0 1 0

0 −1 1

，或者
根据初等变换的意义，左乘 P1

即将第一行乘-3加到第二行，若再将第一行乘 3加到第二行，矩阵便可还
原，由此得到

P−1
1 =


1 0 0

3 1 0

0 0 1

，同理得到P−1
2 =


1 0 0

0 1 0

2 0 1

 , P−1
3 =


1 0 0

0 1 0

0 −1 1

。

计算得 L = P−1
1 P−1

2 P−1
3 =


1 0 0

3 1 0

0 0 1




1 0 0

0 1 0

2 0 1




1 0 0

0 1 0

0 −1 1

 =


1 0 0

3 1 0

2 −1 1



则 LU =


1 0 0

3 1 0

2 −1 1




2 1 1

0 1 2

0 0 3

 =


2 1 1

6 4 5

4 1 3

 = A
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（3）由附注得 Ly = b ⇔


1 0 0

3 1 0

2 −1 1

 y =


4

5

6

 ，用前代法解得

y =


4

−7

−9

，

Ux = y ⇔


2 1 1

0 1 2

0 0 3

x =


4

7

−9

，

用回代法解得 x =


4

−1

−3


(B)

B =


6 0 0 0

0 6 0 0

6 0 6 0

0 3 0 −1


解析：本题考查矩阵乘法和伴随矩阵、逆矩阵性质的灵活运用。由原矩阵

方程可解得

B = 6(2I −A∗)−1，再用初等变换法求 (2I −A∗)−1即可，注意求解矩阵

方程中灵活使用

(AB)−1 = B−1A−1,det(A∗) = [det(A)]n−1等性质。

ABA−1 = BA−1+3I ⇒ (A−I)BA−1 = 3I ⇒ B = (A− I)−13(A−1)−1 =

3[A−1(A− I)]−1

= 3(A−1A−A−1)−1 = 3(I −A−1)−1

又 det(A∗) = [det(A)]4−1 = [det(A)]3 = 8，则 det(A) = 2，所以 A−1 =
1

det(A)
A∗ = 1

2
A∗，

所以 B = 3(I −A−1)−1 = 3(I − 1
2
A∗)−1 = 6(2I −A∗)−1，

2I −A∗ =


1 0 0 0

0 1 0 0

−1 0 1 0

0 3 0 −6

，现用初等变换法求 (2I −A∗)−1，
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[2I−A∗|I] =


1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0

−1 0 1 0 0 0 1 0

0 3 0 −6 0 0 0 1

→


1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 1 0 1 0

0 3 0 −6 0 0 0 1



→


1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 1 0 1 0

0 0 0 −6 0 −3 0 1

→


1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 1 0 1 0

0 0 0 1 0 1
2

0 − 1
6



= [I|(2I −A∗)−1] ，所以 (2I −A∗)−1 =


1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

0 1
2

0 − 1
6

，所以 B =

6(2I −A∗)−1

= 6


1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

0 1
2

0 − 1
6

 =


6 0 0 0

0 6 0 0

6 0 6 0

0 3 0 −1



§2.5 矩阵的秩

(A)

1.（1）r = 4；（2）r = 3；（3） k= 1时，r = 1；k = 2时，r = 2；k ̸= 1且 k ̸=
2时， r= 3 ; (4) a + b = 0时， r= 1；a + b ̸= 0时， r= 2
解析：本题考查矩阵秩的求法。根据求矩阵秩的一般方法，将矩阵通过初

等行变换为阶梯形，则阶梯形矩阵中非零行个数即为所求矩阵的秩。

（1）


0 1 1 −1 2

0 2 −2 −2 0

0 −1 −1 1 1

1 1 0 1 −1

→


1 1 0 1 −1

0 1 1 −1 2

0 2 −2 −2 0

0 −1 −1 1 1

→


1 1 0 1 −1

0 1 1 −1 2

0 0 −4 0 −4

0 0 0 0 3



→


1 1 0 1 −1

0 1 1 −1 2

0 0 1 0 1

0 0 0 0 1

，非零行个数为 4，故矩阵的秩为 4。
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（2）


1 −1 2 1 0

2 −2 4 −2 0

3 0 6 −1 1

0 3 0 0 1

→


1 −1 2 1 0

0 0 0 −4 0

0 3 0 −4 1

0 3 0 0 1

→


1 −1 2 1 0

0 0 0 −4 0

0 0 0 −4 0

0 3 0 0 1



→


1 −1 2 1 0

0 3 0 0 1

0 0 0 −4 0

0 0 0 0 0

非零行个数为 3，故矩阵的秩为 3。

（3）


1 −2 3k

−1 2k −3

k −2 3

→


1 −2 3k

0 2k − 2 3k − 3

0 2k − 2 3− 3k2

→


1 −2 3k

0 2(k − 1) 3(k − 1)

0 2(k − 1) 3(1− k)(1 + k)


下面分类讨论，

k=1时，原矩阵可化为


1 −2 3

0 0 0

0 0 0

，非零行个数为 1，故矩阵的秩为 1；

k-10，即k1时，原矩阵可化为


1 −2 3

0 2 3

0 2 −3(1 + k)

→


1 −2 3

0 2 3

0 0 −3(k + 2)


若 k-2，非零行个数为 3，故矩阵的秩为 3，若 k=-2，原矩阵可化为

1 −2 3

0 2 3

0 0 0

，非零行个数为 2，故矩阵的秩为 2；

综上，k = 1时，r= 1；k = 2时， r= 2；k ̸= 1且 k ̸= 2时，r = 3。

（4）


1 0 −1

a 0 b

−1 0 1

→


1 0 −1

a 0 b

0 0 0

→


1 0 −1

0 0 a+ b

0 0 0


下面分类讨论

a+b=0时，原矩阵可化为


1 0 −1

0 0 0

0 0 0

，非零行个数为 1故矩阵的秩为 1

a+b̸=0时，非零行个数为 2，故矩阵的秩为 2
综上，a + b = 0时，r = 1；a + b ̸= 0时，r = 2。
2. x = 2

解析：本题考查矩阵秩的定义。若矩阵 A的秩为 ，则 A的 +1阶子式全
为 0，所以本题根据三阶子式为 0求解。
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由矩阵秩的定义得 (A) = 2 A的 3阶子式全为 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 3 −1

2 −x 6

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

所以

0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 3 −1

2 −x 6

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

1 2 −2

2 −x− 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 8− 2(x+2) = 4− 2x，解得。

3. 解析：本题考查矩阵秩的定义及行列式运算。由 r(A∗) = 1可证 r(A) =

2,det(A) = 0，从而解得 a、b关系，本题采用反证法证明 r(A) = 2，直接证法

参考习题 4.4 B5。

r(A∗) = 1 A∗ 的元素不全为 0（若 A∗ 的元素全为 0，则 r(A∗) = 0），又

A∗ 的元素时 A 的代数余子式，则 A 的二阶子式不全为 0，则 r(A) ⩾ 2，即

r(A) = 2或 r(A) = 3。

若 r(A) = 3，则 A满秩，即 A可逆，det(A)0，故 det (A∗) = [det (A)]2 ̸= 0

，所以 A∗可逆，即 r(A∗) = 3，与 r(A∗) = 1矛盾，故必有 r(A) = 2，所以 A
的三阶子式全为０，即 det(A) = 0，

0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b b

b a b

b b a

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ 2b b b

a+ 2b a b

a+ 2b b a

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a+2b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 b b

1 a b

1 b a

∣∣∣∣∣∣∣∣= (a+2b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 b b

0 a− b 0

0 0 a− b

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a+ 2b)(a− b)2a = b或 a+ 2b = 0。

若 a = b，则 A可化为


1 1 1

0 0 0

0 0 0

（a = b ̸= 0时），此时 r(A) = 1，与

r(A) = 2矛盾；

若 a + 2b = 0，则 A可化为


1 0 −1

0 1 −1

0 0 0

（ab ̸= 0时），此时 r(A) = 2

符合题意。

综上，r(A∗) = 1时，必有 a ̸= b且 a+ 2b = 0。

4.(1)P =


−3 1 0

1 0 0

−1 2 1

，B =


1 0 −18 −16

0 1 7 8

0 0 0 0

2)P =


−3 1 0

1 0 0

−1 2 1

,
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Q =


1 0 18 16

0 1 −7 −8

0 0 1 0

0 0 0 1



（3）A = GH，其中 G = P−1

[
Ir

O

]
=


0 1

1 3

−2 −5

，

H =
[
Ir O

]
Q−1 =

[
1 0 −18 −16

0 1 7 8

]
。

解析：本题考查矩阵满秩分解及初等变换的矩阵乘法表示。根据习题 2.4
A12附注可得:初等变换矩阵，初等变换矩阵乘积即为可逆矩阵 P，同理可得
可逆矩阵 Q，根据例 2.5.3可将矩阵 A满秩分解为 A=GH形式，计算 P−1, Q−1

即可。

(1)A =


0 1 7 8

1 3 3 8

−2 −5 1 −8

 r12−−→


1 3 3 8

0 1 7 8

−2 −5 1 −8

 r13(2)−−−→


1 3 3 8

0 1 7 8

0 1 7 8


r23(−1)−−−−→


1 3 3 8

0 1 7 8

0 0 0 0

 r21(−3)−−−−→


1 0 −18 −16

0 1 7 8

0 0 0 0

 = B

则对应的初等矩阵P1 =


0 1 0

1 0 0

0 0 1

 , P2 =


1 0 0

0 1 0

2 0 1

 , P3 =


1 0 0

0 1 0

0 −1 1

 , P4 =


1 −3 0

0 1 0

0 0 1

,

所以P = P4P3P2P1 =


1 −3 0

0 1 0

0 0 1




1 0 0

0 1 0

0 −1 1




1 0 0

0 1 0

2 0 1




0 1 0

1 0 0

0 0 1

 =


−3 1 0

1 0 0

−1 2 1


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(2)


1 0 −18 −16

0 1 7 8

0 0 0 0

 c23(−7)−−−−→
c23(−8)


1 0 −18 −16

0 1 0 0

0 0 0 0

 c13(18)−−−−→
c13(16)


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

,

对应的初等矩阵为 Q1 =


1 0 0 0

0 1 −7 −8

0 0 1 0

0 0 0 1

 , Q2 =


1 0 18 16

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 ,

则

Q = Q1Q2 =


1 0 0 0

0 1 −7 −8

0 0 1 0

0 0 0 1




1 0 18 16

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 =


1 0 18 16

0 1 −7 −8

0 0 1 0

0 0 0 1


(3)由例 2.5.3知 A可满秩分解为 A = GH ,下面求 P−1, Q−1,

用伴随矩阵法求P−1,det(P ) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−3 1 0

−1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −1 ,P ∗ =


0 −1 0

−1 −3 0

2 5 −1


,

所以 P−1 = 1
det(P )

P ∗ =


0 1 0

1 3 0

−2 −5 1

。
用初等变换法求:

[Q|I] =


1 0 18 16 1 0 0 0

0 1 −7 −8 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1

→


1 0 18 0 1 0 0 16

0 1 −7 0 0 1 0 8

0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1



→


1 0 0 0 1 0 −18 −16

0 1 0 0 0 1 7 8

0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1

 = [I|Q−1]所以Q−1 =


1 0 −18 −16

0 1 7 8

0 0 1 0

0 0 0 1


或者根据右乘 Q的意义,容易知将右乘 Q后的矩阵第一列乘-18加到第三

列、乘-16加到第四列,第二列乘 7加到第三列、乘 8加到第四列,矩阵又变回

原矩阵,因此 Q−1 =


1 0 −18 −16

0 1 7 8

0 0 1 0

0 0 0 1


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则 G = P−1

[
Ir

O

]
=


0 1 0

1 3 0

−2 −5 1




1 0

0 1

0 0

 =


0 1

1 3

−2 −5



H =
[
Ir O

]
Q−1 =

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
1 0 −18 −16

0 1 7 8

0 0 1 0

0 0 0 1

 =

[
1 0 −18 −16

0 1 7 8

]

5. 解析:本题考查矩阵的秩标准形,利用定理 2.5.1及推论 2.5.1,以及矩阵
A与它的秩标准形是等价的，通过 A与 B有相同的秩标准形即可证明 A与 B
同秩或 A与 B等价。

A等价于

[
Ir(A) O

O O

]
,B等价于

[
Ir(B) O

O O

]
, A与B等价

[
Ir(A) O

O O

]

与

[
Ir(B) O

O O

]
等价 r (A) = r (B)

(B)

1. 解析：利用满秩矩阵直接证明即可，注意行满秩矩阵与列满秩矩阵的形式。
由条件,G、H分别为列满秩矩阵和行满秩矩阵，由定理 2.5.2知，存在可

逆矩阵，使 PG =

[
Ir

O

]
m×r

,HQ =
[
Ir O

]
r×n
，故得 PAQ = PGHQ =[

Ir

O

] [
Ir O

]
=

[
Ir O

O O

]
⇒ r(A) = r

2. r(A) = n− 1

解析：根据矩阵秩的定义通过求解矩阵的 k阶子式求 nA的秩，由于 A与
nA有相同的秩标准形，故 A与 nA同秩。

A与 nA有相同的秩标准型⇒ r(A) = r(nA)，

nA = nI − αTα =


n− 1 −1 · · · −1

−1 n− 1 · · · −1
...

...
...

−1 −1 · · · n− 1


，而 nA的 n阶子式
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n− 1 −1 · · · −1

−1 n− 1 · · · −1
...

...
...

−1 −1 · · · n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n− n −1 · · · −1

n− n n− 1 · · · −1
...

...
...

n− n −1 · · · n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 · · · −1

0 n− 1 · · · −1
...

...
...

0 −1 · · · n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

nA的 n-1阶子式

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n− 1 −1 · · · −1

−1 n− 1 · · · −1
...

...
...

−1 −1 · · · n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n− (n− 1) −1 · · · −1

n− (n− 1) n− 1 · · · −1
...

...
...

n− (n− 1) −1 · · · n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 · · · −1

1 n− 1 · · · −1
...

...
...

1 −1 · · · n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 · · · −1

0 n · · · 0
...

...
...

0 0 · · · n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= nn−2 ̸= 0

所以 r(nA) = n− 1，则 r(A) = r(nA) = n− 1
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§2.6 第 2章习题

1.（1）14 ；（2）-1 ；（3）


0 0 1

0 1 0

1 0 0

 ；（4）diag(2,-4,2) ; （5）；（6）

diag(8,8,-6) ;（7）2；（8）3；（9）I；（10）-1；（11）-1

解析:

(1)本题考查列向量相乘的相关知识，注意对于列向量，等于矩阵对角线
元素之和这一规律。

设 α =


x1

x2

x3

，则 ααT =


x2
1 x1x2 x1x3

x1x2 x2
2 x2x3

x1x3 x2x3 x2
3

，
所以 x2

1 = 1, x2
2 = 4, x2

3 = 9，则 αTα = x2
1 + x2

2 + x2
3=1+4+9=14

（2）本题考查逆矩阵相关知识，利用好 AB = I 进行求解。

αTα =
[
a 0 · · · 0 a

] [
a 0 · · · 0 a

]T
= 2a2，

由题意得 AB = I，

AB = (I − ααT )(I + 1
a
ααT )

n∑
i=1

(Xi − X̄)
2
= I + ( 1

a
− 1)ααT − 1

a
ααTααT

= I + ( 1
a
− 1)ααT − 1

a
α(αTα)αT = I + ( 1

a
− 1)ααT − 1

a
2a2ααT

= I + ( 1
a
− 1 − 2a)ααT = I，则 1

a
− 1 − 2a = 0，解得 a = 1

2
或 a = −1，

由于 a < 0,故 a = −1。

（3）本题考查求逆矩阵的相关知识，注意用“配方法”分解出（A-I）这个
因式。

AB = 2A+B ⇒ (A− I)(B − 2I) = 2I ⇒ (A− I)
[
1
2
(B − 2I)

]
= I

⇒ (A− I)−1 = 1
2
(B − 2I)，又 B − 2I =


0 0 2

0 2 0

2 0 0

X1, . . . , Xn，

则 (A− I)−1 = 1
2


0 0 2

0 2 0

2 0 0

 =


0 0 1

0 1 0

1 0 0

。
（4）本题考查伴随矩阵和逆矩阵的求解，注意对角矩阵的逆矩阵求法，即

D−1 = diag(d−1
1 , d−1

2 , · · · , d−1
n )。

A∗BA = 2BA− 8I ⇒ (A∗ − 2I)BA = −8I ⇒ B = −8(A∗ − 2I)−1A−1 =

−8[A(A∗ − 2I)]−1 = −8AA∗ − 2A)−1 = −8(det(A)I − 2A)
−1
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由题知，det(A) = −2 ⇒det(A)I−2A = diag(−4, 2,−4) ⇒ (det(A)I − 2A)
−1

=

diag(− 1
4
, 1
2
,− 1

4
) ⇒

B = −8(det(A)I − 2A)
−1

B = −8(det(A)I − 2A)
−1

（5）本题考查行列式乘法。
ABA∗ = 2BA∗+I⇒ (A−2I)BA∗ = I，两端同时取行列式，det [(A− 2I)BA∗] =

1⇒ det(A− 2I)det(B)det(A∗) = 1，

因为det(A) = 4−3 = 1，det(A∗) = [det(A)]2 = 9,A−2I =


0 1 0

1 0 0

0 0 −1

,

det(A− 2I) = 1,
则 9det(B) = 1，det(B) = 1

9
。

（6）本题考查对角矩阵幂运算规律的运用，Dk = diag(dk1 , d
k
2 , · · · , dkn)

A2 =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 1

 = diag(−1,−1, 1)，

B2020 = P−1APP−1AP · · ·P−1AP = P−1A(PP−1)A · · · (PP−1)AP =

P−1A2020P

= P−1


(−1)

2020

(−1)
2020

12020

P = P−1


1

1

1

P = P−1P =

I，

则 B2020 − 7A2 = I − 7A2 = diag(8, 8, 6)。

（7）本题考查可逆矩阵的性质和矩阵的秩的相关定理，先证明 B是可逆矩
阵，由定理 2.4.3，B可以分解为若干个初等矩阵相乘，再由推论 2.5.1，初等列
变换不改变矩阵的秩，得到 r(ATB) = r(AT ) = r(A)。

det(B) = 24 + 24 + 24− 27− 16− 32 = −3，则 B可逆，B可以分解为若
干个初等矩阵相乘，ATB 可表示对 AT 进行若干次初等列变换，初等列变换

后得到的矩阵与原矩阵的秩相等，则有 r(ATB) = r(AT ) = r(A) = 2。

（8）本题考查行列式的乘法公式和逆矩阵性质，即det(A+B−1) = det(A)det(B+

A−1)det(B−1)和 det(B−1) = [det(B)]−1。

det(A+B−1) = det[(AB + I)B−1] = det(AB + I)det(B−1) = det[A(B +

A−1)]det(B)= det(A)det(B+A−1)det(B−1)= det(A)det(B+A−1)[det(B)]−1

= 3× 2× 1
2
= 3。

（9）本题考查逆矩阵的有关知识。利用逆矩阵的唯一性以及整理式子过程
中配方法的使用即可求解。
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B = I +AB⇒ B(I −A) = I⇒ B = (I −A)−1，C = A+CA⇒ C −A−
CA = O⇒ (C+I)(I−A)−I = O⇒ (C+I)(I−A) = I⇒ C+I = (I −A)−1，

则由逆矩阵的唯一性，B = C + I ⇒ B − C = I 。

（10）本题考查伴随矩阵和矩阵转置的相关知识，利用Aij = −aij ⇔ A∗ =

−AT 进行求解。

Aij = −aij ⇒ A∗ = −AT，对等式两边同时取行列式，Aij = −aij ⇒ A∗ =

−AT，

解得 det(A) = 0或 det(A) = −1，又 A可逆，则 det(A) = −1。

（11）本题与第十题大致相同，注意此题中的条件“A是非零矩阵”对排
除 det(A) = 0 的影响。A∗ = −AT，对等式两边同时取行列式，det(A∗) =

det(−AT ) ⇒ [det(A)]2 = −det(A)，
解得 det(A) = 0或 det(A) = −1。

A∗ = −AT ⇒ Aij = −aij，A是非零矩阵，不妨设 a11 ̸= 0，则按照第一

行展开，

det(A) =
3∑

j=1

a1jA1j =
3∑

j=1

a1j(−a1j)= −(a211+a212+a213) < 0，则 det(A) =

−1。

2.（1）A；（2）B；（3）C；（4）C；（5）A

解析：

（1）本题考查矩阵转置、矩阵乘法结合律、矩阵初等变换的相关知识。用
P表示 Q后代入即可求解。

令 B =


1 0 0

1 1 0

0 0 1

，则由矩阵列变换的意义，Q = PB，则 QTAQ =

(PB)TAPB= BTP TAPB = BT (P TAP )B=


1 1 0

0 1 0

0 0 1




1 0 0

0 1 0

0 0 2




1 0 0

1 1 0

0 0 1

=


2 1 0

1 1 0

0 0 2

，选 A。

（2）本题考查矩阵初等变化相关知识，根据初等变换的矩阵乘法表示验证
选项即可。

用伴随矩阵法、初等变换法或直接根据初等矩阵的意义，得到 P−1 =
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
1 −1 0

0 1 0

0 0 1

，由初等变换的矩阵乘法表示可知 C = PAP−1，选 B。

（3）本题考查伴随矩阵的定义和逆矩阵的相关知识。

不妨设 A、B 为三阶可逆矩阵，用初等变换的矩阵乘法表示，其中 P =
0 1 0

1 0 0

0 0 1

，计算得 P ∗ =


0 −1 0

−1 0 0

0 0 −1

 = −P，所以对两端同时取伴

随矩阵，

B∗ = (PA)∗ = det(PA)(PA)−1= [det(A)A−1][det(P )P−1] = A∗P ∗ ⇒
A∗P = −B∗，右乘 P表示交换矩阵 A∗的第一列与第二列得到 −B∗，当 A、B
为 n阶可逆矩阵时同样成立，选 C。

此外，本题可用两个二阶矩阵代入题目，较快地判断出答案。

（4）本题考查逆矩阵、分块矩阵以及矩阵初等变换的相关内容，关键是将
待求式子用 AP表示。

将 P−1AP =


0

1

2

两端左乘 P，得到

AP = P


0

1

2

= [ α1 α2 α3

]
0

1

2

 =
[
0 α2 2α3

]
，

注意到

A(α1+2α2+3α3) = A
[
α1 α2 α3

]
1

2

3

= AP


1

2

3

 =
[
0 α2 2α3

]
1

2

3

=
2α2 + 6α3，

选 C。

（5）本题考查伴随矩阵和矩阵转置的相关知识。注意 A∗ = AT ⇔ aij =

Aij，求解得到 det(A) = 1后直接求解即可。

A∗ = AT ⇔ aij = Aij，A
∗ = AT 两端同时取行列式得 det(A∗) = det(AT )，

所以 [det(A)]2 = det(A)，解得 det(A) = 1或 det(A) = 0。按照第一行展开，有

det(A) = a11A11+a12A12+a13A13= a211+a212+a213 = 3a211 > 0，则 det(A) = 1，

a11为正数，且 3a211 = 1，解得 a11 =
√
3
3
，选 A。

仲英书院学业辅导中心



56 第二章 矩阵

3. X =


66 62

−44 −41

−23 −22


解析：本题考查矩阵方程的解法，将已知等式化为 (A− 2I)X = B后，用

初等变换法求 X即可。

AX = 2X +B ⇒ (A− 2I)X = B，由题知A− 2I =


1 2 −1

3 7 −5

5 10 −6

，现
用初等变换法求 X，

[A− 2I|B] =


1 2 −1 1 2

3 7 −5 5 9

5 10 −6 28 32

→


1 2 −1 1 2

0 1 −2 2 3

0 0 −1 23 22


→


1 2 0 −22 −20

0 1 0 −44 −41

0 0 −1 23 22

→


1 0 0 66 62

0 1 0 −44 −41

0 0 −1 23 22

→


1 0 0 66 62

0 1 0 −44 −41

0 0 1 −23 −22


= [I|(A− 2I)−1B]，所以 X = (A− 2I)−1B =


66 62

−44 −41

−23 −22

。

4. φ(A) = 4


1 1 1

1 1 1

1 1 1


解析：本题考查矩阵乘法、对角矩阵性质的应用。注意 A = PDP−1，代

入直接化简即可。

AP = PD ⇒ A = PDP−1，所以 A8 = PDP−1PDP−1 · · ·PDP−1 =

PD8P−1 ，5I − 6A + A2 = P (5I − 6D + D2)P−1 = Pdiag(12, 0, 0)P−1 =

12Pdiag(1, 0, 0)P−1，

故 φ(A) = PD8P−1 · 12Pdiag(1, 0, 0)P−1= 12PD8diag(1, 0, 0)P−1

= 12P


1 0 0

0 1 0

0 0 58




1 0 0

0 0 0

0 0 0

P−1= 12P


1 0 0

0 0 0

0 0 0

P−1，下面用

初等变换法求 P−1，

[P |I] =


1 1 1 1 0 0

1 0 −2 0 1 0

1 −1 1 0 0 1

→


1 1 1 1 0 0

0 −1 −3 −1 1 0

0 −2 0 −1 0 1


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→


1 1 1 1 0 0

0 −1 −3 −1 1 0

0 0 6 1 −2 1

→


6 6 0 5 2 −1

0 −2 0 −1 0 1

0 0 6 1 −2 1



→


6 6 0 5 2 −1

0 −2 0 −1 0 1

0 0 6 1 −2 1

→


1 0 0 1
3

1
3

1
3

0 1 0 1
2

0 − 1
2

0 0 1 1
6

− 1
3

1
6

= [I|P−1]

所以 P−1 =


1
3

1
3

1
3

1
2

0 − 1
2

1
6

− 1
3

1
6

，

则 φ(A) = 12


1 1 1

1 0 −2

1 −1 1




1 0 0

0 0 0

0 0 0




1
3

1
3

1
3

1
2

0 − 1
2

1
6

− 1
3

1
6



=


12 0 0

12 0 0

12 0 0




1
3

1
3

1
3

1
2

0 − 1
2

1
6

− 1
3

1
6

 =


4 4 4

4 4 4

4 4 4

= 4


1 1 1

1 1 1

1 1 1


5. 存在；不是

解析：本题考查方阵行列式的计算以及齐次线性方程组存在非零解的条

件。

由推论 1.3.2及其注释，齐次线性方程组有非零解的充分必要条件是它的
系数行列式为 0，所以本题关键是判断 det(A)是否为 0。

= 4


1 1 1

1 1 1

1 1 1

= ∣∣∣ 2α2 α2 α3

∣∣∣ + ∣∣∣ −α3 α2 α3

∣∣∣，则齐次线性方
程组 Ax = 0，A不是可逆矩阵。

6. A =


1 2 −1

3 1 4

2 2 1


解析：本题考查伴随矩阵的性质。由 A = det(A)(A∗)−1 直接计算，可用

伴随矩阵法求 (A∗)−1。

AA∗ = det(A)I ⇒ A = det(A)(A∗)−1，因为 det(A) = a11A11 + a12A12 +

a13A12 = -7 + 10 -4 = -1，det(A∗) = [det(A)]2 = 1，(A∗)−1 = 1
det(A∗)

(A∗)∗ =
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
−1 −2 1

−3 −1 −4

−2 −2 −1

，所以

A = det(A)(A∗)−1 = −


−1 −2 1

−3 −1 −4

−2 −2 −1

 ==


1 2 −1

3 1 4

2 2 1


7. -16
解析：本题考查伴随矩阵、逆矩阵的性质，结合行列式性质直接计算即可。

det
(
(2A)

−1 − 5A∗
)
= det

(
1
2
A−1 − 5det(A)A−1

)
= det( 1

2
A−1 − 5

2
A−1)

= det(−2A−1) = (−2)3 det(A−1)= (−2)3 1
det(A)

= −16

8. λ = −1时，r(A) = 2，r(A) = 3；λ = 4时，r(A) = r(A) = 2；λ ̸= −1

且 λ ̸= 4时，r(A) = r(A) = 3。

解析：本题考查矩阵秩的求法。用初等变换将矩阵化成阶梯形，则非零行

个数为所求矩阵的秩，注意对所占行的讨论。

A = [A|b] =


1 1 λ 4

−1 λ 1 λ2

1 −1 2 −4

→


1 1 λ 4

0 1 + λ 1 + λ 4 + λ2

0 −2 2− λ −8


→


1 1 λ 4

0 −2 2− λ −8

0 1 + λ 1 + λ 4 + λ2


当

∣∣∣∣∣ 1 + λ 1 + λ

−2 2− λ

∣∣∣∣∣ = 0时，λ = −1或 λ = 4

λ = −1时，A = [A|b] =


1 1 −1 4

0 −2 3 −8

0 0 0 5

，r(A) = 2，r(A) = 3；

λ = 4时，A = [A|b] =


1 1 4 4

0 −2 −2 −8

0 5 5 20

→


1 1 4 4

0 1 1 4

0 0 0 0

，r(A) =
r(A) = 2；

λ ̸= −1且 λ ̸= 4时，A = [A|b] =


1 1 λ 4

0 −2 2− λ −8

0 1 + λ 1 + λ 4 + λ2

，r(A) =
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r(A) = 3。

综上，λ = −1 时，r(A) = 2 ，r(A) = 3；λ = 4 时，r(A) = r(A) = 2；

λ ̸= −1且 λ ̸= 4时，r(A) = r(A) = 3
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§3.1 向量及其线性运算

(A)

1.
−−→
AB = 1

2
(−→a −

−→
b ) 1

n
,
−−→
BC = 1

2
(−→a +

−→
b )

解析:不妨取平行四边形中心为点 0.，而
−→
AO =

−−→
OC = 1

2

−→
AC = 1

2
−→a

−−→
BO =

−−→
OD = 1

2
BD = 1

2

−→
b ,
−−→
AB =

−→
AO +

−−→
OB =

−→
AO −

−−→
OB = 1

2
(−→a −

−→
b )

同理
−−→
BC = 1

2
(−→a +

−→
b )

2.解析:证明的思路是将三个向量首尾相接，利用中线的条件.可以给出如
下的式子

−−→
AD +

−−→
BE +

−−→
CF = (

−−→
AB + 1

2

−−→
BC) + (

−−→
BC + 1

2

−→
CA) + (

−→
CA + 1

2

−−→
AB) =

3
2
(
−−→
AB +

−−→
BC +

−→
CA) =

−→
0

从而可以发现三个向量可以构成三角形。

3.解析:证明向量共线可以从一向量表示入手，或者也可以通过叉乘的方
式求解。此题证明三点共线，可以找出两个向量，即

−−→
AB 和

−−→
BD,其中.

−−→
AB =

−→a1 - 2−→a2，
−−→
BD =

−−→
BC +

−−→
CD = −→a1 - 2−→a2 .所以有

−−→
AB =

−−→
BD所以三点共线。

4.解析: P点在第 2卦限，N点在第 8卦限，P点关于 xoy平面对称点是
(-1,2,-3),关于 yoz平面对称点是 (-1,-2,3),关于 yoz平面对称点是 (1,2,3),关于 x
轴对称点是 (-1,-2,-3)，关于 y轴对称点是 (1,2,-3)，关于 z轴对称点是 (1,-2,3),
关于原点对称点是 (1,-2,-3)。

5.解析:到 0xy平面的距离即为 z坐标值 1,到 y轴距离为:
√

x2 + z2 =
√
5

到原点距离为
√

x2 + y2 + z2 =
√
14

6.解析: a=i+2j-2k不是单位向量，因为 ∥−→a ∥ = 3 ̸= 1，设与 a同方向的单
位向量为 e，−→e = 1

3

−→
i + 2

3

−→
j − 2

3

−→
k
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7.解析:根据主对角线的坐标及长方形的性质，可以得到其余坐标为:(2,3,0)，
(6,3,0)(2,-1,0)，(6,3,4)，(6,-1,4)，(2,-1,4)。

8.解析:三个方向角相等且均为锐角，则 cosα = cosβ = cos γ =
√
3
3

,方向
余弦如下，

−→
a0 = (

√
3
3
,
√
3
3
,
√
3
3
)，根据条件 ∥−→a ∥ = 2,求出 −→a = ( 2

√
3

3
, 2

√
3

3
, 2

√
3

3
)

9.解析: b与 z轴正向的夹角为锐角，则 b的 z坐标为正，又因为 b与 a平
行，设正数 k,那么有 b=k（-1，-1，1),
方向余弦

−→
b0 = (−

√
3
3
,−

√
3
3
,
√
3
3
)

10.解析: a=(-2,3,x)与 b=(y,-6.2)共线，所以存在 k使得 k(-2,3,x)=(y,-6.2)，
解得 k=-2,x=-l,y=4.

11. 解析: F=F1+F2+F3=(1,2,3)+(-2,3,-4)+(3,-4-1)=(2,1,-2), 方向角: α =

arccos 2
3
, β = arccos 1

3
, γ = arccos(− 2

3
)

12.解析:已知 P=(1,2,3),Q=(2,3,4)，那么 PQ=(2,3,4)-(1,2,3)=(1,1,1),方向余
弦:

−−→
PQ0 = (

√
3
3
,
√
3
3
,
√
3
3
)

13.球心坐标：O = P+Q
2

= (1, 2, 3);半径长度：||PO|| =
√
14

因此球面方程为：(x− 1)2 + (y − 2)2 + (z − 3)2 = 14

14 解析: 由于方向角相等，那么令 P = k(
√
3
3
,
√
3
3
,
√
3
3
), 带入平面方程 4x-

7y+5z-20=0，解出，所以 P=(10,10,10)。

15.解析:判断三个向量是否共面利用三阶行列式是否等于 0

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 6 6

0 −9 −3

2 8 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 60 ̸= 0，不共面;

(2)行列式 =0，共面；

16. 解析:−→a = x−→e1 + y−→e2 + z−→e3，也可以表示成


3 7 −2

2 5 3

1 0 4




x

y

z

 =
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
−7

4

7

，利用 Cramer法则求出 x=-l,y=0,z=2，所以 −→a = −−→e1 + 2−→e3

17. 解析: 根据四点的坐标容易得出球心坐标 (a
2
, b
2
, c
2
)，半径 r = 1

2
=

√
a2 + b2 + c2

18.解析:点 P把线段 AB分成 2:1的两段，可以根据 AB之间的距离按照
比例划分找出 P点，

−→
AP = 2

3

−−→
AB = (0, 2

3
,− 2

3
),所以 P =

(
1, 5

3
, 1
3

)

§3.2 数量积 向量积 混合积

(A)

1.解析：（1）a·2b=(1,1,-1)·（0,6,8）=6-8=-2

(2)3a× 4b =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

3 3 −3

0 12 16

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 12(7,−4, 3)

(3) [5a − b c] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
5 5 −5

0 −3 −4

2 8 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 105

(4) cos ⟨a, b⟩ = a•b
∥a∥∥b∥ = − 1

5
√
3
; arccos(− 1

5
√
3
)

(5)代入公式知答案为 − 1
25
(0, 3, 4)

(6)计算 aŒb的值再Œc,得（-20,13,64）

2. 解析:利用向量共线和两向量的数量积可以计算
−→a •

−→
b = 9p = −18, p = −2，

−→
b = −4

−→
i + 2

−→
j − 4

−→
k

3.解析;利用模和向量之间的关系计算
∥∥∥−→a −

−→
b
∥∥∥2 = 28，从而得到两个向

量之间的角度是 (a,b)= 2π
3

4.解析:利用模和向量之间的关系计算
∥∥∥−→2a− 3

−→
b
∥∥∥ = 2

√
7

S = −→a ×
−→
b =

√
3
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5.解析:利用 Cramer法则求解方程组
2 −1 3

1 −3 2

3 2 −4




x

y

z

 =


−5

−11

20

从而 d=[2 3 -2]

6.解析:见答案

7.解析:利用向量垂直的表达式
(−→a + 3

−→
b )(7−→a − 5

−→
b ) = 0

(−→a − 4
−→
b )(7−→a − 2

−→
b ) = 0

得到夹角为 π
3

8.解析:注意射影和射影向量之间的区别，a在 b上的射影-3，a在 b上的
射影向量 =(-1 2 -2)

9.解析:利用射影向量的概念
(a·i)i表示 a在 x轴的投影向量，同理另外两个表达式分别表示在 y轴和

z轴的投影向量，得证。(另外也可以通过方向余弦的表达式来证明)

10.解析:利用垂直的向量表达式
[
(−→a • −→c )

−→
b −

(−→
b • −→c

)−→a ]−→c = 0，得

证。

11.解析:利用三个向量都是单位向量的条件
−→a •

−→
b +c•

−→
b +−→a •−→c = 1

2

[
(−→a +

−→
b +−→c )− (−→a )

2 − (
−→
b )

2
− (−→c )2

]
= − 3

2

12.解析:利用叉乘求出平行四边形面积，再返求高。

13.解析:利用叉乘的结合律 −→a × (
−→
b −−→c ) = (−→c −

−→
b )×

−→
d，化简得 a-d

与 b-c共线。

14.解析:见课本课后答案

15.解析：b+c=aŒb；a⊥a× b;a⊥b+ c;故选 A。

16.解析:利用数量积和向量积的结合律
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17.解析:利用叉乘和点乘的分配律和结合律[
(−→a +

−→
b )× (−→c +

−→
b )
]
• (−→c +−→a ) = 2[−→a

−→
b −→c ] = 4

18.解析:利用混合积的几何意义
V = 1

6

∥∥∥[−−→AB−→
AC

−−→
AD

]∥∥∥ = 15

19.解析:利用混合积的定义、定理 3.2.1 (两向量 a和 b垂直,a·b=0)和定
理 3.2.2 (两向量 a和 b共线,aŒB=0)来证明定理 3.2.3

(B)

1.解析:利用向量叉乘的性质
几何解释:三个向量围成三角形，任意两个向量的叉乘的几何意义是以这

两个向量所在为平行四边形的边的面积乘以一个与该三角形垂直的单位法向

量。

2.解析:利用加边的方法证明，下面的 abs ()是取绝对值的意思。

S = 1
2

∥∥∥−−→AB ×
−→
AC
∥∥∥ = 1

2
abs

(∣∣∣∣∣ x2 − x1 y2 − y1

x3 − x1 y3 − y1

∣∣∣∣∣
)

= 1
2
abs

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1

x2 − x1 y2 − y1 1

x3 − x1 y3 − y1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1
2
abs

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
3.解析:利用坐标系证明 (1)
(1)假设 a=(a b c),b=(d e f),c=(g h i)

左边−→a ×

∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

d e f

g h i

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

a b c

ei− fh fg − di dh− eg

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (bdh+ cdi−

beg − cfg age+ cei− adh− cfhafg + bfh− adi− bei)

右边 =(ag+bh+ci)(d e f)-(ad+be+cf)(g h i)=(bdh+cdi-beg-cfg aeg+cei-adh-cfh
afg+bfh-adi-bei)所以成立。

(2)利用 (1)证明,两边点乘 b，左边的式子可以利用混合积变换，即可得
证。
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§3.3 平面和空间直线

(A)

1. 解析: 求解平面方程一般利用与直线和平面之间的垂直和平行关系, 切
入点是求出法向量。

(1)与两条直线平行,两条直线的方向向量分别是 (0 1 1)和 (1 2 1)。平面的
法线向量和方向向量均垂直,可以计算平面法线向量 =(1 -1 1),经过零点,从而
平面方程 x-y+z=0。

(2)两条直线方向向量分别是 (1 0 -1)和 (2 1 1),且经过点 (1 2 3),可以计算
平面法向量 =(1 -3 1). 从而平面方程 x-3y+z+2=0。

(3)平行于原平面，可知平面法向量 =(5 -14 2). 令平面方程 5x-14y+2z+k=0,
根据平面之间的距离 |k−36|√

52+(−14)2+22
= 3，所以 k=-9 或 81，从而平面方程

5x-14y+2z+81=0或者 5x-14y+2z-9=0。
(4)经过两点并且和另一平面垂直，那么该平面法向量和另一平面法向量

和两点方向向量垂直。两点方向向量为 λ=(9 -2 13),另一平面法向量 η=(2 -1 4)，
所以平面法向量 η′=λ×=5(1 -2 -1),从而平面方程 x-2y-z+2=0。

(5) 经过定点 (1 2 -3)，经过 x 轴，可以知道该平面法向量与 η1=(1 0 0)
和 η2=(1 2 -3) 垂直，所以平面法向量 =η′ = η1 × η2 = (032), 从而平面方程
3y+2z=0。

(6)先求解直线的方向向量 λ=(4 1 2)×(5 2 3)=(-1 -2 3)，另一平面法向量是
η=(2 -1 1)，从而该平面法向量 η′ = λ×η=(1 7 5)，从而平面方程 x-2+7(y+1)+5(z-
5)=0.

(7)经过直线和一个点，那么可以在直线上取点求出一方向向量,不妨取定
点 (0 -1 3),求得直线方向向量 λ1=(2 2 0),已知直线方向向量 λ2=(2 3 2),所以平
面法向量 η = λ1 × λ2 = 2(2 − 11),从而平面方程 2(x-2)-2(y-1)+z-3=0

(8) a=(2,-4,-3),b=(3,-3,-4);a×b=(7,-1,6);方程为：7x-y+6Z-5=0.
(9). 根据定点及夹角知：方向向量为（1，

√
26，3），所以方程式为：x

√
26y+3z-3=0.

2.解析
(1)直线方程 x−x1

x1−x2
= y−y1

y1−y2
= z−z1

z1−z2
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66 第三章 几何向量及其应用

(2)先求出直线方向向量 λ = η1 × η2 = (2 − 31) × (4 − 23) = (−7 − 28),
从而直线方程: x−2

−7
= y

−2
= z+1

8

(3)利用两直线垂直相交，满足共面条件和垂直条件，借助另一直线方向
向量 λ1=(-3 0 -6)-(2 -1 3)=(-5 1 -9),令所求直线方向向量 λ=(x y 2)列出方程组[
λ1 (702)λ

]
= 0,求得 λ=(2 1 -7),从而直线方程: x−2

2
= y+1

1
= z−3

−7

(4)所求直线的方向向量和直线方向向量与平面法向量垂直，所以可以求
得所求直线方向向量 λ=(4 5 6)×(7 8 9)=-3(1 -2 1). 从而直线方程: x+1

1
= y−2

−2
=

z−3
1

(5)记直线 x=y=z的方向向量 λ1=(1 1 1),记方向向量 λ2=(1 2 3),记 y轴方

向向量 λ3=(0 1 0). 所求直线方向向量 λ=(x y z) 列出方程组
λ× λ1 = 0

[λλ3λ2] = 0
求得

λ=(1 -4 3). 从而得直线方程.
(6) 记直线 L1 和点 P1 构成的平面为 W1，直线 L2 和点 P 构成的平面为

W2。则所求直线方程即为两平面交线 (这么说有前提,因为题目给出的两条直
线恰好异面，如果两直线共面相交,容易通过交点和点 P0计算直线方程，如果
两直线平行，题目所求毫无意义)。任取 L1上的点 P1,求出直线过 P0和 P1的
方向向量，和 L1方向向量叉乘得到W1的法向量。同理可以得到W2的法向
量。两法向量叉乘即得所求直线方向向量，结合过点 P0可以求出直线方程。

3.解析:求某点关于某平面的对称点，可以设另一点坐标，依靠两个条件:
第一，中点在平面上:第二，过两点的直线方程垂直于平面。
设对称点坐标是 P(x,y,z)，可以列出方程组:

3x+ y − 9

2
z + 121 = 0

x

6
=

y

2
=

z

−9
解得 P(-12.-4,18)。

4.解析:要找平面上一点使得到其他三个平面外的点距离相等，列出距离
方程即可。

假设该点坐标为 P(x,y,2)，那么可以列出距离方程, 再结合一个平面方程
x-y-2z=0,即可利用克拉姆法则解出方程组。
最后得到 p = ( 7

5
, 1, 1

5
)

5.
(1)解析:先解出直线方程的方向向量，如果方向向量和法向量相同，则垂

仲英书院学业辅导中心



§3.3 平面和空间直线 67

直;如果方向向量和法向量垂直并且直线上随便取一个点都在平面上，那么直
线在平面内;如果方向向量和法向量垂直并且直线上随便取不在平面上，那么
直线与平面平行。易得此处直线和平面垂直，答案应选 C ;

(2) 解析: 可以先判断是否共面，依据三维行列式是否等于 0. 易得该题的
三维行列式等于 0,从而两直线共面。如果重合或者平行，均不满秩。答案应选
A。

6. 解析:求直线和平面的交点，可以利用平面的对称式方程引入参数分别
表示 x,y,z,然后解出参数.从而解出交点。
可以得到交点坐标 P(2 3,1),假设 L的方向向量为 (x,y,2),那么可以列出方

程组

(x, y, z)(5, 1, 4) = 0

(x, y, z)(3,−1, 2) = 0
得 (x,y,z)=(3,1,-4),从而得直线方程.。

7. 解析: 两平面的法向量分别是
−→
λ1 = (2, 1, 2)，

−→
λ2 = (1, 1, 0) 所以有

cos θ =
√
2
2

所以夹角 θ = π
4

8.解析:同第 7题

9.解析:同第 7题得 θ = arccos 11
7
√
3
，交点为

(
9
11
, 8
11
, −17

11

)
10. 解析; 设所求平面法向量为

−→
λ1 = (x, y, 0), 已知平面法向量为

−→
λ2 =

(2, 1,−
√
5),根据角度 cos θ = 1

2
,得 y=3x或 x+3y=0,即平面方程。

11. 解析: 平面 s 的法向量
−→
λ1 = (1, 1, 1), 假设所求直线方向向量为

−→
λ2 =

(1, 1, z),根据角度列出方程，得 z = 4± 3
√
2，即可得直线方程.

12.解析:由平面平行可以设所求平面方程为 6x+3y+2=+a=0,根据该平面和
原点之间的距为 1。所以 r=1,得到;平面方程为 6x+3y+2z+7=0或 6x+3y+2z-7=0

13.解析:可以借助向量来说明问题，两平行平面的法向量相同，与另一平
面的法向量叉乘得到的新向量相同，也就是交线的方向向量，而且分别在两个

平面内，所以交线平行。
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14.解析:直接求出交点坐标 (2,1,0),由两直线的方向向量叉乘即可得到平
面法向量,所以最后 7x-5y-11z-9=0。

15.解析:点到平面的距离公式 r =
∣∣∣ 1−4+1+1√

1+4+1

∣∣∣ = √
6
6

16.解析:平面之间的距离转化成点到平面的距离。
取 x+y-z+1=0上-点 (-1，0，0）所以 r = 5

2
√
3

17.解析:
(1)对称式方程见答案
(2) 点 M 到 L1 的距离: 借助公式，此处取直线上点为 (0,-3.-2). 距离为

r =
√
93
3

(3)两直线之间的距离，经过计算三维行列式可以知道两直线是异面直线,
借助课本上的异面直线公式可以得到 r = 20√

29

(B)

1.解析:见课本课后答案详解

§3.4 第 3章习题

1.解析:
(1)原式 = (−→a ×

−→
b ) • −→c + (

−→
b ×−→c ) • −→a = 4

(2)利用向量叉乘的几何意义,可以计算得到 s = 12
√
2

(3)利用原点和另一点之间的方向向量与平面法向量叉乘即可得到所求平
面的法向量，再根据过原点的信息可以解出该平面方程为 2x+2y-3z=0;

(4)两直线相交,利用共面的三维行列式可以求解该问题，得到 λ = 5
4
;

(5)点到平面的距离利用距离公式可以得到 r =
√
2。

2.解析:
(1)答案应选 B
(A)不确定;
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(B)可以确定的是三个向量是基向量，空间任意向量均可被表示;
(C)也有可能是 a和 b-c垂直;
(D)也有可能是 a和 b-c平行。
(2)答案应选 A
(3)答案应选 D (判断直线方向向量和平面法向量之间的关系)
4)答案应选 C (首先可以通过直线方向向量排除平行和垂直，接下来只需

依三维行列式判断是否共面)
(5)答案应选 C (四点共面转化为三直线共面，利用共面直线方向向量之间

叉乘为 0的依据)

3.解析:设该平面的法向量
−→
λ1=(x.y,z),已知平面的法向量

−→
λ2=(7.-1.4),直线

的方向向量 −→η =（1，1，2). 其中
−→
λ1 •

−→
λ2 = 0

−→
λ1 •−→η = 0所以

−→
λ1=（3,5，-4）取

直线上的一点即可解出平面方程 3x+5y-4z+25=0.

4.解析:设该直线的方程为 x−1
a

= y
b
= z+2

c
,与平面平行,所以有 3a-b+2c=0

;与直线相交，所以有

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 3 2

a b c

4 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,所以可以取 (a b c)=(4,-50,-31).

所以直线方程为 x−1
4

= y
−50

= z+2
−31

5. 解析: 点到直线的距离可以利用课本上的公式。直线 L 的方程为 x
1
=

y−4
−3

= z−3
−2

.距离 r =
√
6
2

6解析:设 p0关于直线的对称点为 P1（x,y,z)。所以可得中点，且有 (x-2，
y+3,z-1)·(-2，-1，2)=0. 所以最终得到直线方程、P1、P2。

7.解析:见课本课后答案详解
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第四章 n维向量与线性方程
组

§4.1 消元法

(A)

1.直接应用消元法即可，考查基本的运算能力，掌握这一方法对后面的初等行
变换来说至关重要.

(1)直接消元，过程见下

1 1 5 3

1 2 3 3

1 3 2 4

2 5 6 8

2 5 4 7

15

10

8

21

18


r2−r1
r3−r1−−−−→
r4−2r1
r5−2r1



1 1 5 3

0 1 −2 0

0 2 −3 1

0 3 −4 2

0 3 −6 1

15

−5

−7

−9

−12


r1−r2
r3−2r2−−−−→
r4−3r2
r5−3r2



1 0 7 3

0 1 −2 0

0 0 1 1

0 0 2 2

0 0 0 1

20

−5

3

6

3


r4−2r3−−−−→
r4−r5



1 0 7 3

0 1 −2 0

0 0 1 1

0 0 0 1

0 0 0 0

20

−5

3

3

0


r1−7r3
r2+2r3−−−−→
r1−3r4
r3−r4



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

11

−5

0

3

0


有唯一解 x1 = 11, x2 = −5, x3 = 0, x4 = 3, x5 = 0.
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(2)同理，最终化简成


1 0 1 0

0 1 −2 0

0 0 0 1

0 0 0 0

3

−8

6

0


通解 x1 = 3− x3, x2 = −8 + 2x3, x4 = 6 (x3为自由未知量).
(3)同理，最终化简成

0 0 0

1 0 −11

0 1 2

0 0 5

0

0

0

0


仅有零解.
(4)同理，最终化简成

1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 3 −1 0 2

0 0 0 1 0

0

0

0

0


x1 = x4 = 0, x5 = −3

2
x2 +

1

2
x3.

2. 充分理解“交于一点”的代数意义为原方程组有唯一解即可.
首先证明充分性,将方程组写成矩阵形式

det(Ā) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 2b

b 2c

c 2a

−3c

−3a

−3b

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 6(a3 + b3 + c3 − 3abc) = 3(a+ b+ c)[(a−

b)2 + (b− c)2 + (c− a)2]

∵ a+ b+ c = 0

∴ det(Ā) = 0，方程有唯一解，即三直线方程联立所得方程组有唯一解

∴三直线交于一点
再证明必要性，

∵三直线交于一点 ∴方程组有唯一解，即 r(A) = r(Ā)

假设 a+ b+ c ̸= 0,对增广矩阵 Ā化简得


1 1

0 c− b

0 a− c

1

a− b

b− c

 ,

r(Ā) = 3

∵ r(A) = 2 ∴ r(A) ̸= r(Ā)，方程组无解，矛盾

∴ a+ b+ c = 0
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a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)[(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2]

§4.2 向量组的线性相关性

(A)

1.分析：对于 (I):α1, α2, α3;(II):β1, β2, β3，如果 (II)能由 (I)线性表示，那
么方程组 x1α1 + x2α2 + x3α3 = βj(j = 1, 2, 3)有解

(1)由题意知，方程组 x1β1 + x2β2 + x3β3 = αi(i = 1, 2, 3)无解

∵ B̄ =


1 0 3

1 3 3

2 4 a

1 0 1

1 1 4

1 1 5

 −→


1 0 3

0 3 0

0 0 a− 6

1 0 1

0 1 3

−1 − 1
3

−1


而 r(B̄) ̸= r(B)

∴ a = 6

(2) A =


1 0 1

1 1 4

1 1 5

 , B =


1 0 3

1 3 3

2 4 6



则 Ā =


1 0 1

1 1 4

1 1 5

1 0 3

1 3 3

2 4 6

 −→


1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 −1 0

−3 0 −9

1 1 3


∴ (II)由 (I)表示成

[
α1 α2 α3

]
0 −1 0

−3 0 −9

1 1 3

 =
[
β1 β2 β3

]

2. 设：β = x1α1 + x2α2 + x3α3 + x4α4

则有



x1 + x2 + x3 + x4 = 1

x1 + x2 − x3 − x4 = 2

x1 − x2 + x3 − x4 = 1

x1 − x2 − x3 + x4 = 1
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∴ D =


1 1 1 1 1

1 1 −1 −1 2

1 −1 1 −1 1

1 −1 −1 1 1

 −→


1 0 0 0 5

4

0 −2 0 0 − 1
2

0 0 2 0 − 1
2

0 0 0 −4 1


∴ X =

(
5

4

1

4
−1

4
−1

4

)T

，有 AX = β

3.分析：重要提示：本章含参类题目为高频考题，掌握此题型非常重要！
涉及变量往往需要先列出矩阵，化简为阶梯形后进行分类讨论，题目一般

最后化成方程组是否有解问题，理解清无解/有解，有解时有唯一解/多解的各
个条件即可

设：β = x1α1 + x2α2 + x3α3

即



3x1 + 2x2 + x3 = −1

x1 + x2 + x3 = 0

x2 + x3 = 1

−x2 + (a− 3)x3 = b

则 D =


3 2 1 −1

1 1 1 0

0 1 1 1

0 −1 a− 3 b

 −→


1 1 0 0

0 −1 0 −1

0 0 1 0

0 0 a− 1 b+ 1


(1)当 a ̸= 1时 β 可以由 α1, α2, α3唯一线性表示，

β =
b− a+ 2

a− 1
α1 +

a− 2b− 3

a− 1
α2 +

b+ 1

a− 1
α3

(2)当 a = 1且 b ̸= −1时 β 不可以由 α1, α2, α3唯一线性表示

(3)当 a = 1且 b = −1时

β = (−1 + c)α1 + (1− 2c)α2 + cα3

其中 c为任意常数
为便于读者回忆复习，此处简单列举方程组无解/有解，有解时有唯一解/多

解的常用条件.为便于叙述，设 n元方程组的系数矩阵为 A，增广矩阵为 Ā.
无解：r(A) ̸= r(Ā)

有解：r(A) = r(Ā)

有唯一解：r(A) = r(Ā)且 r(A) = n

有多解：r(A) = r(Ā)且 r(A) < n
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74 第四章 n维向量与线性方程组

4.
(1)(2)不正确
若 α1,α2,. . . ,αn线性相关，则存在一组不全为 0的系数 k1,k2,. . . ,kn，使得

k1α1 + k2α2 + · · ·+ knαn = 0

设 αj 为其中任意一个向量，则

kjαj = − [k1α1 + k2α2 + · · ·+ kj−1αj−1 + kj+1αj+1 + · · ·+ knαn]

若 kj ̸= 0,αj 可以由其余向量表示

若 kj = 0,αj 不可以由其余向量表示

(3)正确
由 Ax = 0仅有零解得，

零向量可由 A的列向量唯一线性表示 0 = 0α1 + 0α2 + · · ·+ 0αn

故 A的列向量线性无关
(4)正确

XXT =
n∑
i

α2
i ≥ 0

当 XXT = 0时，αi = 0，即 X = 0

5. 取 A =
(
α1, α2, α3

)
，则由线性相关的相关性质得 |A| = 0∣∣∣∣∣∣∣∣

λ − 1
2

− 1
2

− 1
2

λ − 1
2

− 1
2

− 1
2

λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)(λ− 1

2
)2 = 0 ∴ λ = 1或者 λ =

1

2

n阶矩阵的列（行）向量线性相关，该矩阵行列式为 0

6. 分析：同例 5，利用列向量线性无关同行列式之间的关系解题
充分性，

设 A =
(
α1, α2, . . . , αn

)
，由 D ̸= 0得 |AAT | = [|A|]2 ̸= 0

∴ |A| ̸= 0得 r(A) = n

∴ α1, α2, . . . , αn线性无关

必要性，由 α1, α2, . . . , αn线性无关得 r(A) = n，|A| ̸= 0

即得 D = |AAT | ̸= 0
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7.

(1) r(A) = 3 各列向量线性无关

(2) r(A) = 3 < 2 各列向量线性相关

(3)A =
(
α1, α2, α3

)
=


1 1 1

−a 1 1

1 −a 1

1 1 −a

 −→


1 1 1

−1− a 0 0

0 −a− 1 0

0 0 −a− 1


当 a ̸= −1时，r(A) = 3 各列向量线性无关

当 a = −1时，r(A) = 1 < 3 各列向量线性相关

8. 逆否命题：向量组线性无关的充分必要条件是该向量组中的每个向量
都不能由该组中的其余向量线性表示.

9. 分析：从线性相关性和矩阵秩的关系入手，列向量线性无关则其构成的
矩阵应满秩

由 α1, α2, . . . , αs线性无关得 r(A) = s，延长分量，r(A)不变

∴ B =
[
β1, β2, . . . , βs

]
，r(B) = s

∴ β1, β2, . . . , βs线性无关

逆否命题：若对于 r维的向量组满足，αj =
[
α1j , α2j , . . . , αrj

]T
(j =

1, 2, . . . , s)线性相关，则在向量组截短后仍然线性相关

10.

分析：多想想线性表示的原始定义即可，注意对线性无关这一条件的利用

由题可知 β = k1α1 + k2α2 + · · ·+ kmαm且 k1, k2, . . . , km不全为 0

又 β 不能由 α1, α2, . . . , αm−1线性表示

∴ km ̸= 0

得 αm =
−(k1α1 + k2α2 + · · ·+ km−1αm−1) + β

kn
∴ αm能够被 α1, α2, . . . , αm−1, β 线性表示

11.

(1)能由 α1, α2, α3 线性相关，得到 α1, α2, α3 中至少可以有一个能被其他

的两个线性表示
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由 α2, α3, α4 线性无关，得到 α2, α3, α4 中任何一个都不能被其他的两个

线性表示

∴ α2, α3是线性无关的，α1可以被 α2, α3线性表示

(2)不能
∵ α1可以被 α2, α3线性表示，而 α4和 α2, α3线性无关

∴ α4不能由 α1, α2, α3线性表示

编者注：A可被 B,C,D线性表示，意味着 A可被其他量 (B,C,D)等效替代，
(B,C,D)完成不了的事情(1)，A也没有能力完成.

12. 分析：证明向量组线性无关，常用的思路是先把向量组构成的 m阶方
阵写出来，想办法证明方阵的行列式不为 0即可
设 x1β1 + x2β2 + · · ·+ xmαm = 0

得

x2 + x3 + · · ·+ xm = 0

x1 + x3 + · · ·+ xm = 0
...

x1 + x2 + · · ·+ xm1
= 0

又 D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 . . . 1

1 0 . . . 1
...

...
...

...
1 1 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (m− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1

1 0 . . . 1
...

...
...

...
1 1 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (m− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1

0 −1 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)m−1(m− 1) ̸= 0

∴ β1, β2, · · · , βm线性无关

13.分析：充分利用矩阵的秩的关系证明线性相关性
设向量组构成矩阵 D=

(
α1 α2 α3

)
先证明必要性，

α1, α2, α3线性无关，则矩阵 D满足 DX = 0只有零解

∵ A可逆 ∴ r(A) = 3, ADX = 0即 Aα1, Aα2, Aα3线性无关

(1)指去线性表示另外一个量 E
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再证充分性，

Aα1, Aα2, Aα3线性无关，得 AD = 0只有零解，r(AD) = 3

∵ r(AD) ≤ min(r(A), r(D)), r(A) ≤ 3且 r(D) ≤ 3

∴ r(A) = r(D) = 3

即方阵 A满秩可逆，矩阵 D满秩，其列向量 α1, α2, α3线性无关

r(A ·B) ≤ min(r(A), r(B))，该条性质详见第 3版教材 P161

14. 分析: 证明线性无关常从两个方向考虑，一个是矩阵的秩，一个是代
数上的方程组求解

(1)由题意易得 β, α1, α2, α3线性无关

事实上，矩阵
(
β, α1 + β, α2 + β, α3 + β

)
是由矩阵

(
β, α1, α2, α3

)
经过初

等变换得到的，两矩阵秩相等

∴向量组 β, α1 + β, α2 + β, α3 + β 线性无关

(2)必要性，
设 k1(α1 − xα2) + k2(α2 − yα3) + k3(α3 − zα1) = 0

整理得 (k1 − zk3)α1 + (k2 − xk1)α2 + (k3 − yk2)α3 = 0

∵ α1, α2, α3线性无关

∴ k1 = zk3 = z · yk2 = x · y · zk1
又 ∵ xyz ̸= 1 ∴ k1 = 0 k2, k3同理

∴ α1 − xα2, α2 − yα3, α3 − zα1线性无关

充分性采用反证法来证明，

假设 xyz = 1

向量组构成的矩阵 A =
(
α1 − xα2, α2 − yα3, α3 − zα1

)
线性无关

对 A进行初等变换，得 Ȧ =
(
α1 − xyα2, α2 − yzα3, (1− xyz)α3

)
∵ xyz = 1 ∴ Ȧ中含有零向量,Ȧ列向量必线性相关
∴ A的列向量也线性相关，与已知矛盾，xyz ̸= 1

15. 分析: 证明 B的列向量组线性无关，先写出 BX=0，看能否证出 X只
有零解，可以则得证，不可以则考虑从其秩的角度出发

设 BX = 0，原命题等价于证明 X只有零解即可
∵ AB = I，在上述方程的两边同乘 A（左边）
∴ ABX = 0，即 IX = 0

∴ X = 0，得证
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16. 分析: 涉及矩阵可拆分成多矩阵的乘积时，需要思考的是如何找到矩
阵与矩阵之间内在的关系（方程同解/秩/其他条件），再想想如何利用内在关系
由已知条件推出目标.
设 D =

[
β1, β2, · · · , βs

]
，A =

[
α1, α2, · · · , αr

]
由 D = AB 和 AX = 0只有零解，得 DX = ABX = 0

∴ BX = 0和 DX = 0同解，即 r(D) = r(B)，D ⇐⇒ B

∴ β1, β2, · · · , βs线性无关 ⇐⇒ r(D) = s ⇐⇒ r(B) = s

当 r = s时 B为方阵，B满秩，β1, β2, · · · , βs线性无关 ⇐⇒ det(B) ̸= 0

17.
(1)
[
β1, β2, β3

]
=
[
α1, α2, α3

]
B

B =


1 0 −1

2 2 0

0 3 4

，det(B) = 2 ̸= 0

∴ β1, β2, β3线性无关

(2)
[
β1, β2, β3

]
=
[
α1, α2, α3

]
B

B =


1 2 3

1 −3 5

1 22 −5

，det(B) = 0

∴ β1, β2, β3线性相关

(B)

1. 本题关键点在于Akα = 0，事实上这一条件可以变换出一系列条件（Ak+1α =

0等），按常规操作设出目标方程，循环套用已知信息即可.
设 a1α+ a2Aα+ · · ·+ akA

k−1α = 0

两边同乘 Ak−1得 a1A
k−1α+ a2A

kα+ · · ·+ akA
2k−2α = 0

又 Amα = 0(m = k, k + 1, . . . )，则 a1 = 0

同理可得 a1 = a2 = · · · = ak = 0

即证得 α,Aα, . . . , αAk−1线性无关

2. 由 β 是线性方程组的解可得，βTαi =
n∑

j=1

aijxi = 0

∵ k1α1 + k2α2 + · · ·+ krαr + k0β = 0

∴ k1β
Tα1 + k2β

Tα2 + · · ·+ krβ
Tαr + k0β

Tβ = 0

∴ k0β
Tβ = 0
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∵ βTβ =
n∑

i=1

b2i ̸= 0

∴ k0 = 0

又 k1α1 + k2α2 + · · ·+ krαr = 0，α1, α2, · · · , αr 线性无关

∴ k1 = k2 = · · · = kr = 0

∴ k1 = k2 = · · · = kr = k0 = 0即 α1, α2, · · · , αr, β 线性无关

§4.3 向量组的秩

(A)

1. A =


a 2 1 2

3 b 2 3

1 3 1 1

 化为最简形−−−−−−−−−→


a− 2 0 1 0

0 b− 5 1 −1

0 0 0 −1

 ∴ a =

2, b = 5

2.

重要提示：矩阵行变换化最简形的方法必考，贯穿后面几章的内容，一定

要熟练掌握！

(1) A =


1 0 3 1 2

−1 3 3 0 −2

2 1 7 2 5

4 2 14 0 10

 行变换−−−−−→


1 0 3 1 2

0 1 1 0 1

0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0


∴一个极大无关组为α1, α2, α4，秩为 3且 α3 = 3α1 + α2, α5 = 2α1 + α2

(2) A =


1 1 1 1 1

1 2 4 3 2

1 3 9 7 5

1 4 16 13 10

 行变换−−−−−→


1 0 0 1 2

0 1 0 −1 −2

0 0 1 1 1

0 0 0 0 0


∴一个极大无关组为α1, α2, α3，秩为 3且 α4 = α1 + α3 − α2, α5 = 2α1 +

α3 − 2α2

3. A =
[
α1, α2, α3, α4 α

]
=


1 −1 3 −2

1 −3 2 −6

1 5 −1 10

3 1 p+ 2 p

4

1

6

10


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A
行变换−−−−−→


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 p− 2

2
3p−4
p−2

1
1−p
p−2


∴ p ̸= 2时向量组线性无关，此时 α = 2α1 +

3p− 4

p− 2
α2 + α3 +

1− p

p− 2
α4

p = 2时向量组线性相关，
[
α1, α2, α3, α4

]
−→


1 0 0 0

0 1 0 2

0 0 1 0

0 0 0 0


α1, α2, α3为一个极大无关组，秩为 3

4.
[
β1, β2, . . . , βm

]
=
[
α1, α2, . . . , αm

]
A =

[
α1, α2, . . . , αm

]


1 0 0 · · · 0 1

1 1 0 · · · 0 0

0 1 1 · · · 0 0

0 0 1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 · · · 1 1


m为奇数时，|A| = 2(累加至首行后提出系数即可)，A为满秩阵
故 β1, β2, . . . , βm和 α1, α2, . . . , αm有相同的秩

5.分析两个向量组等价一定能够相互表示，秩一定相同，反过来则不一定，
但再加一些限定条件时可以成立（详见例 6）

反例：A =

(
0 1

1 0

)
,B =


0 1

1 0

0 0


6. (I)和（II）秩均为 3，且（I）线性无关
而 4个 3维向量一定线性相关，故 βj 可以用 α1, α2, α3线性表示

同理可知，αi可以用 β1, β2, β3线性表示

则 (I)和（II）可以相互表示，(I)和（II）等价

7.分析向量组满秩和线性无关等价
(II)可由 (I)线性表示
得 n = r(ϵ1, ϵ2, · · · , ϵn) ≤ r(α1, α2, · · · , αn) ≤ n
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得向量组 (I)是满秩阵，线性无关

8. 必要性，
若方程 Ax = B 有解，则 B的各个列向量均可以由 A的列向量线性表示
于是 (A,B) 的所有列向量均可以以 A 的列向量线性表示，得 r(A,B) ≤

r(A)

又 r(A) ≤ r(A,B)

得 r(A) ≤ r(A,B)

充分性，若 r(A) ≤ r(A,B)，对于 B的每一个列向量 b
由 r(A) ≤ r(A, b) ≤ r(A,B) = r(A)，则 Ax = b有解，即 Ax = B 有解

9. A=


1 0 1 0 2

0 1 3 0 1

0 0 0 1 −3

0 0 0 0 0


(B)

1. ∵ r(AB) ≤ r(A)，r(AB) ≤ r(B)

∴ r(AB) ≤ n < m

得 det(AB) = 0

2. 充分性：
任取 n 维向量 x，将其加入向量组，任何 n+1 个 n 维向量一定线性相关，

所以存在一组不全为 0的系数使得

k1α1 + k2α2 + · · ·+ knαn + kx = 0

若 k = 0，与线性无关矛盾，所以 k ̸= 0，即 x可由该向量组线性表示
必要性：

由于 n 维的自然基底
(
ϵ1, ϵ2, · · · , ϵn

)
也可以由

(
α1, α2, · · · , αn

)
线性表

示，

则 n ≥ r(
(
α1, α2, · · · , αn

)
) ≥

(
ϵ1, ϵ2, · · · , ϵn

)
= n

故 r(
(
α1, α2, · · · , αn

)
) = n向量组

(
α1, α2, · · · , αn

)
线性无关

3.
(1)必要性:
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∵ r(AP ) = r(I) = m ≤ r(A) ≤ m ∴ r(A) = m

充分性:
∵ r(A) = m 则 r(A, I) = r(A) = m

则 AX = I 有解，即存在 P 使得 AP = I

(2)必要性:
∵ r(QA) = r(I) = n ≤ r(A) ≤ n ∴ r(A) = n

充分性:
∵ r(A) = n则 r (A

I ) = r(A) = n

∴ XA = I 有解，即存在 Q使得 QA = I

§4.4 线性方程组的解的结构

(A)

1. 分析: 基础解系的定义：一组线性无关的解，用它们可以线性表示方程
组所有的解.
设 A =

[
α1, α2, · · · , αt

]
为基础解系，B =

[
β1, β2, · · · , βt

]
为 A的等价组，

而且 B线性无关.
因为 A,B等价，所以 A,B可以互相线性表示。A是基础解系，可以线性表

示方程组所有的解. B 可以线性表示 A，从而也可以线性表示方程组所有的
解，又 B线性无关，所以 B也是基础解系.

2.

(1) A =


3 2 1 3 5

6 4 3 5 7

9 6 5 7 9

3 2 0 4 8

→


1 2

3
0 4

3
8
3

0 0 1 −1 −3

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0


所以基础解系为: ξ1 = (−2, 3, 0, 0, 0)T，ξ2 = (−4, 0, 3, 3, 0)T，ξ3 = (−8, 0, 9, 0, 3)T

x = c1ξ1 + c2ξ2 + c3ξ3

(2) A =


1 1 −2 3

2 1 −6 4

3 2 a 7

1 −1 −6 −1

→


1 0 −4 1

0 1 2 2

0 0 a+ 8 0

0 0 0 0


∴ a = −8时 , ξ1 = (4,−2, 1, 0)T , ξ2 = (−1,−2, 0, 1)T

x = c1ξ1 + c2ξ2
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a ̸= −8时 , ξ = (−1,−2, 0, 1)T , x = cξ

(3) A =


1 1 2 −1

2 1 1 −1

2 2 1 2

4 3 2 1

→


1 0 0 − 4

3

0 1 0 3

0 0 1 − 4
3

0 0 0 0


基础解系为: ξ =

(
4
3
,−3, 4

3
, 1
)T

, x = cξ

(4) A =


1 2 1 −1

3 6 −1 −3

5 10 1 −5

7 14 3 −7

→


1 2 0 −1

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0


∴基础解系为: ξ1 = (−2, 1, 0, 0)T , ξ2 = (1, 0, 0, 1)T , x = c1ξ1 + c2ξ2

3. 由题意得: 4− r(A) = 2,故 r(A) = 2

A =


1 2 1 2

0 1 a a

1 a 0 1

→


1 2 1 2

0 1 a a

0 0 a2 − 2a+ 1 a2 − 2a+ 1


当且仅当 a = 1时，方程组的基础解系有两个向量

A →


1 0 −1 0

0 1 1 1

0 0 0 0

故结构解为: x = c1(1,−1, 1, 0)T+c2(0,−1, 0, 1)T

4. 分析: 本题从解反推可能的方程组，考虑把解系转置，即可用原来求解
的方法求出原方程

A =
[
ξ1, ξ2

]
= 0转置后得到

[
ξT1

ξT2

]
AT = 0

故 A T 的列向量为线性方程
[
ξ1, ξ2

]
x = 0的解向量

则 A可取: A =

[
1 −2 1 0

2 −3 0 1

]

5. βix = 0,β1,β2和β3为方程的解，又 [β1,β2,β3] =
[
α1, α2, α3

]
1 0 1

1 1 0

0 1 1


∴ 3 ≥ r (β1,β2,β3) ≥ r (α1,α2,α3) = 3

∴ r (β1, β2, β3) = 3 ∴ β1, β2, β3线性无关，β1, β2, β3是基础解系
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6. Q =


1 2 3

2 4 t

3 6 9

→


1 2 3

0 0 t− 6

0 0 0

 ∴ t ̸= 6时，r (Q) = 2 < 3

又 r(P ) + r(Q) ≤ 3且 p不是零阶矩阵

∴ r(P ) = 1

7. 由两个方程组同解得: n− r(A) = n− r(B)故 r(A) = r(B)

8. 由题意得: Bx = 0的解都是 ABx = 0的解，若 x为 ABx = 0的解，则

ABx = 0

而 A的列向量线性无关，则方程 Ay = 0只有 0解
故 Bx = 0，即 ABx = 0的解也是 Bx = 0的解

因此，ABx = 0和 Bx = 0同解，进而 r(AB) = r(B)

9. 基础解系中解的向量的个数为: n− r(A) = 1

由 A


1
...
1

 =


0
...
0

 ∴ ε = (1, 1, 1, . . . , 1)T 为一个基础解系

∴通解为 x = k(1, 1, 1 . . . 1)T

10.

(1) A =


1 1 −3 −1 1

3 −1 −3 4 4

1 5 −9 −8 0

→


1 0 −1.5 0.75 1.25

0 1 −1.5 −1.75 −0.25

0 0 0 0 0


∴ x =

(
5
4
,− 1

4
, 0, 0

)T
+ c1(3, 3, 2, 0)

T + c2(−3, 7, 0, 4)T

(2)A =


6 4 5 2 3 1

3 2 4 1 2 3

3 2 −2 1 0 −7

9 6 1 3 2 2

→


1 2

3
0 1

3
0 19

3

0 0 1 0 0 13

0 0 0 0 1 −34

0 0 0 0 0 0

(以x1, x2

作为解系)
∴ x = (0, 0, 13, 19,−34)T + c1(1, 0, 0,−3, 0)T + c2(0, 1, 0,−2, 0)T

(3) A =


2 1 −1 1 1

4 2 −2 1 2

2 1 −1 −1 1

→


1 1

2
− 1

2
0 1

2

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0


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∴ x =
(
1
2
, 0, 0, 0

)T
+ c1

(
− 1

2
, 1, 0, 0

)T
+ c2

(
1
2
, 0, 1, 0

)T

(4)A =


2 −4 3 −4 −11 28

1 −2 1 −2 −5 13

0 0 −3 1 6 −10

3 −6 10 −8 −28 61

→


1 −2 0 0 2 3

0 0 1 0 −1 2

0 0 0 1 3 −4

0 0 0 0 0 0


∴ x = (3, 0, 2,−4, 0)T + c1(2, 1, 0, 0, 0)

T + c2(−2, 0, 1,−3, 1)T

11.



1 −1 0 0 0 a1

0 1 −1 0 0 a2

0 0 1 −1 0 a3

0 0 0 1 −1 a4

−1 0 0 0 1 a5


→



0 0 0 0 0 a1 + a2 + a3 + a4 + a5

0 1 −1 0 0 a2

0 0 1 −1 0 a3

0 0 0 1 −1 a4

−1 0 0 0 1 a5


∴方程组有解，a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = 0

此时增广矩阵可化简为：



0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 −1 a2 + a3 + a4

0 0 1 0 −1 a3 + a4

0 0 0 1 −1 a4

−1 0 0 0 1 a5



故通解为



x1 = x5 + a1 + a2 + a3 + a4

x2 = x5 + a2 + a3 + a4

x3 = x5 + a3 + a4

x4 = x5 + a4

(x5为自由变量)

12.

(1) A =


1 1 −2 3 0

2 1 −6 4 −1

3 2 a 7 −1

1 −1 −6 −1 b

→


1 1 −2 3 0

0 −1 −2 −2 −1

0 0 a+ 8 0 0

0 0 0 0 b+ 2


b ̸= −2时方程组无解

b = −2且 a ̸= −8时,x1 = −1− x4, x2 = 1− 2x4, x3 = 0 x4为自由变量

b = −2, a = −8时, x1 = −1 + 4x3 − x4, x2 = 1− 2x3 − 2x4, x3和 x4为自

由变量

(2)
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A =


a 1 1 4

1 b 1 3

1 2b 1 4

→


a− 1 1− 2b 0 0

1 0 1 2

0 b 0 1


a ̸= 1且 b ̸= 0时方程组有唯一解，x1 =

1− 2b

b(1− a)
x2 =

1

b
x3 =

4b− 2a− 1

b(1− a)

a = 1且 b ̸= 1
2
方程组无解

a = 1且 b = 1
2
时，x1 = 2− x3, x2 = 2 (x3为自由变量)

b = 0时方程组无解

13. [α1, α2, α3, β] =


a −2 −1 1

2 1 1 b

10 5 4 −1

→


a+ 4 0 0 −3b

2 1 0 −1− 4b

0 0 −1 −1− 5b


(1) a = −4且 b ̸= 0时，线性方程组无解，β不能由 I 线性表示

(2) a ̸= −4时, β 能由 I 线性表示, β 能由 α1, α2, α3唯一表示

(3) a = −4且 b = 0时, β 能由 I 线性表示, β = cα1 + (−1− 2c)α2 + α3

14. 由 I 和 II 同解得到 r(I) = r(II) < 3

∴

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2 3 5

1 1 a

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2− a = 0 ∴ a = 2 此时


1 2 3

2 3 5

1 1 2

→


1 1 2

0 1 1

0 0 0


∴ α =

(
−1,−1, 1

)T
为方程组的一组解，代入 II 中

得

−1− b+ c = 0

−2− b2 + c+ 1 = 0
解得 b = 0, c = 1或者 b = 1, c = 2

∵ b = 0, c = 1时两个方程组有不同解

∴ a = 2, b = 1, c = 2

15. 由 I 和 II 有公共解可以得到:

x1 + x2 + x3 = 0

x1 + 2x2 + ax1 = 0

x1 + 2x2 + x3 = a− 1

x1 + 4x2 + a2x3 = 0

(III)

(III)的解为 I 和 II 的公共解

∴当 a = 1或者 a = 2时方程组有公共解
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其中 a = 1 时公共解为: x = c(−1, 0, 1)T，当 a = 2 时公共解为: x =

(0, 1,−1)T

16. 由题意得：方程 Ax = 0的基础解系含有 4− r(A) = 1个解向量

又 2α1 − (α2 + α3) =
(
0, 1, 2, 3

)T
为 Ax = 0的一个非零解

得所求的通解为 x =
(
1, 2, 3, 4

)T
+ c

(
0, 1, 2, 3

)T
17.
(1)由 A (η0 + ξk) = Aη0 +Aξk = b,知 η0, η0 + ξ1, · · · , η0 + ξt均为 Ax = b

的解.
设有常数 c0, c1, · · · , c1使得 c0η0 + c1 (η0 + ξ1) + · · ·+ ct (η0 + ξt) = 0,

即 (c0 + c1 + · · ·+ ct) η0 + c1ξ1 + · · ·+ c1ξ1 = 0 · · · · · · · · · 1O
用 A左乘两端,得 (c0 + c1 + · · ·+ ct) b = 0,

因 b ̸= 0,得 c0 + c1 + · · ·+ ct = 0 · · · · · · 2O
代入1O得 c1ξ1 + · · ·+ c1ξ1 = 0,因 ξ1, · · · , ξ1线性无关得 c1 = · · · = ct = 0,

代入2O式得 c0 = 0,

由定义知 η0, η0 + ξ1, · · · , η0 + ξt线性无关.
(2)将 Ax = b的通解改写

x = η0 +
t∑

i=1

λiξi = η0 +
t∑

i=1

[λi (η0 + ξi)− λiη0]

= η0 +
t∑

i=1

λiηi −

(
t∑

i=1

λi

)
η0

=

(
1−

t∑
i=1

λi

)
η0 +

t∑
i=1

λiηi

再令 1−
∑t

i=1 λi = λ0，即得证

18. 满足 AB = O的矩阵 B 的列向量全是齐次线性方程组 Ax = 0的解向

量.
当 r = n,取 B = O;当 r < n,设 ξ1, · · · , ξn−r,是 Ax = 0的基础解系

则可取 B =
[
ξ1 · · · ξn−r 0 · · · 0

]
,其中 B的后 r列全为零向量.

(B)

1. det(A) = bn−1 (b+
∑n

i=1 ai) ,
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当 b ̸= 0且 b+
∑n

i=1 ai ̸= 0时,方程组只有零解.
当 b = 0时,不妨设 a1 ̸= 0则通解为

x = c1

(
−a2

a1
, 1, 0, · · · , 0

)T
+c2

(
−a3

a1
, 0, 1, · · · , 0

)T
+· · ·+cn−1

(
−an

a1
, 0, 0, · · · , 1

)T

当 b+
∑n

i=1 ai = 0时,通解为 x = c(1, 1, · · · , 1)T

2. [β1, β2, . . . , βn] = [α1, α2, . . . , αn]B

B =



t1 0 0 · · · t2

t2 t1 0 · · · 0

0 t2 t1 · · · 0
...

... · · · t1
...

0 0 0 t2 t1


当B为行满秩时，β1,β2, . . . ,βn可以作为基础解系

即 det(B) = tm1 + (−1)m+1tm+1
2 ̸= 0

当 m为奇数时 , t1 ̸= −t2;当m为偶数时 , t1 ̸= ±t2

3 .
(1)Ax = 0的解为ATAx = 0的解，在ATAx = 0左乘xT，得到 (Ax)TAx =

0

即 (Ax)2 = 0，故 Ax = 0，综上所述，Ax = 0和 ATAx = 0同解;
(2)由 (1)得 ATAx = 0和 Ax = 0同解，则 r

(
AT
)
= r

(
ATA

)
，r(A) =

r
(
ATA

)
故 r

(
AT
)
= r(A)则 r

(
ATA

)
= r

(
AAT

)
综上所述: r

(
AT
)
= r

(
ATA

)
= r(A) = r

(
AAT

)
4. r(A) = n− 1则 Ax = 0的基础解系中只含有一个解向量

又 Ak (A21, A22, . . . , A2n)
T
= 0

则 x = k (A21, A22, . . . , A2n)
T
为线性方程组的通解

5. 当 r(A) = n时，det(A) ̸= 0, det(A∗) ̸= 0 ∴ r (A∗) = n

当 r(A) = n− 1时，AA∗ = 0，即 A∗是 Ax = 0的解

又基础解系中的向量的个数为 n −r(A) = 1，即 r(A∗) = 1

当 r(A) ≤ n− 2时，A∗ = 0，r(A∗) = 0

6. 由題意得: xT
i xj = 0 (i = 1, 2 . . . , r; j = r + 1, r + 2, . . . , n)
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k1x1 + k2x2 + · · ·+ krxr + · · ·+ knxn = 0

用 (k1x1 + k2x2 + · · ·+ krxr)
T
左乘两端得到

(k1x1 + k2x2 + · · ·+ krxr)
T
(k1x1 + k2x2 + · · ·+ krxr) = 0

即 k1x1 + k2x2 + · · ·+ krxr = 0

而 x1, x2, . . . , xr 线性无关,则 k1 = k2 = · · · = kr = 0

而 kr+1xr+1 + · · ·+ knxn = 0中 xr+1, xr+2, . . . , xn线性无关

则 kr+1 = kr+2 = · · · = kn = 0

综上所述，k1 = k2 = · · · = kn = 0，故 x1, x2, . . . . . . , xr . . . xn线性无关

7.
(1)

[A,B] = P−1

[
Ir 0

0 In−r

]
= P−1In = P−1

故 [A, B]可逆，[A, B]的列向量线性无关，其中 B 为 P−1 的 n − 1个列

向量

(2)

取 A = [x1, x2, . . . , xr] = P−1

[
Ir

O(n−r)r

]
B = P−1

[
Or(n−r)

In−r

]
则 [A,B] = P−1为可逆阵，[A,B]中的 n个向量线性无关，
则一定可以从 Fn找到 n− r个向量，组成 B使得 x1, x2, . . . , xn线性无关.

§4.5 第 4章习题

填空题

(1)根据题目可得:Aa = λa，即 (a, 2a+3, 3a+4)T = λ(a, 1, 1)T，故 a = −1

(2)由题目中的 A行等价于 B,得到 α3 = 2α1 + α2, α4 = α1 + 3α2

(3) [β1, β2, β3] =
[
α1, α2, α3

]
1 2 5

−1 3 6

0 4 7


因为 B =


1 2 5

−1 3 6

0 4 7

为满秩阵,则 [β1, β2, β3]和 [α1, α2, α3]的秩相同，

均为 2
(4)向量 (1, λ, λ2)可以由向量组不唯一线性表示即方程组有不唯一的解:
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
(λ+ 1)x1 + x2 + x3 = 1

x1 + (λ+ 1)x2 + x3 = λ

x1 + x2 + (λ+ 1)x3 = λ2

A =


λ+ 1 1 1

1 λ+ 1 1

1 1 λ+ 1


det(A) = λ2(λ+ 3) = 0故 λ = 0或者 -3
而 λ = −3时，r([A, b]) ̸= r( A )方程组无解，故 λ = 0

(5) A为 n阶矩阵，有三个不同的解，则 A为列降秩矩阵
又 A∗ ̸= 0，则 r(A) = n− 1，故 Ax = 0的基础解系所含的向量的个数为

1

(6) B = (2I −A) =


1 1 −1

−2 −2 2

3 3 2− a

→


1 1 −1

0 0 0

0 0 5− a


r(B) = 1，则 a = 5

(7) r(A) = 3，Ax = 0只有一个非零解为 2α2 + α3 − 3α1 = 3(1, 1, 1, 1)T

故 Ax = b的通解为 x = α1 + k(1, 1, 1, 1)T

(8) r(A) = 3, Ax = 0只有一个非零解

由 α4 = −α1 + 2α1得 (α1, α2, α3, α4)(−1, 2, 0, 1)T = 0

即 Ax = 0的解为 (−1, 2, 0, 1)T

β = (α1, α2, α3, α4)(1, 2, 3, 4)
T 得 Ax = β 的一个特解为 (1, 2, 3, 4)T

故通解为 x = (1, 2, 3, 4)T + k(−1, 2, 0, 1)T

单项选择题

ABADD CBD
(1) r(II) ≤ r(I) ≤ s，那么若 I 线性相关，II 一定线性相关

(2) m = r(AB) ≤ r(A) ≤ m，故 r(A) = m，同理 m = r(AB) ≤ r(B) ≤
mr(B) = m

(3) 由 Am×nBn×p = 0 得 r(A) + r(B) ≤ n 且 A 和 B 均为非零矩阵，则

r(A) ≥ 1, r(B) ≥ 1

则有 r(A) ≤ n− 1，A的列向量线性相关，同理 r(B) ≤ n− 1，B的行向
量线性相关

(4) Ax = 0有非零解，表示 r(A) < n，Ax = b有无穷多解或者是无解

Ax = 0仅有零解，表示 r(A) = n，Ax = b可能有唯一解或者是无解

Ax = b有无穷多解，则 Ax = b仅有零解

(5) AB为m×m阶矩阵 , r(AB) ≤ r(A) ≤ n,若m > n，则 AB必不满秩

(6) A,B,D中的三个向量线性相关，不能作为基础解系
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(7)对于 1O，Ax = 0的解均为 Bx = 0的解,表示 Ax = 0的解空间包含于

Bx = 0的解空间，n− r(A) ≤ n− r(B),故 r(B) ≤ r(A)；对于 3O，同解可以
推导出秩相同的证明见第 163页第 7题

(8)三条直线交于一点，表示方程组有唯一的解，α1和 α2线性无关，三个

方程组有两个变量，则 α1, α2, α3一定线性相关

3.

(1)
[
α1, α2, α3 β1, β2, β3

]
=


1 1 −1

0 1 −1

2 3 a+ 2

1 2 2

2 1 1

a+ 3 a+ 6 a+ 4

→


1 0 2

0 1 −1

0 0 a+ 1

−1 1 1

2 1 1

a− 1 a+ 1 a− 1


a ̸= −1时 |α1, α2, α3| = a+ 1 ̸= 0, r (α1, α2, α3) = r (β1, β2, β3) = 3

线性方程组 x1α1 + x2α2 + x3α3 = βi均有唯一解

所以 β1, β2, β3可以由 α1, α2, α3线性表示

同理 |β1, β2, β3| = 6 ̸= 0，α1, α2, α3可以由 β1, β2, β3线性表示

a = −1 时, r (α1, α2, α3) ̸= r (β1, β2, β3) , x1α1 + x2α2 + x3α3 = βi 无解，

向量 βi不能由 α1, α2, α3线性表示

综上所述，r (β1, β2, β3) = 3，a = −1时两个向量组不等价，a ̸= −1时，

两个向量组等价

4.

|α1, α2, α3, α4| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ 1 2 3 4

1 a+ 2 3 4

1 2 a+ 3 4

1 2 3 4 + a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ 10 2 3 4

a+ 10 a+ 2 3 4

a+ 10 2 a+ 3 4

a+ 10 2 3 4 + a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ 10 2 3 4

0 a 0 0

0 0 a 0

0 0 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a3(a+ 10) = 0

故 a = 0或者 a = −10时向量组线性相关
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a = 0时 [α1, α2, α3, α4] =


1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

→


1 2 3 4

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


α1是一个极大无关组。α2 = 2α1, α3 = 3α1, α4 = 4α1

a = −10时 [α1, α2, α3, α4] =


−9 2 3 4

1 −8 3 4

1 2 −7 4

1 2 3 −6

→


1 0 0 −1

0 1 0 −1

0 0 1 −1

0 0 0 0


α1, α2, α3是一个极大无关组，α4 = −α2 − α3 − α1

5.

[
α1, α2, α3, α4, β

]
=


1 1 2 3 1

1 3 6 1 3

3 −1 −a 15 3

1 −5 −10 12 b

→


1 1 2 3 1

0 2 4 −2 2

0 −4 −a− 6 6 0

0 −6 −12 9 b− 1



→


1 1 2 3 1

0 2 4 −2 2

0 0 2− a 2 4

0 −6 −12 9 b− 1


(1) a ̸= 2时，可以线性表示，且表示式唯一

(2) a = 2且 b ̸= 1时, β 不能由 α1, α2, α3, α4表示

(3) a = 2，b = 1时，β 能由 α1, α2, α3, α4表示，表示不唯一
1 1 2 3 1

0 2 4 −2 2

0 0 2− a 2 4

0 −6 −12 9 b− 1

→


1 0 0 0 −8

0 1 2 0 3

0 0 0 1 2

0 0 0 0 0


则 β = −8α1 + (3− 2c)α2 + cα3 + 2α4

6. A =


1 2 3 −1

2 5 1 −1

−3 −8 a− 1 1

3 7 4 b− 1

→


1 2 3 −1

0 1 −5 1

0 0 a− 2 0

0 0 0 b+ 1


a ̸= 2且 b ̸= −1时方程只有零解

a = 2且 b ̸= −1时方程通解为 x = c(−13, 5, 1, 0)T
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a ̸= 2且 b = −1时方程通解为 x = c(3,−1, 0, 1)T

a = 2且 b = −1时方程通解为 x = c1(−13, 5, 1, 0)T + c2(3,−1, 0, 1)T

7.
(1)设 α1, α2, α3为方程 Ax = b的三个解

则 α1 − α2, α2 − α3为 Ax = 0的两个解

4− r(A) ≥ 2，∴ r(A) ≤ 2;

又 A的前两行线性无关，则 r(A) ≥ 2

故 r(A) = 2,该方程组的秩为 2

(2) A =


1 1 1 1 −1

4 3 5 −1 −1

a 1 3 b 1

→


1 0 2 −4 2

0 −1 1 −5 3

a− 2 0 0 b+ 3 0


∴ a = 2，b = −3，x = c1(2,−3, 0, 0)T + c2(−2, 1, 1, 0)T + c3(4,−5, 0, 1)T

8.
(1)由 A的列向量线性相关得 r(A) ≤ 2，又 A∗ ̸= O

所以 r(A) ≥ 2，得 r(A) = 2

(2) Ax = 0的基础解系有 3− 2 = 1个向量

由 β = α1 + 2α2 + 3α3，得通解为 x = (1, 2, 3)T + k(1, 2,−3)T
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§5.1 线性空间基本概念

(A)

1.
(1)不构成，假设所给集合是平面上不平行于 (1,1)的所有向量组成的集合，

而 (3,2)+(2,3)=(5,5)，与 (1,1)平行，不存在于该集合中，所以该集合对加法运
算不封闭，不构成线性空间。

(2)不构成，显然关于加法和数乘封闭，但不满足向量的分配律。
∵ k ◦

(
(a, b)

T ⊕ (c, d)
T
)
= k ◦ (a+ c+ 1, b+ d+ 1)

T

= (ka+ kc+ k, kb+ kd+ k)
T

k ◦ (a, b)T ⊕ k ◦ (c, d)T = (ka, kb)
T ⊕ (kc, kd)

T

= (ka+ kc+ 1, kb+ kd+ 1)
T

∴ k ◦
(
(a, b)

T ⊕ (c, d)
T
)
̸= k ◦ (a, b)T ⊕ k ◦ (c, d)T

(3)构成，显然满足加法和数乘封闭，下面证明其满足 8条运算律
加法交换律：

(a, b)
T ⊕ (c, d)

T
= (a+ c, b+ d+ ac)

T

(c, d)
T ⊕ (a, b)

T
= (a+ c, b+ d+ ac)

T

加法结合律：(
(a, b)

T ⊕ (c, d)
T
)
⊕ (e, f)

T
= (a+ c, b+ d+ ac)

T ⊕ (e, f)
T

= (a+ c+ e, b+ d+ f + ac+ ae+ ce)
T

(a, b)
T ⊕

(
(c, d)

T ⊕ (e, f)
T
)
= (a, b)

T ⊕ (c+ e, d+ f + ce)
T

= (a+ c+ e, b+ d+ f + ac+ ae+ ce)
T

零元：

(a, b)
T ⊕ (0, 0)

T
= (a, b)

T

负元：
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(a, b)
T ⊕ (−a,−b+ a2)

T
= (0, 0)

T
数 1:

1 ◦ (a, b)T = (a, b)
T

关于数乘的结合律：

(kl) ◦ (a, b)T =

(
kla, klb+

kl(kl − 1)

2
a2
)T

k ◦
(
l ◦ (a, b)T

)
= k ◦

(
la, lb+

l(l − 1)

2
a2
)T

=

(
kla, klb+ k

l(l − 1)

2
a2 +

k(k − 1)

2
(la)

2

)T

=

(
kla, klb+

kl(kl − 1)

2
a2
)T

关于元素的分配律：

k ◦
(
(a, b)

T ⊕ (c, d)
T
)
= k ◦ (a+ c, b+ d+ ac)

T

=

(
ka+ kc, kb+ kd+ kac+

k(k − 1)

2
(a+ c)

T

)T

k ◦ (a, b)T ⊕ k ◦ (c, d)T

=

(
ka, kb+

k(k − 1)

2
a2
)T

⊕
(
kc, kd+

k(k − 1)

2
c2
)T

=

(
ka+ kc, kb+

k(k − 1)

2
a2 + kd+

k(k − 1)

2
c2 + k2ac

)T

=

(
ka+ kc, kb+ kd+ kac+

k(k − 1)

2
(a+ c)

T

)T

关于数乘的分配律：

(k + l) ◦ (a, b)T

=

(
(k + l)a, (k + l)b+

(k + l)(k + l − 1)

2
a2
)T

k ◦ (a, b)T ⊕ l ◦ (a, b)T

=

(
ka, kb+

k(k − 1)

2
a2
)T

+

(
ka, kb+

l(l − 1)

2
a2
)T

=

(
ka+ la, kb+ lb+

k(k − 1)

2
a2 +

l(l − 1)

2
a2 + kla2

)T

=

(
(k + l)a, (k + l)b+

(k + l)(k + l − 1)

2
a2
)T

(4)构成，显然关于加法和数乘运算封闭，下面证明其满足 8条运算律：
加法交换律、加法结合律显然成立

零元：
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a⊕ 1 = a

负元：

a⊕ 1
a
= 1

数 1:
1 ◦ a = a1 = a

关于数乘的结合律：

(kl) ◦ a = akl

k ◦ (l ◦ a) = k ◦ al = akl

关于元素的分配律：

k ◦ (a⊕ b) = k ◦ ab = (ab)k

k ◦ a⊕ k ◦ b = ak ⊕ bk = (ab)k

关于数乘的分配律：

(k + l) ◦ a = ak+l

k ◦ a⊕ l ◦ a = ak ⊕ al = ak+l

2.
（1）设在区间 (−∞,+∞)上，k1 cosx+ k2 sinx+ k3x sinx = 0（*）恒成

立，其中 k1,k2,k3是实常数。取三个特殊点，令 x分别等于 0，π
3
，π

2
时，（*）

式分别满足：

k2 = 0

1

2
k1 +

√
3

2
k2 +

√
3

6
k3 = 0

k2 +
π

2
k3 = 0

可以整理为：


0 1 0
1
2

√
3
2

√
3
6

0 1 π
2




k1

k2

k3

 =


0

0

0


因为上式中，系数行列式不为零，所以该系数行列式对应的齐次方程组只

有零解，

k1 = k2 = k3 = 0，所以该函数组在 (−∞,+∞)上线性无关。

（2）设在区间 (−∞,+∞)上，k1+k2x+k3e
x = 0（*）恒成立，其中 k1,k2,k3

是实常数。取三个特殊点，令 x分别等于 0，1，-1，则（*）式分别满足：
k1 + k3 = 0

k1 + k2 + e · k3 = 0

k1 − k2 +
1

e
k3 = 0

上式可整理为：
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
1 0 1

1 1 e

1 −1 1
e




k1

k2

k3

 =


0

0

0


系数行列式不为零，所以方程只有零解，k1 = k2 = k3 = 0，所以该函数

组在 (−∞,+∞)上线性无关。

3.
（1）(a, 2a, 3a, · · ·, na)T+(b, 2b, 3b, · · ·, nb)T = ((a+ b), 2(a+ b), 3(a+ b), · · · , n(a+ b))

T ∈
W

k·(a, 2a, 3a, · · ·, na)T = (ka, 2ka, 3ka, · · ·, nka)T = (ka, 2(ka), 3(ka), · · ·, n(ka))T

所以W对于加法和数乘运算封闭，W是 V的子空间。
该子空间的基为 (1, 2, 3, · · · , n)T。维数为 1。
（2）易证W关于加法和数乘运算封闭，所以W构成 V的线性子空间，且

W中的任意一个元素可以表示为：

k1

[
1 0

0 −1

]
+ k2

[
0 0

1 0

]
+ k3

[
0 1

0 0

]
其中 k1，k2，k3是常数。

所以

[
1 0

0 −1

]
，

[
0 0

1 0

]
，

[
0 1

0 0

]
是W的一组基，W的维数为 3.

（3）可以证明W1、W2、W3、W4都关于加法和数乘运算封闭，所以它们
都是 V的线性子空间。
表示第 i行，第 j列元素为 1，其余元素为 0的矩阵。
其中，W1的基是 { Eij |1 ⩽ i ⩽ j ⩽ n}，维数为 n(n+1)

2
。

W2的基是 { Eii|1 ⩽ i ⩽ n}，维数为 n。
W3的基是 { Eii|1 ⩽ i ⩽ n} ∪ {Eij + Eji|1 ⩽ i < j ⩽ n}，维数为 n(n+1)

2
。

W4的基是 { Eij − Eji|1 ⩽ i < j ⩽ n}，维数为 n(n−1)
2 。

（4）k1·f1+k2·f2+k3·f3 = 0因为

[
a 1

1 b

]
+

[
c 1

1 d

]
=

[
a+ c 2

2 b+ d

]
/∈

W1，所以W1对加法运算不封闭，W1不是 V的线性子空间。
易证W2关于加法和数乘运算封闭，所以W2是 V的线性子空间。

W2的基为：

[
1 1

1 0

]
和

[
0 1
1 1

]
,维数为 2.

（5）W对加法与数乘运算封闭，所以W是 V的线性子空间。
W不是有限维子空间。
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4. （1）设 k1 · f1 + k2 · f2 + k3 · f3 = 0，
整理得：(k1 + k2)x

2 + (k1 − k2 + k3)x+ k3 = 0，

因为是线性无关的，所以：


k1 + k2 = 0

k1 − k2 + k3 = 0

k3 = 0

，解得 k1=k2=k3=0.

所以 f1、f2、f3线性无关，又 F [x]2的维数为 3，
所以 f1、f2、f3是 F [x]2的一个基。

（2）设 f在此基下的坐标·为 (k1, k2, k3)，则 k1 · f1 + k2 · f2 + k3 · f3 = f，

可得方程组：
k1 + k2 = a2

k1 − k2 + k3 = a1

k3 = a0

解得：
k1 =

a1−a0+a2

2

k2 =
a0+a2−a1

2

k3 = a0

，所以 f在此基下的坐标为
(
a1−a0+a2

2 , a0+a2−a1

2 , a0
)T
。

5. 设 k1 ·A1 + k2 ·A2 + k3 ·A3 + k4 ·A4 = 0，得：
−k1 + k2 = 0

k1 + k2 = 0

k3 = 0

k4 = 0

解得：k1=k2=k3=k4=0.

所以A1,A2,A3,A4线性无关。又因为 F 2×2的维数是 4，所以A1,A2,A3,A4
是 F 2×2的一个基。列方程解得，A在此基下的坐标为：−1, 1,−1, 3)T。

6. 因为
Ax1 +Ax2 = A(x1 + x2) ∈ W

k ·Ax = A(kx) ∈ W
所以 W关于加法和数乘运算封闭，

所以W是 Fm的一个子空间。

由于W是由 A的列向量组生成的 Fm的子空间，故W的基和维数分别是
A的列向量组的极大无关组和秩。
设 A =

[
α1 α2 α3 α4

]
。因为 det（A）=0，且 A的 3阶顺序逐子式

不为零，所以 A的秩为 3。又因为 A的 α1α2α3线性无关，所以 A的极大无关
组是 α1α2α3，即W的基为 α1α2α3。

7.
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（1）（参考例 4.2.8）

因为
[
β1 β2 β3

]
=
[
α1 α2 α3

]
2 0 2

0 2 0

k 3 k + 1


设 B =

[
β1 β2 β3

]
，A =

[
α1 α2 α3

]
，P =


2 0 2

0 2 0

k 3 k + 1

，
det(P)=2,所以 P的列向量组线性无关。
令 Bx=0，则 APx=0.因为 α1, α2, α3

1
n
线性无关，所以 Px=0，又因为 P的

列向量组线性无关，所以 x=0，Bx=0只有零解，所以 B的列向量组 β1, β2, β3

线性无关，β1, β2, β3也是 R3的一个基。

（2）设在基下的坐标为 α = (x1, x2, x3)
T

则：Bα = Aα

∵ B = AP

∴ Pα = α
2 0 2
0 2 0
k 3 k + 1




x1

x2

x3

 =


2x1 + 2x3

2x2

kx1 + 3x2 + (k + 1)x3

 =


x1

x2

x3


解得：


x1 + 2x3 = 0

kx1 + kx3 = 0

x2 = 0

若 k不等于 0，则 x1=x2=x3=0,这与 ξ是非零向量矛盾，所以 k=0.
解得 x1 + 2x3 = 0，x1 = 2c, x2 = 0, x3 = −c，

ξ = c(2α1 − α3)，c为任意非零常数。

8.
（1）令 N =

[
β1 β2 β3

]
，M =

[
α1 α2 α3

]
。

由题意得：
[
β1 β2 β3

]
=
[
α1 α2 α3

]
A，即 N = MA。

所以A = M−1N，A =


−18 7 5

5 −2 −1

3 −1 −1




9 8 12

24 22 18

−1 −2 4

 =


1 0 0

−2 −2 0

4 4 4


所以过渡矩阵 A =


1 0 0

−2 −2 0

4 4 4

。
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（2）由坐标变换公式得：y = A−1x =


1 0 0
−1 − 1

2
0

0 1
2

1
4




0

1

−1

 =


0

− 1
2

1
4


所以在基 (||)下的坐标 y为

(
0,− 1

2
, 1
4

)T .

9.（参考例题 5.1.19）
V1 + V2 = span{α1, α2, β1, β2}

A =
[
α1 α2 β1 β2

]
=


1 −1 2 1

2 1 −1 −1

1 1 0 3

0 1 1 7



A经过初等行变换可以化为


1 0 0 −1

0 1 0 4

0 0 1 3

0 0 0 0

 ,记为 P。

所以 A的秩为 3，α1, α2, β1是向量组 α1, α2, β1, β2的一个极大无关组，

所以 dim(V1 + V2) = 3，V1 + V2的一个基为 α1, α2, β1。

由维数公式 α1, α2, β1，得：

dim(V1 ∩ V2) = 1，

由 P得：β2 = −α1 + 4α2 + 3β1

所以 −3β1 + β2 = −α1 + 4α2，

∵ −3β1 + β2 ∈ V1,−α1 + 4α2 ∈ V2

∴ (−5, 2, 3, 4)T ∈ V1 ∩ V2

所以 (−5, 2, 3, 4)T 是 V1 ∩ V2的一个基。

10.
∵ β1 = −α1 + 3α2

β2 = α1 − α2

∴ β1β2可以由 α1α2线性表示

∵ α1 =
1
2
β1 +

3
2
β2

α2 =
1
2
β1 +

1
2
β2

∴ α1α2可以由 β1β2线性表示

两个向量组等价，且两个向量组都各自线性无关，所以两个向量组是的同

一子空间的两个基。
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∵ α1 =
1
2
β1 +

3
2
β2

α2 =
1
2
β1 +

1
2
β2

∴
[
α1 α2

]
=
[
β1 β2

] [ 1
2

1
2

3
2

1
2

]

所以过渡矩阵 C =

[
1
2

1
2

3
2

1
2

]

(B)

1.
∵ ω3k = 1, ω3k+1 = ω, ω3k+2 =

1

2
(−1−

√
3i)

∴ A3k = I, A3k+1 = A,A3k+2 = A2

所以 V中的任意元素都可以由 I, A,A2线性表示，并且可以验证它们线性

无关。

V的一个基为 I, A,A2，维数为 3.

2.
（1）由坐标变换公式：
x = Ay = (3, 4, 4)T

（2）y = A−1x =


0 −1 3

2

1 1 −3

−1 −1 5
2




2

−1

3

 =


11
2

−8
13
2

，(4, 2,−3)T

（3）设过渡矩阵为 B，由坐标变换公式得其第一列为 (4, 2,−3)T。注意 B

应当可逆，所以可以取 B =


4 0 0

2 1 0

−3 0 1

 ，可得：V 的一个新基为：e1 =

4α1 + 2α2 − 3α3, e2 = α2, e3 = α3。

§5.2 欧式空间的基本概念

(A)

1. （1）对称性：
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⟨A,B⟩ =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijbij =
n∑

i=1

n∑
j=1

bijaij = ⟨B,A⟩

（2）加性：
⟨A+B,C⟩ =

n∑
i=1

n∑
j=1

(aij + bij)cij =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijcij+
n∑

i=1

n∑
j=1

bijcij = ⟨A,C⟩+

⟨B,C⟩
（3）齐性：
⟨kA,B⟩ =

n∑
i=1

n∑
j=1

kaijbij = k
n∑

i=1

n∑
j=1

aijbij = k ⟨A,B⟩

（4）非负性：
⟨A,A⟩ =

n∑
i=1

a2ij ⩾ 0, ⟨A,A⟩ = 0 ⇔ A = 0

2.
（1）对称性：
⟨x, y⟩ = (Ax)T (Ay) =

[
(Ay)

T
(Ax)

]T
= (Ay)T (Ax) = ⟨y, x⟩

（2）加性：
⟨x+ z, y⟩ = [A(x+ z)]

T
(Ay) = (Ax+Az)T (Ay) =

[
(Ax)

T
+ (Az)

T
]
(Ay) =

(Ax)T (Ay) + (Az)T (Ay) = ⟨x, y⟩+ ⟨z, y⟩
（3）齐性：
⟨kx, y⟩ = (Akx)T (Ay) = k(Ax)T (Ay) = k ⟨x, y⟩
（4）非负性：
⟨x, x⟩ = (Ax)T (Ax) =

∣∣∣−→b ∣∣∣2，当且仅当 ∣∣∣−→b ∣∣∣ = 0时，即 x=0时成立。
综上，其满足内积公理。

3. 证明定义 (5.2.1)中的条件 (1) (4)即可.

4. 不满足，其中 ⟨A,B⟩不一定满足非负性。
例如 ⟨A,B⟩，不满足非负性。

5. ⟨x,Ay⟩ = xT ·Ay = (ATx)T y =
〈
ATx, y

〉
6.
√
(a1 + b1)

2
+ · · ·+ (an + bn)

2 ⩽
√
a12 + · · ·+ an2 +

√
b1

2 + · · ·+ bn
2√∫ b

a
(f(x) + g(x))

2
dx ⩽

√∫ b

a
(f(x))

2
dx+

√∫ b

a
(g(x))

2
dx

7.

仲英书院学业辅导中心



§5.2 欧式空间的基本概念 103

（1）证明：∣∣∣∥−→α ∥ -
∥∥∥−→β ∥∥∥∣∣∣ ⩽ ∥∥∥−→α −

−→
β
∥∥∥⇔ (

∣∣∣∥−→α ∥ -
∥∥∥−→β ∥∥∥∣∣∣)2 ⩽ 〈−→α −

−→
β ,−→α −

−→
β
〉

⇔ ⟨−→α ,−→α ⟩ − 2 ∥−→α ∥
∥∥∥−→β ∥∥∥+ 〈−→β ,

−→
β
〉
⩽ ⟨−→α ,−→α ⟩ − 2

〈−→α ,
−→
β
〉
+
〈−→
β ,

−→
β
〉

⇔ ∥−→α ∥
∥∥∥−→β ∥∥∥ ⩾

〈−→α ,
−→
β
〉

∵
∣∣∣〈−→α ,

−→
β
〉∣∣∣ ⩽ ∥−→α ∥

∥∥∥−→β ∥∥∥ , ∣∣∣〈−→α ,
−→
β
〉∣∣∣ ⩾ 〈−→α ,

−→
β
〉

∴ ∥−→α ∥
∥∥∥−→β ∥∥∥ ⩾

〈−→α ,
−→
β
〉

（2）证明：∥∥∥−→α +
−→
β
∥∥∥2

+
∥∥∥−→α −

−→
β
∥∥∥2

=
〈−→α +

−→
β ,−→α +

−→
β
〉
+
〈−→α −

−→
β ,−→α −

−→
β
〉

= ⟨−→α ,−→α ⟩+ 2
〈−→α ,

−→
β
〉
+
〈−→
β ,

−→
β
〉
+ ⟨−→α ,−→α ⟩ − 2

〈−→α ,
−→
β
〉
+
〈−→
β ,

−→
β
〉

= 2 ⟨−→α ,−→α ⟩+ 2
〈−→
β ,

−→
β
〉
= 2(∥−→α ∥2 +

∥∥∥−→β ∥∥∥2)
（3）证明：∥∥∥−→α +

−→
β
∥∥∥2

−
∥∥∥−→α −

−→
β
∥∥∥2

=
〈−→α +

−→
β ,−→α +

−→
β
〉
−
〈−→α −

−→
β ,−→α −

−→
β
〉

= ⟨−→α ,−→α ⟩+ 2
〈−→α ,

−→
β
〉
+
〈−→
β ,

−→
β
〉
− ⟨−→α ,−→α ⟩+ 2

〈−→α ,
−→
β
〉
−
〈−→
β ,

−→
β
〉

= 4
〈−→α ,

−→
β
〉

∴
〈−→α ,

−→
β
〉
= 1

4

(∥∥∥−→α +
−→
β
∥∥∥2 + ∥∥∥−→α −

−→
β
∥∥∥2)

（4）证明： (−→α +
−→
β
)
⊥
(−→α −

−→
β
)

⇔
〈−→α +

−→
β −→α −

−→
β
〉
= 0

⇔ ⟨−→α−→α ⟩ −
〈−→α−→

β
〉
+
〈−→
β −→α

〉
−
〈−→
β
−→
β
〉
= 0

⇔ ⟨−→α−→α ⟩ =
〈−→
β
−→
β
〉
⇔ ∥−→α ∥ =

∥∥∥−→β ∥∥∥
8. 证明：
设 ∃x1, x2, · · · , xm，使得 x1

−→α1 + x2
−→α2 + · · ·+ xm

−→αm =
−→
0。

则

⟨−→αi, x1
−→α1 + x2

−→α2 + · · ·+ xm
−→αm⟩ =

〈−→αi,
−→
0
〉
= 0

⇔ ⟨−→αi,
−→α1⟩x1 + ⟨−→αi,

−→α2⟩x2 + · · ·+ ⟨−→αi,
−→αm⟩xm = 0

(i = 1, 2, · · · ,m)

⇔ D−→x =
−→
0
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∴ −→α1
−→α2 · · · −→αm线性无关

等价于齐次方程 D−→x =
−→
0 仅有零解

等价于 D ̸= 0。

9. 证明：
∵ ⟨−→α1

−→α ⟩ = ⟨−→α2
−→α ⟩

∴ ⟨−→α1
−→α ⟩ − ⟨−→α2

−→α ⟩ = 0

⇒ ⟨−→α1 −−→α2
−→α ⟩ = 0

设 −→α1 −−→α2 ̸= 0，则 ∃−→α ∈ V，使得 ⟨−→α1 −−→α2
−→α ⟩ ̸= 0，矛盾。

故 −→α1 = −→α2。

10. 设 −→α = x−→α1 + y−→α2 + z−→α3，

则


2
3x+ 2

3
y + 1

3
z = −1

− 2
3x+ 1

3
y + 2

3
z = 0

1
3x− 2

3
y + 2

3
z = 2

解得：x = 0, y = −2, z = 1

所以该向量的坐标为 0,−2, 1T

11. 齐次方程的系数矩阵 A =

 3

1

−1

1

−1

−1

1

−1

，
通过初等行变换化为简化行阶梯型矩阵：

B =

 1 0 − 1
2

0

0 1 − 1
2

−1

，
可得该线性空间的两个基：
−→α 1 = (0, 1, 0, 1)T ,−→α 2 = (1, 1, 2, 0)T

将两个向量正交化：

令
−→
β1 = (1, 1, 2, 0)T，

则
−→
β2 =

−→α2 −
⟨−→α2,

−→
β1⟩

⟨−→β1,
−→
β1⟩

−→
β1 = (− 1

6
, 5
6
,− 1

3
, 1)T，

单位化得：
−→e1 = 1√

6
(1, 1, 2, 0)T ,−→e2 = 1√

66
(−1, 5,−2, 6)T

所以该线性空间的一个标准正交基为−→e1 = 1√
6
(1, 1, 2, 0)T ,−→e2 = 1√

66
(−1, 5,−2, 6)T。

12. 因为 A的秩为 2，所以 Ax=0的基础解系里有 2个向量。
因为 a1和 a2线性无关，所以 a1和 a2时 Ax=0的解空间的一个基。
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将其正交化并单位化得：

e1 =
1√
15
(1, 1, 2, 3)T , e2 =

1√
39
(−2, 1, 5, 3)T

13. 设 −→a = (a1, a2, a3, a4)
T 与此三向量都正交。

则


a1 + a2 + a3 + a4 = 0

a1 − a2 − a3 + a4 = 0

2a1 + a2 + a3 + 3a4 = 0

解得：−→a = c(−4, 0, 1, 3)T

所以
→
e = ± 1√

26
(−4, 0,−1, 3)

14.

β1 = 1,

β2 = x−
∫ 1

−1
xdx∫ 1

−1
dx

= x,

β3 = x2 − ⟨x2, 1⟩
⟨1, 1⟩

− ⟨x2, x⟩
⟨x, x⟩

x = x2 − 1

3

∴ e1 =
1√∫ 1

−1
dx

=

√
2

2

e2 =
x√∫ 1

−1
x2dx

=

√
6

2
x

e3 =
x2 − 1

3√∫ 1

−1
(x2 − 1

3
)
2
dx

=

√
10
4

(3x2 − 1)

15. 证明：

∵ cos2φi =
⟨−→α ,−→αi⟩

2

⟨−→α ,−→α ⟩ ⟨−→αi,
−→αi⟩

=
xi

2

⟨−→α ,−→α ⟩
=

xi
2

n∑
i=1

xi
2

∴ cos2φ1 + cos2φ2 + · · ·+ cos2φn =

n∑
i=1

xi
2

n∑
i=1

xi
2

= 1

16. 证明：
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（1）因为 A为正交矩阵

∴ AAT = I

∴ det(AAT ) = 1

⇒ det(A) · det(AT ) = 1

∵ det(A) = det(AT )

∴ [det(A)]2 = 1
（2）因为 AT (AT )T = ATA = I

所以 AT 为正交矩阵

因为 A−1(A−1)T = A−1(AT )−1 = (ATA)−1 = I

所以 A−1为正交矩阵

因为 A∗(A∗)T = det(A) · A−1 · (det(A) ·A−1)T = det(A) · A−1 · 1
det(A)

·
(A−1)T = A−1(A−1)T = I

所以 A∗为正交矩阵

因为 (AB)(AB)T = ABBTAT = A(BBT )AT = AAT = I

所以 AB为正交矩阵

（3）

∵ AT = A−1

∴ AT =
A∗

det(A)
⇒ A∗ = det(A) ·AT

同时取两边矩阵的 (j,i)元素，得：
Aij = det(A) · aij

17. 证明：
AAT = (I − 2−→α

−→
αT )(I − 2−→α

−→
αT )T

= (I − 2−→α
−→
αT )(I − 2−→α

−→
αT )

= I − 4−→α
−→
αT + 4−→α

−→
αT−→α

−→
αT

∵ −→α
−→
αT−→α

−→
αT = −→α (

−→
αT−→α )

−→
αT

−→
αT−→α 是常数−→
αT−→α = 1

∴ −→α
−→
αT−→α

−→
αT = −→α (

−→
αT−→α )

−→
αT = −→α

−→
αT

∴ AAT = I − 4−→α
−→
αT + 4−→α

−→
αT−→α

−→
αT

= I − 4−→α
−→
αT + 4−→α

−→
αT = I

18．因为 P是正交矩阵
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所以

PP T =

[
A B

O C

][
AT O

BT CT

]

=

[
AAT +BBT BCT

CBT CCT

]
=

[
Im Om×n

On×m In

]
∴ CCT = In, BCT = Om×n

所以 C是正交矩阵
在 BCT = Om×n两边乘矩阵 C得：
BCTC = O

因为 C是正交矩阵，
所以 CTC = I，B=O
因为 AAT +BBT = Im, BBT = O

所以 A为正交矩阵

(B)

1.解：
∵ r(A) = n− 1

∴ det(A) = 0, A∗ ̸= 0

∵ AA∗ = det(A)I = O

所以 A至少有一个列向量
−→
ξ ̸= 0，满足 −→αi

−→
ξ = 0(i = 1, 2, · · · , n)，

向量
−→
ξ 即为满足条件的向量

2. 证明：
(I −A)(I +A)−1

[
(I −A)(I +A)

−1
]T

= (I −A)(I +A)−1(I +A)T

因为 A为反对称矩阵
所以 AT = −A，

所以
[
(I +A)

−1
]T

=
[
(I +A)

T
]−1

= (I +AT )−1 = (I −A)−1, (I −A)T =

I −AT = I +A

所以原式 = (I −A)(I +A)−1(I −A)−1(I +A) = I

所以 (I −A)(I +A)−1是正交矩阵

3. 设 1 = (1,0,0,0,0),2 = (0,1,0,0,0), 5 = (0,0,0,0,1),而后将 1, 2, 3的坐标表
示，然后通过正交化和单位化即得到标准正交基。
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4. 证明：因为 −→e1 ,−→e2 , · · · ,−→en 是标准正交向量组
所以 ⟨−→α−→ei ⟩ = xi，xi为

−→α 的第 i个坐标

所以
k∑

i=1

⟨−→α−→ei ⟩
2
= x1

2 + x2
2 + · · ·+ xk

2(k ⩽ n)

因为 ∥−→α ∥2 = x1
2 + x2

2 + · · ·+ xn
2

所以
k∑

i=1

⟨−→α−→ei ⟩
2 ⩽ ∥−→α ∥2，当且仅当 k=n时，等号成立。

5. 利用定理 5.2.3的（2）及定理 5.2.5.

§5.3 第 5章习题

1.

（1）
∵ AT = A∗

∴ |A| = |A|2

所以 =0或 1
∵ aij = Aij

∴ |A| =
3∑

i=1

ai1Ai1 =
3∑

i=1

ai1
2 =1+a21

2 + a31
2 > 0

∴ |A| = 1

∴ a21 = a31 = 0

同理得：

a12 = a13 = 0

∴ Ax =


−1 0 0

0 a22 a23

0 a32 a33




x1

x2

x3

 =


1

0

0


由观察，得：

x =


−1

0

0

是上式的一个解
由系数行列式不为 0得，该解是唯一的解。
（2）∵ α1, α2, α4 线性无关，α3, α5 可以由 α1, α2, α4 线性表示
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∴ α1, α2, α4是该向量组的极大无关组，A的秩为 3，该方程的基础解系中
有两个向量。

由已知方程移项，得：

α1 + 2α2 - α3 + 0α4 + 0α5 = 0

2α1 - α2 + 0α3 + 3α4 - α5 = 0
∴ (1, 2,−1, 0, 0)T , (2,−1, 0, 3,−1)T 是该方程组的两个解。

因为以上两个向量线性无关，所以它们是方程组的一个基。

因为以上两个向量正交，故单位化得该向量组的标准正交基：
1√
6(1, 2,−1, 0, 0)T , 1√

15
(2,−1, 0, 3,−1)T

（3）设 k1(x
2 − 2x+ 3) + k2(2x

2 + x+ a) + k3(x
2 + 8x+ 7) = 0

k1 + 2k2 + k3 = 0

−2k1 + k2 + 8k3 = 0

3k1 + ak2 + 7k3 = 0

因为 f1, f2, f3线性相关，所以存在不全为 0的 k1,k2,k3使得上式成立
故方程组有非零解

系数行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1
−2 1 8
3 a 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇔ a = 8

（4）分离出自由变量：
(a+ b, a− b+ 2c, b, c)T = a(1, 1, 0, 0)T + b(1,−1, 1, 0)T + c(0, 2, 0, 1)T

易证 (1, 1, 0, 0)T , (1,−1, 1, 0)T , (0, 2, 0, 1)T 线性无关

所以 (1, 1, 0, 0)T , (1,−1, 1, 0)T , (0, 2, 0, 1)T 是线性子空间的基。

（5）可以直接写出过渡矩阵：[
α1 + α2 α2 + α3 α3 + α1

]
=
[
α1

1
2
α2

1
3
α3

]
1 0 1

2 2 0

0 3 3


所以过渡矩阵为


1 0 1

2 2 0

0 3 3

。

（6）令 A =
[
−→α1

−→α2
−→α3

]
=


1 1 2

2 1 1

−1 0 1

0 2 a


因为所形成的向量空间的维数为 2，所以矩阵 A的秩为 2，A中所有三阶

行列式为 0.
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所以

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1
−1 0 1
0 2 a

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a− 6 = 0 ⇒ a = 6

2. A →


1 0 3 7 0

0 1 1 3 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0


所以列向量组以 −→α1,

−→α2,
−→α5 为基，维数为 3

−→α3 = 3−→α1 + −→α2 + 0−→α5

−→α4 = 7−→α1 + 3−→α2 + 0−→α5

所以 −→α3 的坐标为 (3, 1, 0)T，−→α4的坐标为 (7, 3, 0)T。

3. （1）由行等价可得 A和 B的秩相等，从而可推出 1和 2的维数相等。

（2）反例

A =


1 0
0 1
0 0

 , B =


1 0
0 0

0 1


(1, 1, 0)T ∈ W1, (1, 1, 0)

T /∈ W2

∴ W1 ̸= W2

4. 证明：
∵ AB = Im

∴ r(AB) = m

∵ r(A) ⩽ m, r(A) ⩾ r(AB) = m

∴ r(A) = m

所以A的列向量组中存在m个线性无关的向量，A的列向量组可生成 Fm.

5. 常规做法，可参考 5.1（A）第 7题

1
3


−4 −10 −3

4 7 3

−1 −1 0

 , (8,−5, 3)T

6. ∵ −→α1,
−→α2,

−→α3 是一个标准正交基
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∴ ⟨−→αi
−→αj⟩ =

{
1, i = j

0, i ̸= j

∴
∥∥∥−→β1

∥∥∥ =

√〈−→
β1,

−→
β1

〉
=
√

4
9
⟨−→α1,

−→α1⟩+ 4
9
⟨−→α2,

−→α2⟩+ 1
9
⟨−→α3,

−→α3⟩ = 1

同理可得：
∥∥∥−→β2

∥∥∥ = 1,
∥∥∥−→β2

∥∥∥ = 1〈−→
β1,

−→
β2

〉
= 4

9
⟨−→α1,

−→α1⟩ − 2
9
⟨−→α2,

−→α2⟩ − 2
9
⟨−→α3,

−→α3⟩ = 4
9
− 2

9
− 2

9
= 0

同理可得：
〈−→
β1,

−→
β3

〉
=
〈−→
β2,

−→
β3

〉
= 0

∴ −→
β1,

−→
β2,

−→
β3 也是 V的标准正交基。

7. （1）Q =
[
−→α1

−→α2 · · · −→αn

]
利用

−→
ai

T−→αj =

{
1, i = j

0, i ̸= j
，可得 QTQ = In

（2）证明：
A−→x =

−→
b ⇔ QR−→x =

−→
b ⇔ QTQR−→x = QT−→b ⇔ R−→x = QT−→b

5 −2 1

0 4 −1

0 0 2

−→x =
1

5


1 2 2 4

−2 1 −4 2

−4 2 2 −1




−1

1

1

2



⇒ −→x =


- 2

5

0
1


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§6.1 矩阵的特征值与特征向量

(A)

1. ∵ X 是 A−1 的一个特征向量，A−1X = λX，两边同时左乘矩阵 A得

AA−1X = λAX = X 即 AX = 1
λ
X（λ ̸= 0）

故


2 1 1
1 2 1
1 1 2




1
k

1

 =


3 + k
2 + 2k

3 + k

 = 1
λ


1

k

1


∴ 3+k

2+2k
= 1

k
解得 k=1或-2，

当 k等于 1时，解得 λ = 1
4；当 k=-2时，解得 λ = 1

2. 通过初等行变换
[
x1 x2 ξ

]
=


1 - 2 3
- 2 - 1 4
2 2 - 6

 −→


1 0 - 1
0 1 - 2
0 0 0


易知 ξ = - x1 - 2x2又由题意知 Ax1 = λ1x1 = 2x1，Ax2 = λ2x2 = - x2

∴ Aξ = A( - x1 - 2x2) = - 2x1 + 2x2=（( - 6, 2, 0T )

3. 略

4. 假设 λ为 A的特征值，则 |λI - A| = 0故 |λI - AT| = |λI - A| = 0，

∴ λ也是 AT 的特征值，又 λI - A与 λI - AT 不一定相等，故特征向量不

一定相同.

5. 由性质 6.1.2可知 1
3λ

2= 4
3 是

1
3A

2 的特征值，则 3
4 是 ( 1

3A
2)−1的特征值

6. detλI - A = 0 是 λ 为 A 的特征值的充要条件且 det(3I + A)= ( - 1)4

det( - 3I - A)=0

仲英书院学业辅导中心



§6.1 矩阵的特征值与特征向量 113

∴-3为 A的一个特征值；

又 AAT = 2I，两边同时取行列式得 |A|2 = 24|I|=16且 det(A) < 0，故 |
A|=-4，
由性质 6.1.3可知 det(A)

λ
= - 4

- 3 = 4
3 为 A∗的特征值

7. （1）∵ A的每行元素之和都等于常数 a，

∴易知 A


1

1
...
1

 =


a

a
...
a

 = a


1

1
...
1


故 a为 A的一个特征值且 ξ= (1, 1, · · · , 1)T 为对应的一个特征向量
（2）由 Aξ = aξ两边同时左乘 A - 1 得 A−1Aξ = aA−1ξ，

若 a=0，则，矛盾，故 a ̸=0且 A - 1ξ = 1
a ξ，

∴ a ̸= 0且 ∴ a ̸= 0得特征值为 1
a

8. B = AA∗ = |A|I ,假设 λ为 B 的特征值，η为任意的 n维向量
则 |λI - B| = |λI - |A|I| = |(λ - |A|)I| = (λ - |A|)n|I| = (λ - |A|)n = 0
故 λ = |A|,又 Bη = |A|Iη = |A|η
综上所述 | A|为 B 的特征值，特征向量为任意 n维向量

9. ∵ I - A, I +A, 3I - A
∴ det(I - A) = det(I +A) = det(3I - A) = 0

∴1,-1,3为 3阶矩阵 A的特征值，|A| = 1 × ( - 1) × 3 = −3

10. ∵ λ1, λ2 · · · , λn为 A得全部特征值

∴由性质 6.1.2可知 λ1 + a, λ2 + a, · · · , λn + a为 A+ aI 的全部特征值

11. ∵ B = A2 - 2A+ 3I且 1, - 1,0为 A得特征值

∴由性质 6.1.2可知 12 - 2 × 1 + 3, ( - 1)2 - 2 × ( - 1) + 302 - 2 × 0 + 3即 2，
6，3为 B 的特征值， 1

2 ,
1
6 ,

1
3 为 B−1的特征值，x1, x2, x3为对应的特征向量

12. 略

（1）通过初等行变换
[
x1 x2 x3 β

]
=


1 1 1 1

1 2 3 1

1 4 9 3

→


1 0 0 2

0 1 0 - 2
0 0 1 1


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∴ β = 2x1 - 2x2 + x3

（3）∵ 1,2,3为 A的特征值，

∴ 1,2n, 3n为 An的特征值

故 Anx1 = x1, A
nx2 = 2nx2, A

nx3 = 3nx3

∴ Anβ = An(2x1 - 2x2 + x3) = 2Anx1 - 2Anx2 + Anx3 = 2x1 - 2n+1x2 +

3nx3

=


2 - 2n+1 + 3n

2− 2n+2 + 3n+1

2− 2n+3 + 3n+2


13. 由 |λI −A| = 0得 λ1 = λ2 = 1,λ3 = - 1

又属于互不相同特征值的特征向量线性无关且 A有 3个线性无关的特征
向量

∴ λ1, λ2 对应 2个线性无关的特征向量，λ3 对应 1个特征向量

∴ (I −A)x = 0有 2个线性无关的解，即 r(I - A) = 1；同理 r( - I - A) = 2

I - A =


1 0 - 1
- x 0 - y
- 1 0 1

→


1 0 - 1
- x 0 - y
0 0 0

 ∴ −x

1
=

−y

−1

∴ x+ y = 0

- I - A =


- 1 0 - 1
- x - 2 - y
- 1 0 - 1

→


1 0 1
x 2 y

0 0 0

 ∴ r( - I - A) = 2恒成立

综上：x+ y = 0

14. （1）∵ αTβ = 0,∴ βTα = (αTβ)T = 0

A2 = αβTαβT = (βTα)αβT = O

（2）假设 λ为 A的特征值，x为对应的特征向量，则
Ax = λx,A2x = λ2x,∵ A2 = O ∴ λ2x = O

∵ x ̸= 0 ∴ λ = 0

∴ A仅有特征值 0，又由 Ax = 0可求特征向量为

c1( - b2
b1
, 1, 0, · · · , 0)T+c2( - b3

b1
, 0, 1, · · · , 0)T+· · ·+cn - 1( - bn−1

b1
, 0, 0, · · · , 1)T

15. ∵ A的特征值为 1，-1，2 ∴ det(A) = 1× (−1)× 2 = −2
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记 A 的特征值为 λi(i = 1, 2, 3) ∵ B = A2 − A∗ + 3I,∴ B 的特征值为

λ2
i - det(A)

λi
+ 3,分别为 6，2，8

∴ det(B) = 6× 2× 8 = 96

17. 设矩阵 A的特征值为 λ，则 Ax = λx,A2x = λ2x = Ax = λx,∴ λ2x =

λx, (λ2 - λ)x = 0

∵ x ̸= 0 ∴ λ2 - λ = 0 ∴ λ = 0或 λ = 1, A的特征值必为 0或 1.

18.
（1）∵ α为单位列向量，∴ ααT ̸= 0

又 1 ⩽ r(ααT ) ⩽ r(α) = 1,∴ r(ααT ) = 1

（2）∵ A = I - 2ααT ∴ I - A = 2ααT r(I - A) = r(ααT ) = 1

∴ (I - A)x = 0有 n-1个线性无关的解，1为的 n-1重特征值
又 Aα = (I - 2ααT )α = (1 - 2αTα)α = - α
-1是 A的单特征值且 α为对应的特征向量

（3）由（2）知 det(A) = 1n−1( - 1) = - 1

19.
（1）假设 x为 λ对应的特征向量即 ABx = λx

∵ λ ̸= 0且 x ̸= 0 ∴ Bx ̸= 0

在 ABx = λx两边同时左乘 B 可得 BA(Bx) = λBx,

∴ Bx为 BA的特征向量，λ为对应的特征值

（2）∵ λ = 0是 AB 的一个特征值 ∴ |AB| = 0
∴ |BA| = |A||B| = |AB| = 0
∴ λ = 0也是 BA的一个特征值

(B)

1. 假设 λ为 A的特征值，则 Ax = λx对任意的 n维非零列向量都成立
即 (λI - A)x = 0有 n个线性无关的解
∴ r(λI - A) = 0 λI - A = O A = λI

∴ A为数量矩阵

2. ∵ A为正交矩阵，∴ AT = A−1，AT 的特征值与 A−1的特征值相同
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又 1
λ
为 A−1的特征值，AT 的特征值也为 AT 的特征值（6.1A第四题）

∴ 1
λ
也为 A的特征值

3. ∵ A为正交矩阵 ∴ ATA = I,
〈
Ax, Ax⟩ = xTATAx = xTx

又 Ax = λx,∴ ⟨Ax , Ax⟩ =
〈
λx, λx⟩ = λ2xTx

∴ λ2 = 1λ = 1或 1
故正交矩阵的特征值为 1或-1
假设 A的特征值全为-1，则 det(A) = ( - 1)n = −1，与 det(A) = 1矛盾

∴ A有特征值 1

4.假设 α11, α12 · · · , α1k1
;α21, α22, · · · , α2k2

线性相关

即存在不全为 0的 l1, l2, · · · , lk1
, s1, s2, · · · , sk2

使

l1α11 + l2α12 + · · ·+ lk1
α1k1

+ s1α21 + s2α22 + · · ·+ sk2
α2k2

= 0

记 v1 = l1α11 + l2α12 + · · ·+ lk1
α1k1
，v2 = s1α21 + s2α22 + · · ·+ sk2

α2k2
，

则 v1 + v2 = 0

若 v1 ̸= 0, v2 ̸= 0，则 v1, v2 分别为 A的属于 λ1, λ2 的特征向量，由性质

6.1.4知，v1, v2线性无关，与 v1 + v2 = 0矛盾，故 v1 = v2 = 0

又 α11, α12 · · · , α1k1
线性无关，α21, α22, · · · , α2k2

线性无关

l1 = l2 = · · · = lk1
= 0, s1 = s2 = · · · = sk2

= 0与 l1, l2, · · · , lk1
, s1, s2, · · · , sk2

不全为 0矛盾
假设不成立，α11, α12 · · · , α1k1

;α21, α22, · · · , α2k2
线性无关

§6.2 相似矩阵与矩阵的相似对角化

(A)

1. 略

2. 略

3. 由题意知 P−1AP = B 且 Ax = λ0x

故 P−1A = BP−1等式两边又乘 x得 P−1Ax = BP−1x = λ0P
−1x

∴ P−1x为矩阵 B 的属于特征值 λ0 的特征向量

4. ∵ A,B 相似，∴ A,B 特征值相同，故 1
2 ,

1
3 ,

1
4 为 B 的全部特征值

仲英书院学业辅导中心



§6.2 相似矩阵与矩阵的相似对角化 117

则 1，2，3为 B−1 - I 的全部特征值，det(B−1 - I) = 1× 2× 3 = 6

5. 略

6.（1）Aξ =


2 - 1 2

5 a 3

- 1 b - 2




1
1
- 1

 =


- 1

2 + a

1 + b

 = λ


1

1

- 1

 = λξ

∴ 2 + a = - 11 + b = 1即 a = - 3, b = 0

代入 a, b得 λ = - 1

（2）由（1）得 A =


2 - 1 2
5 - 3 3
- 1 0 - 2


由 |λI - A| = 0得 λ1 = λ2 = λ3 = −1

又 r( - I - A) = 2,故代数重数为 3，几何重数为 1，几何重数不等于代数
重数，

所以 A不相似于对角矩阵

7. ∵ λ = 2是 A的二重特征值且 A可对角化，∴ r(2I - A) = 1

又由初等行变换得 2I - A =


1 1 - 1
- x - 2 - y
3 3 - 3

→


1 1 - 1
0 x - 2 - x - y
0 0 0


∴ x− 2 = - x - y = 0 ∴ x = 2, y = −2，A =


1 - 1 1
2 4 - 2
- 3 - 3 5


由 |λI - A| = 0得 λ = 2或 6
λ = 2时基础解系为 (1,−1, 0)T , (1, 0, 1)T ; λ = 6时，基础解系为 (1, - 2,3)T

∴ P =


1 1 1
- 1 0 - 2
0 1 3


8. |λI - A| = (λ - 2)(λ2 - 8λ+ 18 + 3a)
若 2为 2重根则 λ = 2为 λ2 - 8λ+ 18+ 3a = 0的解，代入得 a=-2,从而解

得特征值为 2，2，6，又 r(2I - A) = 1，故 2的几何重数也为 2，此时 A可相

似对角化

若 2不是 2重根，则λ2 - 8λ+18+3a = 0有两个等根，∆ = 64 - 4(18+3a) =
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0得 a= - 2
3

从而解得特征值为 2，4，4，又 r(4I - A) = 2，故 4的几何重数为 1，A不

可相似对角化

9. 由题意知，A相似于对角矩阵，即存在可逆矩阵 P =


1 2 −2

2 −2 −1

2 1 2


使 A = PDP−1,其中 D =


1 0 0
0 2 0
0 0 3

，∴ A = 1
3


7 0 - 2
0 5 - 2
- 2 - 2 6


10. ∵ A的特征值各不相同，∴ A可相似对角化，记为 A = PDP−1

其中 D =


1 0 0

0 2 0

0 0 −3

，P 可逆

B = A3−7A+5I , ∴ B = (PDP−1)3 - 7PDP−1+5PIP−1 = P (D3 - 7D+

5I)P−1

又 D3 - 7D + 5I = - I , ∴ B = −I

11. （1）∵ A与 B相似，∴ A,B 迹和行列式相等

∴
{

|A| = |B|
4 + y = 0

解得 x = 0, y = −4

（2）由 |λI - A| = 0可得 λ = 1 - 10，代入解得特征向量分别为 (5 - 2 - 2)T ,
(3 - 20)T

(2 - 10)T，∴ Q1 =


5 3 2

−2 −2 −1

−2 0 0

（其中 D =


1 0 0

0 −1 0

0 0 0

）
（3）∵ A,B 相似，∴ A,B 特征值相同，对角化后的矩阵相同，将 B 的三

个特征值 1，-1，0代入解得特征向量分别为 (5,2,2)T，(3,0,2)T，(2,0,1)T

∴ Q2 =


5 3 2

2 0 0
2 2 1


（4）∵ Q−1

2 BQ2 = D,Q−1
1 AQ1 = D

∵ Q−1
2 BQ2 = D,Q−1

1 AQ1 = D
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∴ P = Q1Q
−1
2 =


1 0 0

0 0 −1

0 −1 0


（5）A100 = (Q1DQ−1

1 )100 = Q1D
100Q−1

1 =


�6�−3 −6 −4

�7�2 4 2

�8�0 0 1�9�


D100 =


1100 0 0

0 (−1)
100

0

0 0 0

 =


1 0 0

0 1 0

0 0 0


解得 A100 =


−3 −6 −4

2 4 2

0 0 1


12. 由 Am = O可知 λm = 0，解得 λ = 0,故 0的代数重数为 n

又 A是非零矩阵，∴ r(0I - A) = r(A) ⩾ 1

0的几何重数小于等于 n-1

代数重数不等于几何重数，故 A不相似于对角矩阵

13. 记 A = P−1BP , 则 C = (A − λ1I)(A − λ2I)(A − λ3I) = P−1(B −
λ1I)(B − λ2I)(B − λ3I)P

= P−1


0

λ2

λ3




λ1

0

λ3




λ1

λ2

0

P = P−1


0 0 0

0 0 0

0 0 0

P =

O

14. 略

15. ∵ A的秩为 2，∴ 0为 A的特征值，记 β =


x1

x2

x3

为对应的特征向量

又
[
α1 α2 α3

]
=


1 2 - 1
1 1 2
0 1 - 3

→


1 0 5
0 1 - 3
0 0 0


∴ α3 = 5α1 - 3α2，∴ α1, α2 为属于特征值 6的两个线性无关的特征向量
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由性质 6.2.2 知 β 与 α1, α2 正交，则

{
x1 + x2 = 0

2x1 + x2 + x3 = 0
，解得 β =

- 1
1
1


∴存在 P =


1 2 −1

1 1 1

0 1 1

，使 P−1AP =


6

6

0


故 A = P


6

6

0

P−1 =


4 2 2

2 4 −2

2 −2 4


16. 易知存在 λ1 使 A


1

2

1

 =


0 −1 4

−1 3 a

4 a 0




1

2

1

 =


2

5 + a

4 + 2a

 =

λ1


1

2

1


∴ 4 + 2a = 2, 5 + a = 4得 a = −1, λ1 = 2

故 A =


0 −1 4

−1 3 −1

4 −1 0


由 |λI −A| = 0得 λ1 = 2, λ2 = 5, λ3 = - 4，
相应的特征向量为 (1, 2, 1)T , (1,−1, 1)T , (1, 0,−1)T

单位画后得到 Q =


1√
6 - 1√

2
1√
3

2√
6 0 - 1√

3
1√
6

1√
2

1√
3

其中 D =


2

- 4
5


17. ∵ Bα1 = (A5 − 4A3 + I)α1 = (λ1

5 − 4λ1
3 + 1)α1 ∴ α1 是 B 的特征向

量

-2为对应的特征值;同理 B 有二重特征值 1且 B 的特征向量与 A的特征

向量满足 xB = cxA

∴ B也为实对称矩阵，利用例 6.2.6的方法可得 B的属于 1的特征向量为

c2(110)T + c3( - 101)T（c2, c3不全为 0），且 B =


0 1 −1

1 0 1

−1 1 0


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18. ∵ A,B均为实对称矩阵且具有相同的特征值，∴必存在正交矩阵 P,Q

使

P−1AP = Q−1BQ = diag(λ1, λ2, · · · , λn)

∴ A = PQ−1BQP−1 = (QP−1)−1BQP−1

∴ A,B 相似

19. ∵实对称矩阵与对角矩阵相似，记对角矩阵为P = diag(λ1, λ2, · · · , λn)

则 r(A) = r(P ),又 r(P )与非零特征值的个数相等

故 A的非零特征值个数等于 r(A)

例：非对称矩阵

[
1 1
- 1 - 1

]
秩为 1，非零特征值个数为 0

20.
（1）∵ α, β 为非零列向量，∴ A = αβT ̸= O

又 r(A) = r(αβT ) ⩽ r(α) = 1

∴ r(A) = 1

（2）∵ A的秩为 1，∴ Ax = 0有 n-1个线性无关的解
故 0为 n-1重特征值
（3）Aα = αβTα = (βTα)α

∴ βTα也是 A的特征值且 α为对应的一个特征向量

（4）∵ βTα ̸= 0
∴0的几何重数代数重数均为 n-1，βTα的几何重数代数重数均为 1
∴ A的每个特征值代数重数都等于几何重数，A可相似对角化

(B)

1. ∵ A2 = A,∴ λ2 = λ 解得 λ = 0 或记 0 的几何重数为 a,1 的几何重数为 b
（a+b⩽ n）

又 ∵A2 = A ⇒ A(A− I) = O

∴ r(A) + r(A - I) ⩽ n

∵ Ax = 0 有 n − r(A) 个线性无关的解 ∴ 0 的几何重数为 n − r(A) 即

a=n− r(A)

同理 (A - I)x = 0有 n− r(A− I)个线性无关的解，b=n− r(A− I)

则 a+b=2n− (r(A) + r(A - I)) ⩾ n故 a+b=n
∴ A有 n个线性无关的特征向量，A必相似于对角矩阵
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2. 见课本后答案

§6.3 第 6章习题

1. 填空题
（1）8
（2）1。∵ Aα1 = 0，Aα2 = 2α1 + α2

∴ Aα2 + 2Aα1 = 2α1 + α2即 A (2α1 + α2) = 2α1 + α2

∴ A的非零特征值为 1
（3）2。∵ αβT 有特征值 3记 αβTx = 3x

等式两边同时左乘 βT 得 βTαβTx = 3βTx

故 βTα = k + 1 = 3解得 k=2
（4）5
（5）2，-1。两矩阵相似，迹与行列式相等

故

{
3 = 4 + b

4a− 3 = −5b
解得

{
a = 2

b = −1

（6）1。经计算可知特征值为 a,1,2
当 a=1时，1的几何重数小于代数重数，矩阵不可相似对角化，成立
当 a=2时或 a ̸= 1且 a ̸= 2时，所有特征值几何重数等于代数重数，矩阵

可相似对角化，矛盾

综上：a=1
（7）4。经计算可知 B的特征值为 1，1，-1，∵ A,B相似，∴ A的特征值

也为 1，1，-1
又 B 可相似对角化，∴ A也可相似对角化，其特征值代数重数等于几何

重数

∴ 3 - r(A− 2I) = 0, 3− r(A− I) = 2

故 r(A− 2I) + r(A− I) = 4
（8）2。βTα = tr(αβT ) = 2

（9）0。∵ det(A) = 8,det(A− I) = det(A+ 2I) = 0

∴ 1, - 2为 A的特征值且 A的特征值之积为 8
∴-4,1,-2为 A的全部特征值，故 A+ 4I 的特征值为 0，5，2
∴ det(A+ 4I) = 0

（10） - 35
3。∵ det(A+ I) = det(A− 2I) = det(3A− 2I) = 0

∴ −1, 2, 2
3
为 A的全部特征值，故 2A+ I 的特征值为-1，5， 7

3
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∴ det(2A+ I) = - 35
3

（11）-32

2. 单项选择题

（1）B。依题意知 Aα = λα,A = AT

等式左边同时左乘 P T 得 P TAα = λP Tα

故 P TAα = P TATα = P TAT (P T )−1P Tα = P - 1AP TP Tα = λP Tα

∴ P Tα为矩阵 (P - 1AP )T 属于特征值 λ的特征向量

（2）B。由题意知 Aα1 = λ1α1, Aα2 = λ2α2

假设 α1, A(α1+α2)线性相关，即存在不全为 0的 k1, k2使 k1α1+k2A(α1+

α2) = 0

则 (k1 + k2λ1)α1 + k2λ2α2 = 0

又 ∵ α1, α2线性无关，∴ k1 + k2λ1 = k2λ2 = 0

若 k2 = 0，则 k1 = 0，又 k1, k2不全为 0，∴ k2 ̸= 0, λ2 = 0

α1, A(α1 + α2)线性相关的充要条件为 λ2 = 0

故 α1, A(α1 + α2)线性无关的充要条件为 λ2 ̸= 0

（3）D。∵ A2 +A = O,∴ λ2 + λ = 0解得 λ = 0或 1又 r(A) = 3,∴0的代
数重数为 1，-1的代数重数为 3

∴ A的全部特征值为-1，-1，-1，0，A相似于对角矩阵 diag(−1,−1,−1, 0)

（4）D。∵ A的特征值各不相同，∴ A的特征值的代数重数和几何重数均

为 1

∵ det(A) = 0, ∴ 0为的单重特征值，4 - r(A) = 1，r(A) = 3

（5）C。假设 α1, α2, α3线性相关，又∵ α1, α2线性无关，∴ α3可以由 α1, α2

线性表示

记为 α3 = k1α1 + k2α2，等式两边同时左乘 A得

Aα3 = k1Aα1+k2Aα2 = −k1α1+k2α2，又Aα3 = α2+α3= k1α1+(k2+1)α2

∴ 2k1α1 + α2 = 0,与 α1, α2 线性无关矛盾，假设不成立，即 α1, α2, α3 线

性无关

∴ P =
[
α1 α2 α3

]
可逆

又AP = A
[
α1 α2 α3

]
=
[

- α1 α2 α2 + α3

]
=
[
α1 α2 α3

]
- 1 0 0
0 1 1
0 0 1

 =
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P


- 1 0 0
0 1 1
0 0 1


∴ P−1AP =


- 1 0 0
0 1 1
0 0 1


3. ∵ α为 A∗ 对应于 λ的特征向量，∴ α为 A的特征向量，记 Aα = µα

（易知 λ = |A|
µ
）

则 Aα =


2 1 1

1 2 1

1 1 a




1

b

1

 =


3 + b

2 + 2b

a+ b+ 1

 = µ


1

b

1


故

{
2+2b
3+b

= b
1

3 + b = a+ b+ 1
解得

{
a = 2

b = 1or - 2
当 b=1时，解得 µ = 4，λ = 1
当 b=-2时，解得 µ = 1，λ = 4
综上：a = 2, b = 1, λ = 1或 a = 2, b = - 2, λ = 4

4. 略

5. ∵ B = P−1A∗P,∴ B,A∗相似，特征值相同

记 A的特征值为 λ，则 B,A∗的特征值为 |A|
λ

易求得 A的特征值为 7，1，1，|A| = 7
∴ B 的特征值为 1，7，7；B + 2I 的特征值为 3，9，9

6. 易求得 A的特征值为 6，6，-2
∵ A可相似对角化，∴ A的特征值的代数重数等于几何重数

∴ r(6I −A) = 1

又 6I −A =


4 −2 0

−8 4 −a

0 0 0

故 a=0

将 a=0代入计算得 P =


0 1 1
0 2 - 2
1 0 0


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7. ∵ A的各行元素之和为 3，∴ A


1
1
1

 =


3
3
3

 = 3


1
1
1


3为 A的特征值，


1
1
1

为对应的特征向量，记为 α3

又 α1, α2 不成比例线性无关，且为 Ax = 0解

∴ 0为 A的特征值，α1, α2 为对应的特征向量

（1）α1, α2, α3 为 A的 3个线性无关的特征向量，将其进行施密特正交化
并单位化后得

ξ1 =


1√
3

1√
3

1√
3

，ξ2 =


- 2√

6
1√
6

1√
6

，ξ3 =


0
- 1√

2
1√
2


∴ Q =


1√
3

- 2√
6 0

1√
3

1√
6

- 1√
2

1√
3

1√
6

1√
2

 D =


3 0 0

0 0 0

0 0 0


（2）∵ Q−1AQ = D,∴ A = QDQ−1

A− 3
2
I = QDQ−1 − 3

2
QIQ−1 = Q(D − 3

2
I)Q−1

记 B = D − 3
2
I =


3
2

− 3
2

− 3
2

, B6 =


3
2

6

- 3
2

6

- 3
2

6

 = 3
2

6I

则 (A− 3
2
I)6 = (QBQ−1)6 = QB6Q−1 = Q( 3

2)
6IQ−1 = ( 3

2)
6I

8. （1）依题意知 AQ = A
[
α1 α2 α3

]
=
[
Aα1 Aα2 Aα3

]
=[

α1 + α2 + α3 2α2 + α3 2α2 + 3α3

]
=
[
α1 α2 α3

]
1 0 0
1 2 2
1 1 3

 = QB

∴ B =


1 0 0
1 2 2
1 1 3


（2）M =


- 1 - 2 0
1 0 1
0 1 1

 ,M - 1BM = diag(114)
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126 第六章 特征值与特征向量

（3）由（1）知 B = Q−1AQ,记 C = diag(1, 1, 4)

则M - 1BM = M - 1Q−1AQM = (QM) - 1AQM = C

当 P = QM=
[

- α1 + α2 - 2α1 + α3 α2 + α3

]
时，P - 1AP 为对角矩

阵 C
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第七章 二次曲面与二次型

§7.1 曲面与空间曲线

习题 7.1

(A)

1.解：（1）双曲柱面。标准方程为：

x2

4
− y2(

4
3

) = 1

（2）椭圆柱面。标准方程为：

y2(
1
4

) + z2 = 1

（3）抛物柱面。标准方程为：

y =
1

2
x2

（4）椭圆锥面。标准方程为：

(x− 1)
2(

1
2

) + (y − 2)
2
= z2

（5）椭球。标准方程为：

(x− 1)
2

9
+

(y − 2)
2

4
+

z2

9
= 1

（6）椭球。此曲面是旋转面，由曲线

{
1
4
x2 + 1

9
y2 = 1

z = 0
绕轴旋转而成。

（7）双叶双曲面。标准方程为：

y2

4
+

(z − 1)
2

4
− x2 = −1
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128 第七章 二次曲面与二次型

（8）双曲抛物面。标准方程为：

y2 − 4x2 = z

（9）单叶双曲面。由曲线

{
x2 − 1

4
y2 = 0

z = 0
绕 y轴旋转而成。

（10）双曲抛物面。标准方程为：y2

( 1
4)
+ z2

( 1
4)
−x2 = −1，由曲线

{
x2 − 4y2 = 1

z = 0

绕轴旋转而成。

2.解：设动点坐标为 (x, y, z)，则其满足：

（1）由题意得，原式满足{
(x− 1)

2
+ (y − 2)

2
+ (z − 1)

2
= 9

(x− 2)
2
+ y2 + (z − 1)

2
= 4

解得轨迹方程为：{
x2 + y2 + z2 − 2x− 4y − 2z − 3 = 0

x− 2y − 2 = 0

（2）由题意得，原式满足：√
(x− 5)

2
+ y2 + z2 +

√
(x+ 5)

2
+ y2 + z2 = 20

解得：
x2

100
+

y2

75
+

z2

75
= 1

（3）由题意得，原式满足：

x2 + y2 = 4x2

解得轨迹方程为：

y2 − 3x2 = 0

3.解：（1）由题意得：(
x− 1

2

)2

+ (y + 1)
2
+

(
1

2
z

)2

= 1

即有：
(x− 1)

2

4
+ (y + 1)

2
+

z2

4
= 1
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§7.1 曲面与空间曲线 129

（2）由题意得： ( x

2z

)2
+
( y

2z

)2
= 1

即

x2 + y2 = 4z2

4，解：（1）原方程表示螺旋线，圆半径为 3，角速率为 2，匀速直线运动
速度为 2π。

（2）原方程表示平面 x = 1上的圆{
y2 + z2 = 1

x = 1

（3）原方程表示过 (1, 0,−1)且平行于 y轴的直线。
5.

3y2 − z2 = 16

解：因为母线平行于x轴，即方程中没有x项所以联立

{
2x2 + y2 + z2 = 16

x2 − y2 + z2 = 0
，

有：2 (y2 − z2) + y2 + z2 = 16，

即柱面方程为：

3y2 − z2 = 16

6，
[c (x− a) + az]

2
+ c2y2 = b2z2

解：设锥面一点为 P (x, y, z)，有：AP与准线交于点 Q (x0, y0, z0)

由题意得： x−a
x0−a

= y
y0

= z
z0
，由于 z0 = c, x0

2 + y0
2 = b2，所以有：[

c (x− a)

z
+ a

]2
+
(cy
z

)2
= b2

所以，方程为：

[c (x− a) + az]
2
+ c2y2 = b2z2

7，
4x2 + 4z2 − 17y2 + 2y = 1

解：由题意得，直线的方程可以记作

{
x− 1− y = 0

x+ z − 2 = 0
，则过该直线的所

有平面的方程为：

(x− 1− y) + λ (x+ z − 2) = 0
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130 第七章 二次曲面与二次型

即：

(1 + λ)x− y + λz = 2λ+ 1

其法向量为：
−→m = (1 + λ,−1, λ)

则直线 l与 l0所在平面 π1与 π垂直，且 π的法向量

记为
−→n = (1,−1, 2)

应当有：
−→m·−→n = 0

即：

1 + λ+ 1 + 2λ = 0

解得：

λ = −2

3

所以

π1 :
1

3
x− y − 2

3
z = −1

3

即

x− 3y − 2z = −1

所以

l0 :

{
x− y + 2z = 1

x− 3y − 2z = −1

化简得：

l0 :

{
x = 2y

z = 1
2
− 1

2
y

l0 绕 y 旋转后形成的曲面上任取一点 P (x, y, z)，则在 y = y0 处必有 l0 上一

点，且二者距离 y轴的距离相同。

x2 + z2 = 4y2 +

(
1

2
− 1

2
y

)2

得到旋转所成曲面为：

4x2 + 4z2 − 17y2 + 2y = 1

8，解：旋转面的方程为：
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§7.1 曲面与空间曲线 131

（1）
x2 +

1

4

(
y2 + z2

)
= 1

（2）
x2 + z2 = y

（3）
1

4
z2 − 1

9

(
x2 + y2

)
= 1

9，
1

9
x2 +

1

16
y2 +

1

36
z2 = 1

解：因为椭球面的对称轴与坐标轴重合，坐标轴即为旋转轴，且过 z = 0

的平面上椭圆 1
9
x2 + 1

16
y2 = 1

所以其方程即为：
1

9
x2 +

1

16
y2 + cz2 = 1

代入点
(
1, 2,

√
23
)
，有：

1

9
+

1

4
+ 23c = 1

c =
1

36

所以方程为:
1

9
x2 +

1

16
y2 +

1

36
z2 = 1

10，
y2

2
+

z2

6
= 2x

解：由题：设椭圆抛物面的方程为

y2

p
+

z2

q
= 2x

代入点 (1, 2, 0) ,
(
1
3
,−1, 1

)
，有：(1, 2, 0) ,

(
1
3
,−1, 1

)
解得 {

p = 2

q = 6

所以抛物面的方程为：
y2

2
+

z2

6
= 2x

11，证明：联立

{
2x+ 12y − z + 16 = 0

x2 − 4y2 = 2z
，有 4x−x2+4y2+24y+32 = 0
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132 第七章 二次曲面与二次型

解得：

x− 2 = 2y + 6/2− x = 2y + 6

所以交线为直线，其方程为：{
2x+ 12y − z + 16 = 0

x− 2y − 8 = 0

， {
2x+ 12y − z + 16 = 0

x+ 2y + 4 = 0

12，解：根据在坐标面上的投影即将坐标面中未出现的字母削去的原则，
可以得到：

（1）在 xoy平面上： {
2x2 + y2 − 2y = 0

z = 0

在 yoz平面上： {
z = 2y

x = 0

在 xoz平面上： {
2x2 + 1

4
z2 − z = 0

y = 0

（2）在 xoy平面上： {
�x2 + y2 = R2 − R4

4a2

z = 0

在 yoz平面上： {
z = a− 1

2a
R2

x = 0

在 xoz平面上： {
z = a− 1

2a
R2

y = 0

(3)在 xoy平面上： {
�7�x2 + y2 = ay

�8�z = 0�9�
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在平面 yoz上： {
y = az2

h2

x = 0

在平面 xoz上： {
x2 + a2z4

h4 = a2z2

h2

y = 0

13，证明：由题意：设
−−−→
M0M 与

−→a0 夹角为 θ，则：（1）先证明充分性：若M

在 S 上，设M 到对称轴距离为 d，则有：∥∥∥−−−→M0M ×−→a0
∥∥∥ = ∥M0M∥ × ∥a0∥ × sin θ = ∥M0M∥ sin θ = d = r

（2）再证明必要性：设M 到对称轴距离为 d，则有：∥∥∥−−−→M0M ×−→a0
∥∥∥ = ∥M0M∥ × ∥a0∥ × sin θ = ∥M0M∥ sin θ = d,

∥∥∥−−−→M0M ×−→a0
∥∥∥ = r

所以

d = r

∴ M 在 S 上

综上所述，原充要条件成立。

(B)

1，
y − 2z = (x− z)

2

解：设柱面上一点 P (x, y, z)，过 P 的母线与准线 Γ 交于 P0 (x0, y0, z0)，有：

PP0 ∥ (1, 2, 1)
T
，从而有：

x− x0

1
=

y − y0
2

=
z − z0

1

，且满足：

z0 = 0, y0 = x2
0

代入关系式，得：

y − 2z = (x− z)
2

综上所述，柱面方程为：

y − 2z = (x− z)
2
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134 第七章 二次曲面与二次型

2，

2x2 + 2y2 − 4

(
z − 1

2

)2

= 1

2

3
π

解：∵ −−→
AB = (−1, 1, 1)，AB 直线方程为：

x− 1

−1
=

y

1
=

z

1

在 AB 线段上任取一点 P0，在 P0同一高度处取一点 P，有 P 与 P0距离 z轴
的长度相同，P0在 AB 上，满足{

x = 1− z

y = z

∴ x2 + y2 = (1− z)
2
+ z2

，S即为：

2x2 + 2y2 − 4

(
z − 1

2

)2

= 1

∵ z = 0时 x2 + y2 = 1
2
，S 关于 z = 1

2
对称所以设

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ

，曲面方程化为：

2ρ2 − 4

(
z − 1

2

)2

= 1

空间立体的体积设为 V，有：

V = 2

1
2∫

0

π(x2 + y2)dz

= π

1
2∫

0

[
4

(
z − 1

2

)2

+ 1

]
dz

= π

4
1
2∫

0

(
z − 1

2

)2

dz +
1

2


= π

(
1

6
+

1

2

)
=

2

3
π

所以，所围成的空间立体的体积为 2
3
π。
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§7.2 实二次型 135

§7.2 实二次型

习题 7.2

(A)

1. f = xTAx = [x1 . . . xn]


a11 · · · a1n
...

. . .
...

a1n · · · ann




x1

...
xn

，所以二次型的矩阵

为 A=


a11 · · · a1n
...

. . .
...

a1n · · · ann


2.

f = xTAx = [x1 . . . xn]


a11 · · · a1n
...

. . .
...

a1n · · · ann




x1

...
xn

 =
a∑

i,j=1

aijxixj

f = xTAx是关于 x1 . . . xn的二次型，但 xTAx不是 f的矩阵表示，因为 A不
一定为实对称矩阵. 1

2
(A+AT )是 f的矩阵

3.若存在正交矩阵 P使 AP=PB
4.相似且合同
解析:A的特征值为 3、0、0,特征值与 D相同，所以相似，正惯性指数都

为 1,合同.
5.α = β = 0

解析:二次型的矩阵为 A =


1 α 1

α 1 β

1 β 1

有标准型可知特征值为 1,2,所

以 |A-I|=0;|A-21|=0解得 ==0
6.见课本课后答案详解
7.由 f的矩阵有特征值 0,得 |A|=0,
故 a=2,

6y1
2 − 3y2

2

8.a=3 b=1

P =


1√
2

1√
3

− 1√
6

0 − 1√
3

2√
6

− 1√
2

1√
3

1√
6


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136 第七章 二次曲面与二次型

9.c=3，

f = 4y2
2 + 9y3

2

10. 见课本课后答案

11.见课本课后答案详解

12.二次型 x(A+B)x正定

13.见课本课后答案详解

14.当 A正定时，有 εi
TAεi = aii > 0 (i=1,.,n),其中 εi 为 In的第 i个列向

量

15.(1)否 (2)正定 (3)正定 (4)正定

解析:(1) ∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

，所以不正定

(2)(3)(4)的前 n阶主子式均大于零

16.

(2) |λ| <
√

5

3

17-20见课本课后答案详解

21. 1 + a1a2a3 ̸= 0令


y1 = x1 + a1x2

y2 = x2 + a2x3

y3 = x3 + a3x1

，则 f = y1
2 + y2

2 + y3
2是正定

二次型。

要使得 f也是正定二次型，只需要所用的线性变换是可逆变换。


y1

y2

y3

 =


1 a1 0

0 1 a2

a3 0 1




x1

x2

x3


，所以 ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 0

0 1 a2

a3 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 + a1a2a3 ̸= 0
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22. （1）令:

x = e1 = (1, 0, · · · , 0)T , xTAx = (1, 0, · · · , 0)


a11 · · · a1n
...

. . .
...

a1n · · · ann




1
...
0

 = a11 = 0

同理，若令 x = ei，则 aii = 0(i = 1, 2, · · · , n)令 x = ei + ej(i ̸= j)，则

aij = 0，综上，A=O
（2）对 ∀x ∈ Rn, xT (A−B)x = 0，则 A-B=O，所 A=B。

23. （1）A的所有特征值都小于零；
（2）T的负惯性指数为 n；
（3）A的奇数阶顺序主子式都小于零，且偶数阶顺序主子式都大于零；
（4）存在可逆矩阵M,使得 A=T

24.
（1）x′2 + 2y′2 + 4z′2 = 1

（2）y′2 + 3z′2 = x′2

（3）6y′2 − 2z′2 = 1

（4）x′2 + y′2 − z′2 = 1

25. 26.
解析：用正交变换将其化为标准型，再利用公式。

(B)

1. (1)f的矩阵为 1
det(A)

A∗ = A−1

（2）

∵ (A−1)TAA−1 = (AT )−1 = A−1

所以 A,A−1合同，于是 f与 g有相同的规范形。
2. 证明：
必要性：

设 BTAB 正定，则 ∀x ∈ Rn, x ̸= 0, xTBTABx > 0,即 (Bx)TA(Bx) > 0，

由于 A正定，所以 Bx ̸= 0，故 r(B)=n.
充分性:
(BTAB)T = BTAB, 所以 BTAB 是实对称矩阵。设 r(B)=n, 则 ∀x ∈

Rn, x ̸= 0, Bx ̸= 0, xTBTABx = (Bx)TA(Bx) > 0，BTAB对应的是正定二次

型，所以 BTAB 正定。
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3. 设 A正定，则存在正交矩阵 Q，使得，QTAQ = diag(λ1, λ2, · · · , λn),
且 λ1, λ2, · · · , λn都大于零。

A = Q


λ1

. . .
λn

QT = Q


√
λ1

. . .
√
λn

QTQ


√
λ1

. . .
√
λn

QT = S2

其中 S = Q


√
λ1

. . .
√
λn

QT，与


√
λ1

. . .
√
λn

合同，所以 S是

正定矩阵。

4. （1）设 f(x) = xTAx的秩为 r，

则 f经过可逆线性变换 x=Cy化成标准形

f = d1y1
2 + d2y2

2 + · · · + dryr
2, (di ̸= 0, i = 1, 2, · · · , r)

，当 f的正惯性指数与秩相等时，显然有 f(x) = f(Cy) ⩾ 0；

当 f半正定时，若正惯性指数小于 r，则存在某个 di < 0。令 y = ξi，则

f(Cξi) = di < 0与 f(x) ⩾ 0矛盾。

（2）利用（1）的结论。若特征值为非负，命题二次型是半正定与命题正
惯性指数等于秩等价。

5. 各阶顺序主子式非负。F不是半正定的，因为 f（0，1，0）=-1<0.

6.该二次型对应的矩阵 A为 nI − ones(n, n)，ones(n, n)是 n行 n列元素

全为 1的矩阵，A =


n− 1 −1 · · · −1

−1 n− 1 · · · −1

· · · · · · · · · · · ·
−1 −1 · · · n− 1

。
特征式为:

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n− 1− λ −1 · · · −1

−1 n− 1− λ · · · −1

· · · · · · · · · · · ·
−1 −1 · · · n− 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

0 n− 1− λ −1 · · · −1

0 −1 n− 1− λ · · · −1
...

...
...

...
0 −1 −1 · · · n− 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

1 n− λ 0 · · · 0

1 0 n− λ · · · 0
...

...
...

...
1 0 0 · · · n− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
若 λ = n，则 r(A− λI) = 1，n为 A的特征值，重数至少为 n-1。
若 λ = 0, |A− λI| = 0，0为 A的特征值。故 A有 1重特征值 0，n-1重特

征值 n，为半正定矩阵。
7. 设 xr 为任一 r维非零向量（1 r n）,则 n维向量 x = (xr

T , 0)T ̸= 0,于
是有二次型 xTAx = xr

TArxr 正定，其中 Ar 为 A的左上角 r阶主子矩阵，再
利用推论 7.2.2

8. (1)

将 A分块为 A =

[
An−1 α

αT ann

]
,将上式两端左乘

[
In - 1 0

−αTA−1
n−1 1

]
，再

取行列式。

(2)利用（1）的结论。
9.令D = {x ∈ Rn |∥x∥ = 1},则D为有界闭集，且 f(x)在D上连续.∀x ∈ D

, 由（7.2.15）式得 xTAx ⩾ λ1 ，设 1 为 A 的属于 λ1 的单位特征向量，则

e1
TAe1 = λ1e1

T e1 = λ1 故 λ1 为 f(x)在 D上的最小值。同理知 λ2 为 f(x)在 D
上的最大值。再利用有界闭集上连续函数的介值定理。

§7.3 第 7章习题

1. 填空题
（1）2 f(x1, x2, x3) = (x1 + x2)

2 + (x2 − x3)
2 + (x1 + x3)

2 = 2x2
1 + 2x2

2 +

2x2
3 + 2x1x2 + 2x1x3 − 2x2x3 ∴二次型对应的实对称矩阵为


2 1 1
1 2 - 1
1 - 1 2

，
易知其秩为 2
（2）0。

易知二次型对应的实对称矩阵为


1 - a 1 + a 0

1 + a 1 - a 0

0 0 2

 ∵秩为 2，∴ 1 - a
1+a

=

1+a
1 - a 解得 a=0
（3）双曲线
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曲线方程对应的实对称矩阵为 A，由定理 7.2.1可知，总存在正交变换可
将二次型化为标准型 λ1x

2 + λ2y
2 = 1，又由于 λ1λ2 < 0，该曲线为双曲线。又

由于正交变换为旋转变换，不改变曲线的形状和大小，原曲线也为双曲线

（4）y21 + y22 + · · ·+ y2n

∵ A为正交矩阵 ∴ ATA = I,
〈
Ax, Ax⟩ = xTATAx = xTx

又 Ax = λx,∴ ⟨Ax , Ax⟩ =
〈
λx, λx⟩ = λ2xTx

∴ λ2 = 1,λ = 1或-1.
故正交矩阵的特征值为 1或-1
又 A为正定矩阵，∴ A为实对称矩阵且其特征值均大于 0，∴ A的特征值

全为 1
经正交变换后 P TAP = I，

故 xTAx = (Py)TAPy = yTP TAPy = yT y =y21 + y22 + · · ·+ y2n

（5）（-2，1）

二次型正定，其对应的实对称矩阵


1 t −1

t 4 2

−1 2 4

的各阶顺序主子式均
大于 0

∴
{

4 - t2 > 0

t2 + t− 2 < 0
得 - 2 < t < 1

（6）单叶双曲面

二次曲面对应的实对称矩阵为


1 2 2
2 1 - 2
2 - 2 1

，其正惯性指数为 2，负

惯性指数为 1
其为单叶双曲面

（7） - y21 + 2y22 + y23

依题意知 P TAP =


2

1
- 1


又 Q =

[
e3 e1 −e2

]
=
[
e1 e2 e3

]
0 1 0

0 0 −1

1 0 0

 = PB（其中

B =


0 1 0

0 0 −1

1 0 0

）
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∴ QTAQ = BTP TAPB =


0 0 1

1 0 0

0 −1 0




2
1

- 1




0 1 0

0 0 −1

1 0 0

 =


−1

2

1


∴所求标准型为 - y21 + 2y22 + y23

2. 单项选择题

（1）B。易知矩阵的特征值为 3，3，0，故两矩阵不相似且两矩阵的正惯性
指数均为 2，负惯性指数均为 0，∴两矩阵合同且不相似
（2）A。易知矩阵的特征值为-1，8，0，故两矩阵相似且两矩阵的正负惯

性指数相同，∴两矩阵合同且相似
（3）D。易知 A的特征值为-1，3，故其正负惯性指数均为 1，选项中仅有

D的正负惯性指数均为 1，选 D

（4）B。依题意知 f 对应的矩阵为 A =


1 2 - 2
2 a - 2
- 2 - 2 1

，其标准型为

D =


5
� b

- 1


则 A与 D相似，A与 D的迹和行列式相等，故

{
2 + a = 4 + b

8− 3a = −5b
，解得{

a = 1

b = - 1
(5)B。若 B 相似于对角矩阵 A，则 B 的对应于 2重特征值 2的线性无关

的特征向量有 2个，故 r(2I −B) = 1,经验证仅 B选项符合条件

3. （1）f对应的矩阵为


a 0 1

0 a −1

1 −1 a− 1

，易求得其特征值为 a,a-2,a+1

（2）∵ f的规范型为 y21 + y22，∴ f的正惯性指数为 2，秩为 2,故 A的特征

值 2个为正，1个为 0，又 a-2<a<a+1, ∴ a - 2 = 0, a = 2
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4. （1）依题意知 A =


a 0 b

0 2 0

b 0 −2


特征值之和为 1，特征值之积为-12，∴ A的迹为 1，行列式为-12

故

{
a = 1

−4a− 2b2 = −12
，解得

{
a = 1

b = −2

（2）Q = 1√
5


0 −2 1
√
5 0 0

0 1 2

,标准型为 2y21 + 2y22 - 3y23

5.参考 6.2的 17题求 A，A的特征值为 1，1，0，故 A+ I 的特征值为 2，
2，1，均大于 0，∴ A+ I 为正定矩阵

6.必要性：设 ATA正定，则 ATA为实对称矩阵且其特征值均大于 0，
∴ r(ATA) = n ⩽ r(A) ⩽ n,∴ r(A) = n

充分性：(ATA)T = ATA，∴ ATA为实对称矩阵，设 r(A) = n，则 ∀x ̸=
0, Ax ≠ 0

故 ∀x ̸= 0, xTATAx = (Ax)TAx > 0，∴ ATA正定

7. 设柱面上任意一点为（x,y,z）,通过该点的母线与准线的交点为（X,Y,Z），

由母线平行于向量可得


X = x− t

Y = y + t

Z = z − t

，又（X,Y,Z）在准线

{
xy = 4

z = 0
上，代

入并消 t得柱面方程为（x-z）（y+z）=4

8.见课后答案解析
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