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2005 年线性代数期末（A） 

一、填空题（每小题 3 分，共 12 分） 

（1）若 3 阶方阵 A、B 的行列式分别为 det（A）=2，det（B）=3，则 det（-2𝐴−1𝐵∗）=     

            。 

（2）设 4 阶可逆方阵 A 按列分块为 A=[𝛼4  𝛼3  𝛼2  𝛼1],方阵 B=[𝛼1  𝛼2  𝛼3  𝛼4],

已知线性方程组 Bx=b 有唯一解为 x=（1,3,5,7）
𝑇
，则方程组 Ax=b 的解为

x=              。 

（3）设3阶实对称矩阵A的特征值为𝜆1 = 𝜆2 = 2，𝜆3 = −1，𝛼1 = (1,2,3)𝑟及𝛼2 =

（2,3,4）
𝑇
均为 A的对应于特征值 2的特征向量，则 A的对应于特征值-1 的特征

值向量为                。 

（4）设矩阵 A=[
1 2 3
0 −1 𝑝 − 3
2 2 𝑡

],b=[
1
0
3

],已知线性方程 Ax-b 无解，则常数 p 与 t

满足的关系式是                  。 

二、单项选择题（每小题 3 分，共 12 分） 

（1）设m阶方阵 A的秩为m，m ∗ n矩阵 B的秩为s，则 

      （A）r（AB）<s.               （B）r（AB）>s. 

      （C） r（AB）=s.                   （D） r（AB）>n.                【  】 

（2）设方阵 A与 B相似，即存在可逆方阵 P，使𝑃−1𝐴P = B，已知ξ为 A的对应

于特征值λ的特征向量，则 B 的对应于特征值λ的特征向量为 

（A）Pξ.         （B）𝑃𝑇𝜉.                          (C)ξ                      （D）𝑃−1𝜉    【  】 

（3）设 A为实对称矩阵，则 det（A）>0 是 A 为正定矩阵的 

  （A）充分而非必要条件.            （B）必要而非充分条件. 

  （C）充分必要条件.                （D）既非充分又非必要条件.     【  】 

（4）设𝛼1，𝛼2，𝛼3是齐次线性方程组 Ax=0 的基础解系，则向量组 

（A）𝛼1 + 𝛼2，𝛼2 + 𝛼3，𝛼3 + 𝛼4不能作为 Ax=0 的基础解系. 

（B）𝛼1 − 𝛼2，𝛼2 + 𝛼3，𝛼3 + 𝛼1可作为 Ax=0 的基础解系. 
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（C）𝛼1+𝛼2，𝛼2−𝛼3，𝛼3 − 𝛼1可作为 Ax=0 的基础解系. 

（D）𝛼1−𝛼2，𝛼1 + 𝛼2，𝛼3 + 𝛼1不能作为 Ax=0 的基础解系.           【  】                                

三、（12 分）已知方阵 A=(𝑎𝑖𝑗)3∗3的第 1 行元素分别为𝑎11 = 1, 𝑎12 = 2, 𝑎13 =

−1,且知𝐴∗ = [
−7 −4 9
5 3 −7
4 2 −5

]，求 det（A）及 A. 

四、（12 分）设有向量组（Ⅰ）：𝛼1 = （2, −1,3,5）
𝑇
,𝛼2（3, −2,3,4）

𝑇
, 

𝛼3 = (4, −3,1,3)𝑇，𝛼4(4, −1,15,17)𝑇.问向量β=（7, −6,7,0）
𝑇
能否表示成向量

组（Ⅰ）的线性组合？若能，求出此表达式. 

五、（12 分）求直线 L：x-1=y=1-z 在平面π：x-y+2z=1 上的投影直线𝑙0（即

L上各点在π上的垂足点全体所形成的直线）的方程. 

六、（13 分）已知矩阵 A[

1 2 3    4
1 2 3    4
1 2 3    𝑏
1    2     3    𝑎

]相似于对角矩阵 D=[

10          
 0           
  0

                              0

]. 

（1）求常数 a、b的值；（2）求一个可逆矩阵 P，使𝑃−1𝐴P = D. 

七、（13 分）求一个正交变换，将二次型 f（𝑥1, 𝑥2, 𝑥3）=2𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3 + 2𝑥2𝑥3化

成标准型，并指出二次曲面 f（𝑥1, 𝑥2, 𝑥3）=0 的名称. 

八、（8 分）（注意，学过第 8章“线性变换”者做第 2题，其余做第 1题） 

1.设矩阵𝐴1 = [
1 2

−1 3
] , 𝐴2 = [

0 −1
1 4

] , 𝐴3 = [
−1 0
1 −10

] , 𝐴4 = [
3 7

−2 6
] 

证明：元素组𝐴1, 𝐴2, 𝐴3线性无关，而𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4线性相关，并指出数域 F 上线

性空间 W={𝑘1𝐴1 + 𝛬 + 𝑘4𝐴4 ∣ 𝑘𝑖 ∈ 𝐹, 𝑖 = 1, 𝛬, 4}的基与维数. 

2.设 T 为 F[x]3上的线性算子，定义为 

        T（f（x））=f（x+1）-f（x）， f（x）∈F[x]3 

求 T 在 F[x]3的基：1，x，𝑥2，𝑥3下的矩阵，并指出 T的秩及 T的零度. 

九、（6 分）设 n阶方阵 A的秩为 n-1,证明：A的伴随矩阵𝐴∗相似于对角矩阵

的充要条件是𝐴11 + 𝐴22 + 𝛬 + 𝐴𝑛𝑛 ≠ 0,其中𝐴𝑛为 det（A）的（i,i）元素的代数
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余子式. 

2005 年线性代数期末（B） 

符号说明：det(A)指方阵 A 的行列式；𝑨∗指方阵 A 的伴随矩阵；𝑨𝑻指矩阵 A 的

转置矩阵；r(A)指矩阵 A 的秩；I 为单位矩阵；F[x]n指次数不超过 n 的一元多项

式全体构成的线性空间. 

一、填空题(每小题 3 分，共 12 分) 

(1)若 3 阶方阵 A 的行列式为 det(A)=2,则 det(𝐴−1 − 2𝐴∗)=          . 

(2)设 A 为 3×4 的矩阵，秩 r(A)=3,已知方程组 Ax=b 有两个不等的特解η1，η2，

则方程组 Ax=0 的通解为 x=          . 

 (3)设 3 阶实对称矩阵 A 的特征值为 λ1=1，λ2=λ3=2，又 α1=（2,0,0）T为 A 的

对应于特征值 1 的特征向量，则 A 为        . 

（4）设 A=[
1 2 3
0 −1 −3
2 2 𝑡

]，已知非零矩阵 B 满足 AB=0，则 t=      。 

二、单项选择题（每小题 3 分，共 12 分） 

（1）设 m 阶方阵 A 的秩为 m-2，则矩阵 A*的秩为（） 

（A）m-2     （B）2      （C）1      （D）0 

（2）设三阶方阵 A 可逆，且各行元素之和均为 2，则 A 必有特征值（） 

（A）1       （B）2      （C）-1      （D）-2 

（3）a=2，是 α1=（1,1，-1,1）T，α2=（1,0,a,0）T
, α3=(1,2,2,a)

T线性无关的（） 

（A）充分而非必要条件（B）必要而非充分条件 

（C）充分必要条件    （D）既非充分又非必要条件 

（4）设 A 为 m × n 矩阵且 m<n，则下述结论正确的是（） 

（A）Ax=b（b≠0）必有解（B）Ax=0 必有无穷多组解 

（C）Ax=0 只有零解      （D）Ax=b（b≠0）必无解 

三、（12 分）已知 A=[
2 0 6
0 3 5
0 1 4

]，B=[
−1 0 0
0 0 0
0 0 1

]，又三阶方阵 X 满足

XA+B=AB+X，求 X
101

. 
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四、（12 分）已知方程组{
𝑥1 + 2𝑥2+ 4𝑥3 + 2 𝑥4 = 𝑏

𝑥1 + 𝑥2+ 𝑥3 + 𝑎𝑥4 = 2
2𝑥1 + 𝑥2− 𝑥3 + 𝑥4 = 1

 

讨论 a，b 为何值时方程组（1）有解（2）无解?并在有解时求出其通解。 

五、（12 分）求过点（1,2,3）且与直线 L:x-1=y=1-z 垂直相交的直线方程。 

六、（13 分）已知矩阵 A=[

1 2    
0 2    

3 4
3 𝑡

0 0    
0 0    

2 1
1 2

]可以相似于对角矩阵，（1）求常数 t

大的值（2）求一个可逆矩阵 P，使 P
-1

AP 为对角阵。 

七、（13 分）求一个正交变换，将二次型 f（x1,x2,x3）=x1
2
+2x2

2
+2x1x2-2x1x3

化成标准型，并指出二次曲面 f（x1,x2,x3）=1 的名称。 

八、（8 分）（注意：学习过第八章“线性变换”者做第 2 题，其余的做第 1

题）。 

1．设矩阵 A1=[
1 2

−1 3
   ] ，A2=[ 

0 −1
1 4

]，A3=[
1 1
0 7

]，A4=[
1 3

−2 −1
]，试求数域

F 上线性空间 W={k1A1+…+k4A4|ki∈F，i={1，…, 4}的基与维数. 
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2006 年线性代数期末（A） 

一、填空题(每小题 3 分,共 12 分) 

(1). 若向量组 T T T

1 2 3( 2,3,1) , (2, , 1) , (0,0,1)t    α α α 线性相关,则常数 t

=      . 

(2). 若矩阵 A 的伴随矩阵






















8600

0154

0013

0001

*
A ,则 )det( A =     . 

(3). 已知 T),,( 321α aaa 为 3 维向量 , 

























422

211

211
T

αα , 则 αα
T

=       . 

(4). 已知 21 α,α 是齐次线性方程组 0A x 的基础解系 ,则向量组

12222111 ααβ,ααβ tt  也可作为 0A x 的基础解系的充要条件是

常数 21 , tt 满足条件                 . 

二、单项选择题(每小题 3 分,共 12 分) 

(1). 设矩阵





















122

212

221

A ,则                     

(A) A 为正交矩阵  (B) A
3

1
为正交矩阵.(C) A

3

1
为正交矩阵 . (D) 

TA-1
A . 【    】 

(2). 已知矩阵



















600

22

082

aA 相似于对角矩阵

















 2

6

6

,则a等于 

(A) 0.       (B) 2.       (C) -2.       (D) 6.      【      】 
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(3). 设矩阵



















abb

bab

bba

A 的伴随矩阵 *
A 的秩为 1,则 

(A) 0 ba . (B) ba  且 02  ba . (C) 02  ba .  (D) ba  且 02  ba .【   】 

(4). 22
R 的子空间




















 
Rba

b

aba
,

0
的维数是 

 (A) 1.      (B) 2.       (C) 3.       (D) 4.         【     】 

三、(12 分) 设 3阶方阵 A 、 B 满足 ABBA  , 

(1) 证明矩阵 IA  可逆;        (2) 当



















300

063

022

B 时,求 A . 

四、(13 分) a、b 取何值时,线性方程组 





























































bx

x

x

x

a

a 1

1

0

61071

141

2310

1231

4

3

2

1

 

有唯一解、无解、有无穷多解?并在有无穷多解时,求出方程组的结构式通解. 

五、(12 分) 求两相交直线








2

3
:1

y

zx
L 与









62

73
:2

zx

zyx
L 所确定的平面的

一般式方程. 

六、(12 分) 设 3 阶矩阵 A 的特征值为 3,2,1  ,求方阵 IAAB
* 32  的特

征值及 )det(B . 

七、 (13 分) 设矩阵 Txxx ),,(

500

022

042

321

















 x,B , 

 (1) 写出二次型 Bxx
T),,( 321 xxxf 的矩阵 A ; 

(2) 求一个正交矩阵 P ,使 APP
1 成对角矩阵; 

(3) 写出在正交变换 Pyx  下 f 化成的标准形. 
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八、(8 分) (注意:学习过第 8章“线性变换”者做第(2)题,其余同学做第(1)

题) 

(1) 设 4
R 的 子 空 间 V 由 向 量 组  321 ααα ,)1,5,3,1(,)3,1,1,1( TT

 

TT )2,10,6,2(,)4,1,2,3(  4α 生成,求V 的基与维数. 

(2) 设 321 α,α,α 为 3 维线性空间V 的基, V 上的线性算子T 在该基下的矩

阵为



















532

221

311

A ,求T 的值域 )(TR 的基与维数、T 的核 )ker(T 的基. 

九、(6 分) 设 A 、B 均为 n阶正定矩阵.证明:关于 的方程 0)det( BA 的

根全大于零. 
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2006 年线性代数期末（B） 

说明: )det( A 指方阵 A 的行列式,
*A 指方阵 A 的伴随矩阵, )(Ar 指矩阵 A 的秩,

TA

指矩阵 A 的转置矩阵, I 为单位矩阵.  

一、填空题(每小题 3 分,共 15 分) 

1.设矩阵
2 3

2 8
A

 
  

 
,则 )det( TAA 的值为 ___________. 

2.设 A 、 B 均为可逆方阵,则

1
A O

O B


 
 
 

=___________. 

3.若线性方程组 1 2 3

1 2 3

3 1

2 6 8 1

x x ax

x x x

  


  
无解,则常数 a            . 

4.已知向量 









1

1
 是矩阵

5 3

3
A

k

 
  

 
的属于特征值 2  的特征向量,则常数

k          . 

5.方程组 1 2 3 0x x x   的基础解系是 __________. 

二、单项选择题(每小题 3 分,共 15 分) 

1. 设向量 (1,3, 5, 4)T   ,矩阵 TA  ,则det( )A 等于 

( )0a .      ( )1b .       ( ) 5 1c .       ( ) 51d .              【  】 

2.设 A 为 3 阶方阵, 0)det( A 的充分必要条件是 

)(a A 的列向量组线性无关.        )(b A 的行向量组线性相关. 

)(c A 的秩为 3.                  )(d A 中有两行对应成比例.    【  】 

3.设 3 阶方阵

1

2

3

A







 
 


 
 
 

,其中 i 为 3 维行向量( 3,2,1i ),矩阵

2

1

3 1

,

2

B





 

 
 


 
  

 

1 2

0 1 0 1 0 0

1 0 0 , 0 1 0

0 0 1 2 0 1

P P

   
   

    
      

,则必有 
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BPAPa 21)( .   BPAPb 12)( .   BAPPc 21)( .   BAPPd 12)( .  【  】 

4. 设向量组 1 2 3 4 5, , , ,     线性相关,而向量组 2 3 4 5, , ,    线性无关,则向量组

1 2 3 4 5, , , ,     的极大无关组是 

)(a
1 2 3, ,   .            )(b

2 3 4, ,   .      

)(c
1 2 3 4, , ,            )(d

2 3 4 5, , ,    .              【  】 

5. n阶方阵 A 正定的充要条件是 

( )a 0|| A .                        ( )b A 的n个特征值均大于零. 

( )c A 有 n个线性无关的特征向量.      ( )d A 为对称阵.          【  】 

三、(12 分)求过三个平面 2 2 0,x y z    3 1 0,x y z    3 0x y z    的

交点，且平行于平面 2 2 0x y z    的平面方程。 

四、(12 分)当 a、b 为何值时,线性方程组 





















123

2)3(

122

0

4321

432

432

4321

axxxx

bxxax

xxx

xxxx

 

有唯一解、无解或有无穷多解？并在其有无穷多解时，求出结构式通解. 

 

 

五、(12 分) 求向量组 1 (2,1, 4,3)  ， 2 ( 1,1, 6,6)    ， 3 ( 1, 2,2, 9)     ，

4 (1,1, 2,7)   ， 5 (2, 4, 4,9)  的极大线性无关组与秩，并将其余向量用极大无

关组线性表示. 

 

六、(10 分)已知矩阵


















210

131

012

A ，求 50A  

七、(10 分)判定下面的二次型是否正定 

323121

2

3

2

2

2

1321 484525),,( xxxxxxxxxxxxf  . 
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八、 (8 分) (注意:学习过第 8 章“线性变换”者做第(2)题,其余同学做第(1)

题). 

(1)若三阶方阵 A 有三个互不相等的特征值1, 2, 4，设 2 2B A A I   ，求： 

det( *)B . 

(2)设 3( )T L R ，定义为 T T

1 2 3 1 2 3 2 3 1 2 3( , ) ( 2 , , 2 )T x x x x x x x x x x x      ，

T 3

1 2 3( , , )x x x R  .求：T 的值域与T 的秩，T 的核与 T 的零度. 

 

九、（6 分）证明： n阶实矩阵 A 为正定矩阵的充要条件，是存在n个线性无

关的实向量 1 2( , , ), 1, 2, ,i i i inm m m i n   ，使得 T T T

1 1 2 2 n nA          . 
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2007 年线性代数期末（A） 

说明: )det( A 指方阵 A 的行列式,
*A 指方阵 A 的伴随矩阵, )(Ar 指矩阵 A 的秩,

TA

指矩阵 A 的转置矩阵, I 为单位矩阵. 
2 2R  指实数域 R 上的二阶实方阵全

体按通常矩阵的运算构成的线性空间. 2[ ]F x 表示次数不大于 2的一元多项

式全体所构成的线性空间。 

一、填空题(每小题 3 分,共 12 分) 

(1). 若矩阵

2 0 1

0 3 0

5 0 3

 
 

  
 
 

A ,则det(2 )T
AA =           . 

(2). 若向量组
1 2 3

1 1

1 , , 1

1 1







     
     

       
     
     

α α α 的秩为 2,则 =          . 

(3). 设矩阵

1 2 1 2

0 1   

1 0 1

A a a

a

 
 

  
 
 

,已知齐次线性方程组 0Ax  的基础解系含有

两个向量，则 a =          . 

(4). 设 矩 阵

1 0 3

0 1 1

3 1 a

 
 

 
  

A = 为 正 定 矩 阵 ， 则 a 的 取 值 范 围

是               .  

二、单项选择题(每小题 3 分,共 12 分) 

(1). 设两个非零矩阵 , BA ,满足 0B A ，则必有   

(A) A 的列向量组线性相关.   (B) A 的列向量组线性无关. 

(C) B 的列向量组线性相关.    (D) B 的列向量组线性无关.    【    】 

(2). 曲线
2 22 2

0

x y

z

  



绕 x轴旋转一周所形成旋转面的名称是 

(A) 单叶双曲面. (B) 双叶双曲面.  (C)椭圆面.  (D) 抛物面. 【    】 

(3). 已知 3 阶矩阵 A 的特征值为 1，2，3，则 *A I 必相似于对角矩阵 

(A)

0

1

2

 
 
 
 
 

; (B)

1

2

5

 
 

 
 
 

;  (C)

5

1

2

 
 
 
 
 

; (D)

1

2

5

 
 
 
 
 

; 【     】 



南卷汇，难卷汇 

 

南洋出品，必属精品 

 

12 

(4).设矩阵

1 1 1

0 2 3

0 0 4

A

 
 

  
 
 

，则
1

*1

2
A



 
 
 

＝ 

 (A) 
1

2
A .   (B) 

1

4
A .    (C) 

1

8
A .    (D) 

1

16
A .     【      】 

三、(12 分) 设方阵B 满足 2 2I *
A B B ,其中

1 1 1

1 1 1

1 1 1

A

 
 

  
  

，求矩阵 B . 

 

四、(12 分) 已知直线 1

1
:

2 3 2

x y z
L


 

 
，直线 2

3 1 2
:

2 1 2

x y z
L

  
 


. 

（1）记 iL 的方向向量为 ( 1,2)ia i  ，求过 1L 且与 1 2a a 平行的平面 的方程. 

 （2）求 2L 与 的交点.并写出 1L 与 2L 的公垂线的方程. 

五、(12 分) a 、b 取何值时,线性方程组 

1

2

3

4

1 2 0 2 0

1 1 2 3 1

0 1 1 1

1 4 4 2 3

x

x

xa

xa b

    
    

    
     
              

 

有唯一解、无解、有无穷多解?并在有无穷多解时,求出该方程组的结构式通解。 

 

六、(12 分). 设二次型 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 2 2 3( , , ) 4( )f x x x x x x x x x x x x      , 

(1) 写出二次型 1 2 3( , , )f x x x  T
x Ax 的矩阵 A ; 

(2) 求一个正交矩阵 P ,使 APP
1 成对角矩阵; 

(3) 写出 f 在正交变换 Pyx  下化成的标准形. 

七、 (12 分) 设矩阵

1 2 3

1 4 3

1 5a

 
 
  
 
 

A = 的全部特征值之积为 24. 

(1) 求a的值；  

(2) 讨论 A 能否对角化，若能，求一个可逆矩阵 P 使 1P AP D  为对角阵。 
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八、(10 分) (注意:学习过第 8 章“线性变换”者做第(2)题,其余同学做第(1)

题) 

(1) 在 2 2
R 中所有 2 阶实对称矩阵所组成的集合构成 2 2

R 的一个子空间W .

证明元素组
1 2 2 1 4 1

,
2 1 1 3 1 5

      
       

       
1 2 3A , A A 是W 的一个基. 

(2) 设T 是 2[ ]F x 上的线性算子，T 在 2[ ]F x 的基（Ⅰ）： 2 , ,1x x 下的矩阵为

1 2 3

1 0 3

2 1 5

 
 

  
 
 

A ,求T 在 2[ ]F x 的基（Ⅱ）： 2 2 2, , 1x x x x x   下的矩阵 

九、(6 分) 设 A 为 n阶方阵， 0A  且 A I .证明:
2A A 的充分必要条件是

( ) ( )r A r A I n   . 
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2007 年线性代数期末（B） 

符号说明： )det( A 指方阵 A 的行列式； *
A 指方阵 A 的伴随矩阵； T

A 指矩阵 A 的

转置矩阵； r )(A 指矩阵 A 的秩； I 为单位矩阵； nx]F[ 指次数不超过n的一元多

项式全体构成的线性空间.L(V)表示线性空间 V 到自身的线性变换。 

 

一、填空题 (每小题 3 分，共 12 分) 

(1) 设

0 1 0

1 0 0

0 0 1

A

 
 


 
  

, 𝐵=
1P AP

，其中 P 为 3 阶可逆矩阵，则
2008 22B A

=_____   

(2) 设𝐴= 3 3( )ija  是实正交矩阵，且 11a =1,𝑏=  1,0,0
T
,则线性方程组 AX b 的

解是______  

(3)设 n 阶方阵

1

1

1

1

a a a

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 
  

的秩为 -1n ,则 ____a   

(4) 已知向量 (1,2,3), ( 1,0,2)a b   ,则与它们都垂直的一个单位向量

是_______. 

二、单项选择题 (每小题 3 分，共 12 分) 

 (1)设矩阵 B=

0 0 1

1

1 0

 
 
 
  

0 ０　

０
，已知𝐴 ≅ 𝐵，则 ( 2 ) ( )r A E r A E    等于 

(A) 2.    (B) 3.    (C) 4.      (D) 5.                  【    】 

(2) 设 4 阶方阵 A 的秩为 2,则其伴随矩阵的秩
*r(A ) 为 

(A) 0.    (B) 2.     (C) 3.     (D) 4.                  【    】 

(3)设向量组 1 2 rI: , , ,   可由向量组 1 2 sII: , , ,   线性表示，则 
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(A) 当 r s 时，向量组 II 必线性相关.  

(B) 当 r s 时，向量组 II 必线性相关.       

(C) 当 r s 时，向量组 I 必线性相关. 

(D) 当 r s 时，向量组 I 必线性相关.                 【    】  

(4) n 阶方阵 A 有 n 个两两不同特征值是 A 与对角矩阵相似的 

(A) 充分必要条件. (B) 充分而非必要的条件.       

(C)必要而非充分的条件. (D) 既不是充分也不是必要条件.   【    】 

 

三、(12 分)   求向量组 1 2 3 4 5, , , ,     的秩及一个极大线性无关组.其中 

1 (1,1,1,1)T  , 2 (1,1, 1, 1)T    , 3 (1, 1,1, 1)T    , 4 (1, 1, 1,1)T    ,

5 (2,0,1, 1)T    

 

四、（12 分）计算 n 阶行列式 Dn 的值，其中 ( 0, 1,2 )ia i n   

1 1 1 1

1 2 3

2 2 2 2

1 1 2 2 3 3

n

2 2 2 2

1 1 2 2 3 3

1 1 1 1

1 2 3

D

n n n n

n

n n n n

n n

n n n n

n n

n n n n

n

a a a a

a b a b a b a b

a b a b a b a b

b b b b

   

   

   

   


 

 

五、（12 分）已知齐次线性方程组

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

( ) 0

( ) 0

( ) 0

( ) 0

n n

n n

n n

n n

a b x a x a x a x

a x a b x a x a x

a x a x a b x a x

a x a x a x a b x

     


     



     



     

,  

    其中
1

0
n

i

i

a


 . 讨论 1 2, , , na a a 和 b 满足何种关系时, 

   (1)方程组仅有零解； 

   (2)方程组有非零解。在有非零解时，求此方程组的一个基础解系。 
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六、(13 分) 已知两条直线的方程分别为 

1

1 1 1
:

3 2 1

x y z
L

  
       2

5 4
: 4

3 2

y z
L x

 
  


 

(1) 两直线是否共面？ 如共面，求两直线所在平面的方程。 

(2)两直线是否有交点？如有交点，求出交点的坐标。 

 

七、（13 分）设 A=

0 1 0

1

0 0 1 2

y

 
 
 
 
 
 

０

１００　０

００ 的一个特征值为 3， 

（1）求 y 的值；    (2)求可逆方阵 P，使    
T

AP AP 为对角阵。 

 

八、(8 分)（注意：学习过第 8章“线性变换”者做第 2题，其余的做第 1题）. 

1、设 5 4( ) 2r A   , 1 (1,1,2,3)T  , 2 ( 1,1,4, 1)T    和 3 (5, 1, 8,9)T     

都是 0Ax  的解.求 0Ax  的解空间的维数与一个标准正交基。 

2、设  T L V ,T 在 V 的基 e1, e2, e3 下的矩阵为

15 11 5

20 15 8

8 7 6

A

 
 

  
  

 ，求 T

在基 1 1 2 32e +3e +e  , 2 1 2 33e +4e +e  , 3 1 2 3e +2e +2e  下的矩阵. 

 

九、（6 分）证明：r(A)1 的充分必要条件是存在非零列向量 a 及非零行向

量 b
T
 使 Aab

T
 
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2008 年线性代数期末（A） 

说明: )det( A 指方阵 A 的行列式,
*A 指方阵 A 的伴随矩阵, )(Ar 指矩阵 A 的秩,

TA

指矩阵 A 的转置矩阵, I 为单位矩阵.  

 

一、填空题(每小题 4 分,共 16 分) 

(1). 若矩阵

0 2 1

0 3 2

5 0 0

 
 

  
 
 

A ,则det (2𝑨−1𝑨∗)=           . 

(2). 已知 (1, 2, 2)T α ,则迹 tr( )T =             . 

 

(3). 若 向 量 组 1 2 3(0,1, ) , ( ,1,0) , (0, ,1)T T T    α α α 线 性 相 关 , 则 

=           . 

 

(4). 设矩阵

1 0 0

0 1

3 1

a

a

 
 
 
   

A = 为正定矩阵，则a的取值范围 

是                . 

二、单项选择题(每小题 4 分,共 16 分) 

(1). 设𝐴𝐵 = 𝐶，则必有   

(A) ( ) ( ) ( )r A B r A r B   .   (B) ( ) ( ) ( )r A r B r C  . 

(C) ( ) ( )r C r A .             (D) ( ) ( )r B r C .              【     】 

(2). 直线 1

1 1 2
:

0 1 1

x y z
L

  
  和直线 2

1
:

3

x y
L

z

 



  

(A) 重合.    (B) 相交.     (C) 平行.    (D) 异面.       【     】 

(3). 0Ax  只有零解的充分必要条件是 

(A) A 的列向量线性相关;    (B) A 的行向量线性相关; 
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(C) A 是行满秩的;          (D) A 是列满秩的;             【     】 

(4).设矩阵 *

1 1 1

0 2 3

0 0 2

A

 
 

  
 
 

，则 1A ＝ 

 (A) 
*1

2
A .   (B) 

1

2
A .    (C) 

1

4
A .    (D) 

*1

4
A .      【     】 

三、(12 分) 写出以 (0,0,0) 为顶点，
2 2 22 1

1

x y z

x y z

   


  
为准线的锥面方程。并

指出其在平面 2z  上的投影曲线的名称。 

四、(12 分) ,a b 取何值时,线性方程组 

1

2

3

4

1 0 2 2

0 1 1 0 1

1 1 0 0

1 1 1 2 1

xa

x

xa b

xa b

    
    

     
    
             

 

有唯一解、无解、有无穷多解?并在有无穷多解时,求出该方程组的结构式通解. 

五、(12 分). 设二次型 ( )f  T
x x Bx，其中

2 0 2

2 2 0

0 2 2

B

 
 

  
 
 

 

(1) 写出二次型 ( )f  T
x x Ax 的矩阵 A ; 

(2) 求一个正交矩阵 P ，使 APP
1 成对角矩阵; 

(3) 求一个合同矩阵C ，写出 f 在线性变换 x Cy 下的规范形. 

六、 (12 分) 向量组 1 (3,4,2,3)  ， 2 (4,2,6,3)  ,能否由向量组 1 (2,2,2,1)  ，

2 (1,0,2,1)  ， 3 (1,2,0,1)  线性表示。若能，求出它们的表达式。 

七、(10 分) (注意:学习过第 8 章“线性变换”者做第(2)题,其余同学做第(1)

题) 

设数域 R 上的三维线性空间V 中定义的两个运算是和 ，即 V   ，

k V  ，且 1 2 3, ,   是V 的一个基， 是V 的零元，若 
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1 1 2 3( 1) 2       , 2 1 2 33 ( 2) 5       , 3 1 2 32       

(1) 求 1 2 3span{ , , }   的基与维数。 

(2) 若V 中的线性算子T 的矩阵

1 3 2

1 2 1

2 5 1

 
 

   
 
 

A ，求 ker( )T 和 ( )T V 的一个

基。 

八、(10 分) 设 1 2 3( , , )Ta a a  ， 1 2 3( , , )Tb b b  ,且 2,T TA    ， 

（1）求 A 的特征值， 

（2）求可逆阵 P 及对角阵，使 1P AP   .  
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2009 年线性代数期末（A） 

一、单项选择题(每小题 5 分,共 15 分) 

(1). 设向量组 1 2 3, ,   线性无关，则下列向量组线性相关的是   

(A) 1 2 2 3 3 1, , .          (B) 1 2 2 3 3 1, , .         

(C) 1 2 2 3 3 12 , 2 , 2 .          (D) 1 2 2 3 3 12 , 2 , 2 .              【   】 

(2). 若 AB E ,则 

(A) A 的行向量线性相关;    (B) B 的行向量线性无关; 

(C) A 是列满秩的;          (D) B 是列满秩的.                【   】 

(3).设矩阵

2 1 1

1 2 1

1 1 2

  
 

   
   

A ,

1 0 0

0 1 0

0 0 0

 
 

  
 
 

B , 则 与A B  

(A) ,合同相似 . (B) ,合同不相似 . (C) ,不合同相似 . (D) ,不合同不相似 . 【   】 

二、填空题(每小题 5 分,共 15 分) 

(1). 在 Ax b 中, 
3 3 3

1 1

3, 6,
 

  
n n

j j i i

j i

a A b A  则 3x =        . 

(2). 若n阶矩阵 A 的特征值为0,1, 2, , 1n , 且𝐵~𝐴, 则 | |B E =      . 

(3). 

1

                     



 
 

 

n

n

O A

B O
 

三、(12 分) 求以
2

0
:


 



y

z x
为准线,母线平行于向量 (2,1,1)的柱面方程. 

四、 (12 分) 设线性方程组

1 2 3

1 2 3

2

1 2 3

0

2 0

4 0

   


  


  

x x x

x x ax

x x a x

与方程 1 2 32 1   x x x a 有公

共解,求 a的值及所有公共解. 

五、(12 分) 设二次型 ( )  Tf x x Ax ，其中

0 2 2

2 0 2

2 2 0

 
 

  
 
 

A . 

(1) 求一个正交矩阵 P ，使 APP
1 成对角矩阵; 
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(2) 若 ( ) 1 f x ,指出方程所表示的图形名称. 

六、(12 分) 设
2 3 1

2 1 0

0 4 3

 
 

  
 
 

A 且知 3 AX A X ，求矩阵𝑋. 

七、(12 分) （注意:学习过第 8 章“线性变换”者做第(2)题,其余同学做第(1)

题） 

(1) 
2 21 , , 1  x x x x 是 否 可 作 为 2 2span{1 , , 1}  x x x x 的 一 个 基 ？ 求

2 2span{1 , , 1}  x x x x 维数. 

(2) 求 V W 的线性变换 ( , , )
0 2 2

   
  

  

a b c a c
T a b c

a b c
的值域的基和零度

空间的基 

 

八、(10 分) 设 1 2, , ,  k 是齐次线性方程组 0Ax 的基础解系，向量  满

足 0 A ，证明：向量组
1 2, , ,       k

线性无关. 
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2010年线性代数期末（A） 

一、单项选择题(每小题 5 分,共 15 分) 

(1).设 A 为三阶方阵,将 A 的第 2 行加到第 1 行得矩阵 B，再将 B 的第 1 列的 1

倍加到第 2 列得矩阵 C，记矩阵

1 1 0

0 1 0

0 0 1

P

 
 

  
 
 

, 则 

(A) 
1C P AP . (B) 

1C PAP . (C) 
TC P AP . (D) 

TC PAP . 【    】 

 (2). 设有线性方程组(I) : AX O ， (II):
TA AX O ,则 

(A) (II)的解是(I)的解，(I)的解也是(II)的解; 

  (B) (II)的解是(I)的解，但(I)的解不是(II)的解; 

(C) (I)的解不是(II)的解，(II)的解也不是(I)的解; 

(D) (I)的解是(II)的解，但(II)的解不是(I)的解;.                【    】 

(3) 若n阶方阵 A 相似于对角阵，则 

(A) A 有n个不同的特征值;         (B) A 为实对称阵; 

(C) A 有 n个线性无关的特征向量;   (D) nr )(A .           【    】 

二、填空题(每小题 5 分,共 15 分) 

(1). 设 2  是可逆矩阵 A 的一个特征值，则矩阵
1

21

3
A



 
 
 

的一个特征值

为        . 

(2). 矩阵
2 0

1 0
B

 
  
 

，则二次型 ( ) Tf x x Bx 的矩阵为                      . 

(3). 已 知
1 2 3, ,   是 四 元 方 程 组 的 三 个 解 ， 其 中 ( ) 3r A  且

1 2 2 3(1,2,3,4) , (4,4,4,4)T T       ，则方程组𝐴𝑋 = 𝑏的通解为           

三、(12 分) 证明两直线 1 : 4l x y z   , 2 :l x y z   异面；求两直线间的距

离；并求与 1 2,l l 都垂直且相交的直线方程。 

四、(12 分)线性方程组 

AX b
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1

2

3

1 1 3

1 1 2

1 1 2

x

x

x

 





     
     

 
     
          

 

讨论 取何值时，该方程组有唯一解、无解、有无穷多解?并在有无穷多解时, 

求出该方程组的结构式通解. 

五、(12 分). 已知二次曲面方程 2 2 2 2 2 2 4x ay z bxy xz yz      可经过正交

变换

'

'

'

x x

y P y

z z

   
   


   
      

化为柱面方程 2 2' 4 ' 4y z  ，求 ,a b的值及正交矩阵 P. 

六、(12 分) 设

1 0 1

0 2 0

1 0 1

A

 
 

  
 
 

,矩阵 X 满足
2AX I A X   ，其中 I 为三阶单位矩

阵，求矩阵 X. 

七、(12 分) (注意:学习过第 8 章“线性变换”者做第(2)题,其余同学做第(1)

题) 

(1) 矩阵

1 1 2 3

1 3 0 1

0 1 1 1

1 4 3 2

A

 
 
 
  
 

   

，线性空间{𝑏|𝑏 ∈ 𝐹4，方程组𝐴𝑥 = 𝑏有解}，求V

的基与维数.  

(2) 设  3T L R ,T 在 3R 的基 1 2 3( 1,1,1) , (1,0, 1) , (0,1,1)T T T       下的矩阵

为

1 0 1

1 1 0

1 2 1

A

 
 

  
  

 ，求T 在基 1 2 3(1,0,0) , (0,1,0) , (0,0,1)T T T     下的矩阵.  

八、(10 分)设 1 2, , , n   是 n维列向量组，矩阵 

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

T T T

n

T T T

n

T T T

n n n n

A

     

     

     

 
 
 
 
 
  

 

试证明 1 2, , , n   线性无关的充要条件是对任意 n维列向量b ，方程组 AX b 均

有解。 
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2011 年线性代数期末（A） 

一、填空题（每题 4 分，共 20 分） 

1.若𝐴 = [
5 3
1 −2

]，则𝐴的伴随矩阵𝐴∗ =             . 

 2.过𝑜𝑥轴和点𝑀(1,2,3)的平面方程为             . 

 3.曲线{
𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1
在𝑥𝑜𝑦坐标面上的投影曲线的方程为               . 

 4.𝐴为𝑛阶方阵，满足𝐴2 + 𝐴 − 4𝐸 = 0，则(𝐴 + 𝐸)−1 =               . 

 5.𝐴为 3 阶方阵，第一行元素全为 1，𝐴𝑖𝑗为对应元素𝑎𝑖𝑗的代数余子式，则

𝐴21 + 𝐴22 + 𝐴23 =               . 

二、单项选择题（每题 4 分，共 20 分） 

 1. 设向量组𝛼1, 𝛼2, 𝛼3线性无关，则下列向量组线性相关的是（    ）。 

 a. 𝛼1, 𝛼2；                       b. 𝛼1, 𝛼1 + 𝛼2, 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3； 

 c. 𝛼1 + 𝛼2, 𝛼2 + 𝛼3, 𝛼1 + 𝛼3；       d. 𝛼1 + 𝛼2, 𝛼2 + 𝛼3, 𝛼3 − 𝛼1. 

 2. 设𝐴 = (𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)，𝑛维列向量组𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛线性无关的充分必要条

件是（    ）。 

 a. 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 1；                     b. 𝐴的特征值全为正； 

 c. 矩阵𝐴的秩；                      d. 𝑥 = 0是方程组𝐴𝑥 = 0的解. 

 3. 设𝐴为 3 阶实对称矩阵，二次型𝑓 = 𝑥𝑇𝐴𝑥经过一个可逆线性变换𝑥 = 𝐶𝑦化

为标准型𝑓 = 𝑦1
2 + 2𝑦2

2，则必有（    ）。 

 a. 𝐴有零特征值；                   b. 𝐴有重特征值； 

 c. 1,2都是𝐴的特征值；               d. 1,2都不是𝐴的特征值. 

 4. 设有 4 元非齐次线性方程组𝐴𝑥 = 𝑏，系数矩阵𝐴的秩𝑟(𝐴) = 2，𝜂1, 𝜂2, 𝜂3为

它的三个线性无关的解向量，则它的通解为𝑥 =（    ）。 

 a. 𝑘1𝜂1 + 𝑘2𝜂2 + 𝑘3𝜂3；              b.  𝑘1(𝜂2 − 𝜂1) + 𝑘2(𝜂3 − 𝜂1) + 𝜂1； 

 c. 𝑘1(𝜂1 + 𝜂2) + 𝑘2(𝜂2 + 𝜂3)；         d. 𝑘1(𝜂2 − 𝜂1) + 𝑘2(𝜂2 − 𝜂3). 

 5. 直线𝐿𝑘过𝑃𝑘点，且与向量𝑎⃑𝑘平行（𝑘 = 1,2），则𝐿1, 𝐿2相交于一点的充分

必要条件是（    ）。 
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a. (𝑎⃑1 × 𝑎⃑2) ⋅ 𝑃1𝑃2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑ = 0，且𝑎⃑1 × 𝑎⃑2 ≠ 0；  b. (𝑎⃑1 × 𝑎⃑2) ⋅ 𝑃1𝑃2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑ = 0，且𝑎⃑1 ⋅ 𝑎⃑2 ≠ 0； 

c. (𝑎⃑1 × 𝑎⃑2) ⋅ 𝑃1𝑃2
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑ ≠ 0，且𝑎⃑1 × 𝑎⃑2 = 0   d. (𝑎⃑1 × 𝑎⃑2) ⋅ 𝑃1𝑃2

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑ ≠ 0，且𝑎⃑1 ⋅ 𝑎⃑2 = 0. 

三、（12 分）设有三元方程组{

(1 + 𝜆)𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 0,

𝑥1 + (1 + 𝜆)𝑥2 + 𝑥3 = 3,

𝑥1 + 𝑥2 + (1 + 𝜆)𝑥3 = 𝜆.

 

 （1）讨论λ取何值时该方程组无解、有唯一解、有无穷多个解？ 

 （2）当方程组有无穷多个解时，求其通解。 

四、（12 分）设三元二次型𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 3𝑥1
2 + 3𝑥2

2 + 3𝑥3
2 + 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3 +

2𝑥2𝑥3. 

 求正交变换𝑥 = 𝑃𝑦将二次型𝑓化为标准形，并写出所用的正交变换； 

五、（10 分）设𝐴 = [
1 −1 1
0 2 −1
0 0 3

]. 

 （1）求(𝐴∗)−1。其中𝐴∗为𝐴的伴随矩阵； 

 （2）设𝐴𝑋 + 6(𝐴∗)−1𝑋 = 𝐵，其中𝐵 = [
1 0
0 1
0 0

].求𝑋。 

六、（10 分）（注意：学过第八章线性变换者做第（2）题，其他同学做第（1）

题）。 

 （1）设𝐴为𝑚 × 𝑛阶矩阵，且𝑟(𝐴) = 𝑛，证明𝐵 = 𝐴𝑇𝐴为正定矩阵。 

 （2）𝑇是𝑛维线性空间𝑉上的线性变换，𝜉 ∈ 𝑉，如果𝑇𝑛−1 𝜉 ≠ 0, 𝑇𝑛 𝜉 = 0，

证明： 𝜉, 𝑇𝜉, … , 𝑇𝑛−1 𝜉是𝑉的一组基。并求𝑇在这组基下的矩阵。 

七、（10 分）设𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛为 n 阶矩阵，𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 0，𝐴𝑖𝑗为𝑎𝑖𝑗对应的代数余

子式，𝐴21 ≠ 0，证明：𝐴𝑥 = 0的通解为𝑥 = 𝑘(𝐴21, 𝐴22, … , 𝐴2𝑛)𝑇 . 

八、（6 分）设𝛼𝑖 = (𝛼𝑖1, 𝛼𝑖2, … , 𝛼𝑖𝑛)𝑇(𝑖 = 1,2, … 𝑟, 𝑟 < 𝑛)是𝑛维实向量，且

𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑟线性无关。已知𝛽 = (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛)𝑇是线性方程组𝐴𝑥 = 0的实非零解

向量，其中𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑟×𝑛，试判断向量组𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑟 , 𝛽的线性相关性。 
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2012 年线性代数期末（A） 

一、填空题（每题 4 分，共 20 分）  

1．若向量组𝛼1 = (1 + 𝑘, 1,1), 𝛼2 = (1,1 + 𝑘, 1), 𝛼3 = (1,1,1 + 𝑘)线性无关，则𝑘

应满足                 。    

2. 设向量𝛼，𝛽的范数分别为 2 和 3，则内积< 𝛼 + 𝛽，α − 𝛽 >            。 

3. 设实二次型的秩为 4，正惯性指数为 3，则其规范型为              。 

4. 由曲线{
𝑧 = 𝑥2

𝑦 = 0
绕ｚ轴旋转所产生的旋转曲面方程为             。 

5. 𝑅[𝑥]2的基1, 𝑥, 𝑥2到基1,1 + 𝑥, 1 + 𝑥 + 𝑥2的过渡矩阵为               。 

二、选择题（每题 4 分，共 20 分） 

 1. 设𝑛阶方程𝐴不可逆，则一定有（      ）。 

  (A) 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) < 𝑛                    (B) 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) < 𝑛 − 1    

(C) 𝐴 = 0                         (D) 方程组𝐴𝑥 = 0只有零解 

 2. 设𝐴是实对称矩阵，𝐶是实可逆矩阵，𝐵 = 𝐶𝑇𝐴𝐶，则（      ）。  

   (A)  𝐴与𝐵相似                    (B)  𝐴与𝐵的行列式相等 

   (C)  𝐴与𝐵有相同的特征值          (D)  𝐴与𝐵合同  

 3. 设𝐴是正交矩阵，则下列结论错误的是（      ）。 

    (A)|𝐴| = 1                (B) |𝐴|2 = 1 

    (C)𝐴−1 = 𝐴𝑇             (D) 𝐴的行（列）向量组是正交的单位向量组 

 4. 下列矩阵中是正定矩阵的为（      ）。 

(A) 








43

32
       (B) 









 62

43
       (C) 

















530

320

001

      (D) 

















201

021

111

 

5.设𝛼1=（1,1,0,0），𝛼2=（0,0,2,2），𝛼3=（1,0,1,0），𝛼4=（1,2,3,4），则该向量组的

极大线性无关组（      ）。 

 (A) 𝛼1,α2    (B) 𝛼1,𝛼2,𝛼3     (C) 𝛼1,𝛼3     (D) 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4 

三、（8 分）（本大题共 2 小题，每小题 4 分，共 8 分） 

1. 设𝐴为实二阶方阵，且|𝐴|< 0，证明：𝐴与对角矩阵相似。 
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2. 设𝐴为𝑛阶矩阵，𝛼是𝑛维列向量，若𝐴𝛼 ≠ 0但𝐴2𝛼 = 0，证明：向量组 α，𝐴α线

性无关。 

四、（10 分） 设矩阵𝐴的伴随矩阵𝐴∗ = [

1
0
1
0

0
1
0

−1

0
0
1
0

0
0
0
8

]，且𝐴𝑋𝐴−1 = 𝑋𝐴−1 + 3𝐼，

求矩阵𝑋。 

五、（12 分）已知二次型𝑓 = 5𝑥1
2 + 5𝑥2

2 + 𝑡𝑥3
2 − 2𝑥1𝑥2 + 6𝑥1𝑥3 − 6𝑥2𝑥3的秩

为 2. 

   （1）求参数𝑡。 

   （2）用正交变换将二次型𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)化为标准型，并写出所用的正交变换。 

六、（12 分）（注意：学过第八章线性变换者做第 2 题，其他同学做第 1 题）。 

1.求向量组 

𝛼1 = (1, −1,2,4), 𝛼2 = (0,3,1,2), 𝛼3 = (3,0,7,14), 𝛼4 = (1, −2,2,0), 𝛼5 = (2,1,5,10) 

  的一个极大线性无关组，并将其余向量用此极大线性无关组表示。 

  2.已知𝑅2×2的一组基𝐸11 = [
1 0
0 0

]，𝐸12 = [
0 1
0 0

]，𝐸21 = [
0 0
1 0

]，𝐸22 = [
0 0
0 1

]， 

线性算子𝑇(𝑋) = 𝑋𝑀 − 𝑀𝑋, ∀𝑋 ∈ 𝑅2×2，𝑀 = [
1 −1
0 2

]，求 

   （1）𝑅(𝑇)的维数和一个基；  

   （2）𝐾𝑒𝑟(𝑇)的维数和一个基； 

   （3）写出𝑅(𝑇)及𝐾𝑒𝑟(𝑇)。 

七、（10 分）已知空间直角坐标系中三平面方程分别为： 

𝜋1:  𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 1    𝜋2:  𝑥 + 𝜆𝑦 + 𝑧 = 2   𝜋3:  𝜆𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 + 𝜆   

   问：1：当𝜆取何值时这三个平面交于一点？交于一直线？没用公共交点？ 

       2：当它们交于一直线时，求直线方程。 

八、（8 分） 

    设𝑚阶实方阵𝐴正定，𝐵为𝑚 × 𝑛阶实矩阵，证明𝐵𝑇𝐴𝐵为正定矩阵的充要条

件是𝑟(𝐵) = 𝑛. 
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2013 年线性代数期末（A） 

一、单项选择题（每小题 4 分，共 20 分） 

 （1）设𝐴是𝑚 × 𝑛矩阵，𝐶为𝑛阶可逆矩阵，矩阵𝐵 = 𝐴𝐶，则（    ） 

 (A) 𝑟(𝐴) > 𝑟(𝐵)   (B) 𝑟(𝐴) < 𝑟(𝐵)   (C) 𝑟(𝐴) = 𝑟(𝐵)   (D) 𝑟(𝐵)与𝐶有

关 

 （ 2 ） 设 𝐴𝑖𝑗 是 矩 阵 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛 的 (𝑖, 𝑗) 元 素 的 代 数 余 子 式 ， 若

𝐴 = [
1 2 3

11 12 13
0 12 21

]，则11𝐴31 + 12𝐴32 + 13𝐴33 =（    ） 

 (A)0           (B)1           (C)-1          (D)16 

 （3）若四个点𝐴(1,0, −2), 𝐵(7, 𝑥, 0), 𝐶(−8,6,1), 𝐷(−2,6,1)共面，则𝑥 =（    ） 

 (A)0           (B)6           (C)4          (D)-4 

（4）设向量组𝛼1, 𝛼2, 𝛼3线性无关，则下列向量组线性相关的是（    ）。 

 (A) 𝛼1 − 𝛼2, 𝛼2 − 𝛼3, 𝛼3 − 𝛼1         (B) 𝛼1 + 𝛼2, 𝛼2 + 𝛼3, 𝛼3 + 𝛼1 

 (C) 𝛼1 − 2𝛼2, 𝛼2 − 2𝛼3, 𝛼3 − 2𝛼1      (D) 𝛼1 + 2𝛼2, 𝛼2 + 2𝛼3, 𝛼3 + 2𝛼1. 

（5）下列哪种情况会导致𝑛阶行列式𝐷的值为零（    ） 

(A)主对角线上的元素全为零         (B)副对角线上的元素全为零 

(C)至少有一个𝑛 − 1阶子式为零       (D)所有𝑛 − 1阶子式为零 

二、计算题（每小题 5 分，共 20 分） 

 （1）设矩阵𝐴 = [
1 −1 1
2 4 −2

−3 −3 𝑎
]，已知齐次线性方程组(2𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0的基础

解系含 2 个解向量，求𝑎的值。 

 （2）设矩阵𝐴3×3相似于对角矩阵𝑑𝑖𝑎𝑔{2,2, −2}，求行列式|
1

2
𝐴∗ + 5𝐼|的值。 

 （3）设多项式𝑓(𝑥) = 2𝑥5 + 2𝑥2 − 𝑥, 𝑃 = [
1 1
0 1

], 𝑃−1𝐴𝑃 = [
1 0
0 −1

]，求𝑓(𝐴). 

 （4）设𝐴 = [
−2 2 1
0 −4 2
0 1 −3

]，且𝐴𝐵 + 9𝐼 = 𝐴2 + 3𝐵，求|𝐵|. 

三、（10 分）证明两直线𝐿1: {
𝑥 = −3 − 𝑧

𝑦 = 4
与𝐿2: {

𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 4
𝑥 − 𝑧 = −2

相交，求出它
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们所在平面的方程。 

四、（12 分）线性方程组 

[
1 −1 0
0 1 −1

−1 0 1
] [

𝑥1

𝑥2

𝑥3

] = [

𝑎1

𝑎2

𝑎3

] 

有解的条件是什么？在有解的情况下，求出该方程组的所有解。 

五、（12 分）已知二次型𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1
2 + 4𝑥2

2 + 4𝑥3
2 − 4𝑥1𝑥2 + 4𝑥1𝑥3 −

8𝑥2𝑥3， 

（1）写出二次型𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)的矩阵； 

（2）用正交变换把二次型𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)化为标准型，并写出相应的正交变换。 

六、（11 分）设矩阵𝐴 = [
2 0 1
3 0 1
0 4 1

]，𝐵 = [
1 0 0
3 1 1
0 4 0

]，矩阵𝑋满足𝐴𝑋𝐴 + 𝐵𝑋𝐵 =

𝐴𝑋𝐵 + 𝐵𝑋𝐴 + 𝐼，求矩阵𝑋. 

七、（10 分）（注意：学习过第 8 章“线性变换”者做第 2 题，其余同学做第

1 题） 

1.矩阵𝐴 = [

1
2
3
2

−2
1

−2
−5

1
−1
−1
1

−1
2
1

−2

]，线性空间𝑉 = {𝑏|𝑏 ∈ ，且方程组𝐴𝑥 = 𝑏有解}. 

（1）证明𝑉是𝑅4的子空间。  （2）求𝑉的基与维数。 

2.设𝑉是由实数域𝑅上的全体二阶方阵构成的线性空间，在𝑉中取定一个矩阵

𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]，∀𝑋 ∈ 𝑉，定义映射𝑇(𝑋) = 𝐴𝑋 − 𝑋𝐴. 

  （1）证明：𝑇是𝑉上的一个线性变换，并求𝑇在基𝐸11 = [
1 0
0 0

]，𝐸12 = [
0 1
0 0

]， 

    𝐸21 = [
0 0
1 0

]，𝐸22 = [
0 0
0 1

]下的矩阵； 

  （2）令𝐸11
   ′ = 𝐸11，𝐸12

   ′ = 𝐸11 + 𝐸12，𝐸21
   ′ = 𝐸11 + 𝐸12 + 𝐸21，𝐸22

   ′ = 𝐸11 + 𝐸12 + 

𝐸21 + 𝐸22，证明𝐸11
   ′, 𝐸12

   ′, 𝐸21
   ′, 𝐸22

   ′也是𝑉的一组基，并求𝑇在基𝐸11
   ′, 𝐸12

   ′, 𝐸21
   ′, 𝐸22

   ′

下的矩阵。 

八、（5 分）设三阶方阵𝐴的特征值−1,1对应的特征向量分别为𝛼1,𝛼2，向量𝛼3满
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足𝐴𝛼3 = 𝛼2 + 𝛼3，证明：（1）𝛼1, 𝛼2, 𝛼3线性无关；（2）设𝑃 = [𝛼1, 𝛼2, 𝛼3]，求𝑃−1𝐴𝑃. 
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   更多精彩，尽在南洋书院学生会微信公众号的南卷汇

专栏，欢迎通过公众号提供题目或反馈错题信息，南卷汇

需要您的支持。 
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