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习题 3.1 (A)  

 

1. 已知平行四边形 ABCD 的对角线构成向量 aAC


 ， bBD


 ，求 AB ， BC 。 

解   )(
2

1

2

1

2

1
abBDACAB


 ； 

)(
2

1

2

1

2

1
abBDACBC


 。 

2. 设 AD，BE，CF 是三角形 ABC 的三条中线，证明： AD ，BE ，CF 可以构成一个三

角形。 

解  CBCABE 
2

1
； BCBACF 

2

1
； BABCAD 

2

1
； 

BACABCCFBEAD
2

1

2

1

2

1
 ， 

又  BACABC  ， 

0 CFBEAD ，即 AD ， BE ，CF 可以构成一个三角形。 

3. 设向量
1a 与

2a 不共线，又
21 2aaAB  ，

21 32 aaBC  ，
21 5aaCD  ，证明：

DBA ,, 三点共线。 

解  ABaaBDCDBC  21 2 ； 

BDAB, 共线，即 DBA ,, 三点共线。 

4.点 )3,2,1(P 和 )1,3,2( N 各在哪个卦限，分别求出点 P 关于各个坐标面、各坐标轴、

原点的对称点的坐标。 

解 点 )3,2,1(P 在第 II 卦限， )1,3,2( N 在第 V 卦限； 

   点 P 关于 oxy，oyz，ozx 坐标面的对称点分别为 )3,2,1(  、 )3,2,1( 、 )3,2,1(  ； 

   点 P 关于 x 轴，y 轴，z 轴的对称点分别为 )3,2,1(  、 )3,2,1(  、 )3,2,1(  ； 

   点 P 关于原点的对称点为 )3,2,1(  。 

5.各坐标轴和各坐标面上的点的坐标具有怎样的形式？ 

解   x 轴上点的坐标形如 )0,0,(x ，即第 2,3 分量为 0， 

y 轴上点的坐标形如 )0,,0( y ，即第 1,3 分量为 0， 

 z 轴上点的坐标形如 ),0,0( z ，即第 1,2 分量为 0； 

oxy 坐标面上点的坐标形如 )0,,( yx ，即第 3 坐标分量为 0， 

oyz 坐标面上点的坐标形如 ),,0( zy ，即第 1 坐标分量为 0， 
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ozx 坐标面上点的坐标形如 ),0,( zx ，即第 2 坐标分量为 0. 

6. 向量 kjia


22  是单位向量吗？如果不是，求与a

同方向的单位向量。 

解  3)2(21 22 a


 ， a
 不是单位向量； 

与向量a

同方向的单位向量为 kjia



3

2

3

2

3

10  。 

7. 与 x 轴、y 轴、z 轴正向的夹角分别为
4


，

4


，

3


的向量是否存在？ 

解  对任意向量的方向余弦 1coscoscos 222   ，而与 x 轴、y 轴、z 轴正向的夹

角分别为
4


，

4


，

3


的向量的方向余弦 1

3
cos

4
cos

4
cos 222 


，所以这样的向量

不存在。 

8. 已知向量a

的三个方向角相等且都为锐角，求a


的方向余弦。若 2a


，求 a


的坐标。 

解  由 1coscoscos 222   及   知 a

的方向余弦为 

3

3
coscoscos   ； 

由 2a


知，a

的坐标 










3

32
,

3

32
,

3

32
a


。 

9. 已知向量b

与 )1,1,1( a


平行，且b


与 z 轴正向夹角为锐角，求b


的方向余弦。 

解  由 )1,1,1( a


知， 









3

3
,

3

3
,

3

30a ， 

又b

与 z 轴正向夹角为锐角，即b


的第三分量为正， 

   所以 









3

3
,

3

3
,

3

30b ，即b

的方向余弦为

3

3
,

3

3
,

3

3
 。 

10. 已知向量 ),3,2( xa 


与 )2,6,(  yb


共线，求 x，y 的值。 

解  由向量 ),3,2( xa 


与 )2,6,(  yb


共线知 

26

32 x

y






，所以 1x ， 4y ； 

11. 已知 3 个力 )3,2,1(1 F ， )1,4,3(3 F 作用于一点，求合力 F 的大小与方向。 

解  FFFF  )3,1,2(321 ，所以合力 F 的大小 3F ， 
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F 的方向角分别为
3

2
arccos ，

3

1
arccos ， 








3

2
arccos 。 

12. 已知点 )3,2,1(P ， )4,3,2(Q ，求向量PQ 的模与方向余弦。 

解  )1,1,1(PQ ， 

3 PQ ，方向余弦为
3

3
coscoscos   。 

13. 求常数 a，b，c，使两向量 kbjia


)2(3  与 kjci


 )1(2 相等，并求该向量

的模与方向余弦。 

解  两向量 kbjia


)2(3  与 kjci


 )1(2 相等，每一分量分别相等，所以 

2,1,2  cba ，即该向量为 kji


 32 ，该向量的模为 14 ，方向余弦分别为

7

14
cos  。

14

143
cos  ，

14

14
cos  。 

14. 在方程 020574  zyx 所代表的图形上求一点 P，使向径OP 的三个方向角相

等。 

解 设向经 ),,( zyxrOP 


，要使向径OP 的三个方向角相等，即
r

z

r

y

r

x
  ， 

  从而有 zyx  ，将点 P 坐标代入方程 020574  zyx 得 )10,10,10(P 。 

15.判断下列各组向量是否共面： 

（1） )2,0,4( ， )8,9,6(  ， )3,3,6(  ； 

（2） )3,2,1(  ， )1,3,3( ， )5,7,1(  。 

解 三个向量共面的充要条件是有它们的坐标所构成的 3 阶行列式等于零， 

（1） 060

336

896

204



 ，所以该向量组不共面； 

（2） 0

571

133

321






，所以该向量组共面； 

16. 把向量 )7,4,7(a


表示为不共线向量 )1,2,3(1 e


， )0,5,7(2 e


， )4,3,2(3 e


的

分解式. 
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解 设 321 ezeyexa


 即












74

4352

7273

zx

zyx

zyx

，解该方程组得 2,0,1  zyx ，   

   31 2eea


 。 

17. 设球面通过 )0,0,0(O ， )0,0,(aA ， )0,,0( bB ， ),0,0( cC 四点，求球心的坐标及球的

半径。 

解 设球心的坐标为 ),,( 111 zyx ，半径为 R ，则球面的方程为， 

22
1

2
1

2
1 )()()( Rzzyyxx  ， 

   因为球面通过 CBAO ,,, 四点，即这四点的坐标满足球面的方程， 

  将 CBAO ,,, 四点代入球面的方程得
2

,
2

,
2 111

c
z

b
y

a
x  ，

222

2

1
cbaR  。 

18. 设有点 )1,1,1(A ， )0,2,1(B ，点 P 把线段 AB 分成两段的比为 1:2 ，求点 P 的坐标。 

解 设点 P 的坐标为 ),,( zyx ，点 P 把线段 AB 分成两段的比为 1:2 ，即 PBAP 2 ，

将 )1,1,1(A ， )0,2,1(B ， ),,( zyxP 代入得
3

1
,

3

5
,1  zyx ，即点 P 的坐标为 )

3

1
,

3

5
,1( 。 

 

习题 3.2 (A) 

1. 设有向量 )1,1,1( a


， )4,3,0(b


， )1,8,2( c


，求（1） ba


43  ；（2） cba


5 。 

解（1） )3,4,7(12

430

1111243 
kji

ba




； 

 （2）   105

182

430

111

55 



 cba


。 

2. 设向量b

与 kjia


22  共线，且 18ba


，求向量b


。 

解 设 ),,( zyxb 


，则由向量b

与 kjia


22  共线得： 

212

zyx



 ，     ① 

  由 18ba


得 

1822  zyx ，② 
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联立①②得 4,2,4  zyx ，即 )4,2,4( b


。 

3. 已知 4a


， ,2b


72 ba


，求a

与b


的夹角。 

解  ),cos( bababa


  ， )(2)()(
222

bababababa

  

    ),cos(164428 ba


 ，即
2

1
),cos( ba


，所以a

与b


的夹角为

3


。 

4. 已知 1a


， 2b


，
3

),(


ba


，求 ba


32  及以a

，b

为邻边的平行四边形的面

积； 

解 72)cos(1292)32()32(32
22  babababababa


； 

以a

，b


为邻边的平行四边形的面积 3),sin(  bababaS


。 

5. 设有向量 )3,1,2( a


， )2,3,1( b


， )4,2,3( c


，若向量 d

满足 5ad


，

11bd


， 20cd


，求向量d

。 

解 设 ),,( zyxd 


，则由题意有：













20423

1124

532

zyx

zyx

zyx

， 

   解之得 2,3,2  zyx ，即 )2,3,2( d


。 

6. 设非零向量a

，b


满足 baba


 ，问a


与b


的关系如何？ 

解 0 baba


 ， ba


 ； 

 由  22
baba


 得 1),cos( ba


，即a

与b

同向。 

7. 设 )57()3( baba


 ， )27()4( baba


 ，求a

与b


的夹角。 

解  由 )57()3( baba


 得 0)57()3(  baba


， 

及由 )27()4( baba


 得 0)27()4(  baba


， 

即 0),cos(16157
22  bababa


，① 

0),cos(3087
22  bababa


，② 

联立①②得
2

1
),cos( ba


，所以a

与b


的夹角为

3


。 

8. 设向量 )4,1(, a


， )2,2,1( b


，求a

在b


上的射影及a


在b


上的射影向量。 
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解 ),cos( bababa


  ，
2

2
),cos( 




ba

ba
ba 


， 

  所以a

在b


上的射影为： 3),cos()(  baaa

b


 ； 

   a

在b


上的射影向量为： ).2,2,1(),cos( 0  bbaaaproj

b


  

9. 设a

为空间任意向量，证明 kkajjaiiaa


)()()(  。 

证明： 设 kzjyixa


 ，则 zkayjaxia  )(,)(,)(


， 

     kkajjaiiaa


)()()(  。 

10. 证明：向量 acbbca


)()(  垂直于向量 c

。 

证明：   0))(())(()()(  cacbcbcacacbbca


 ， 

    cacbbca


 )()( 。 

11. 设单位向量a

，b


， c

满足 0


 cba ，求 accbba


 。 

解  0)()(


  cbacba  ， 

  0222
222  accbbacba


， 

由 a

，b


， c

是单位向量得 

2

3
 accbba


。 

12. 设以 )1,1,1( A ， )2,0,1(B ， )1,2,2( C 为顶点的三角形面积，并 AB 求边上的高。 

解  )1,1,1(

011

112 



kji

ACAB



 ， 

 于是三角形的面积为：
2

3

2

1
 ACABS ， 

 AB 求边上的高为：
2

2

2

1
/  ABSh 。 

13. 若 dcba


 ， dbca


 ，证明： da


 与 cb


 共线。 

证明： cdbdcabacbda


  )()( ， 

  将 dcba


 ， dbca


 代入上式得  

 0)()(


 cdbddbdccbda ， 

  da


 与 cb


 共线。 

14. 若 0


 accbba ，证明：a

，b


， c

共面。 
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证明： 给 0


 accbba 两边点乘 c

得， 

0 cbacacccbcba


， 

所以a

，b


， c

共面。 

15. 设 babc


 )( ，则下列结论正确的是： 

（A） )( cba


 ；（B） )//( cba


 ；（C） cb


 ；（D） cb


// 。  [   ] 

解  由 babc


 )( 得 )( abbc


 ， 0)()(  abacba


， 

   即 )( cba


 ，所以选 A。 

16. （1）若 bcba

 ，且 0


b ，是否必有 ca


 ？，若 ca


 ，问a


，b


， c

之间有

什么关系？ 

（2）若 bcba


 ，且 0


b ， ca


 ，问a

，b


， c

之间有什么关系？ 

解 （1）由 bcba

 得 0)(  bca


，且 0


b ，未必有 ca


 ， 

若 ca


 ，有 )( cab


 ； 

（2）由 bcba


 得 0)(


 bca ，且 0


b ， ca
  ，有 )//( cab


 。 

17. 设 2)(  cba


，则  )()]()[( accbba


      。 

解   )()]()[( accbba


  

acbbaccbba

 )]()[()]()[(  

acbbbcabaccbbbcaba

 ][][  

4)(2)()(  cbaacbcba


。 

18. 求以 )0,0,3(A ， )0,3,0(B ， )2,0,0(C ， )6,5,4(D 为顶点的四面体的体积。 

解    90

651

203

033




ADACAB ， 

所以四面体的体积为   15
6

1
 ADACABV 。 

19. 试利用混合积的定义、定理 3.2.1 及定理 3.2.2 来证明定理 3.2.3. 
证明： 

 (B) 

1. 若 0


 cba ，证明： accbba


 ，并作几何解释。 

证明：给 0


 cba 两边叉乘b

有： 
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0


 cbbabcbbba ， 

从而有 cbba


 ； 

   给 0


 cba 两边叉乘a

有： 

0


 acbaacabaa ， 

从而有 acba


 ； accbba


 。 

在 0


 cba 时，a

，b


， c

可以形成三角形，因此 accbba


 ,, 的模都等于

三角形面积的 2 倍，即这三个向量的模相等，且同向，故相等。 

2. 证明：以 ),( 11 yxA ， ),( 22 yxB ， ),( 33 yxC 为顶点三角形的面积等于 

1

1

1

2

1

33

22

11

yx

yx

yx

 

的绝对值。 

证明： 考虑以 )0,,( 11 yxA ， )0,,( 22 yxB ， )0,,( 33 yxC ， )1,0,0( D 为顶点的四面体的

体积， 

hACABADACABV 
2

1

3

1
)(

6

1
， 1h  

1

1

1

2

1
)(

2

1

2

1

33

22

11

yx

yx

yx

ADACABACABS  。 

3. （1）证明： cbabcacba


)()()(  ； 

   （2）利用（1）证明： ))(())(()()( cbdadbcadcba

 ； 

   （3）利用（1）证明： 0)()()(


 bacacbcba 。 

证明：（1）利用向量积德坐标表示来证明， 

设 ),,( zyx aaaa 


， ),,( zyx bbbb 


， ),,( zyx cccc 


，则 













yx

yx

zx

zx

zy

zy

cc

bb

cc

bb

cc

bb
cb ,,


， 













zy

zy

y
zx

zx
x

yx

yx

x
zy

zy

z
zx

zx
z

yx

yx

y cc

bb
a

cc

bb
a

cc

bb
a

cc

bb
a

cc

bb
a

cc

bb
acba ,,)(



,)()(( xzzyyxxxzzyyxx cbabababcacaca   

,)()( yzzyyxxyzzyyxx cbabababcacaca   
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))()( zzzyyxxzzzyyxx cbabababcacaca  cbabca


)()(   

（2）利用（1）的结论 cbabcacba


)()()(  有

])()[()()()( dcbcdbadcbadcba


     

))(())(( cbdadbca

 ；  

 （3）利用（1）的结论 cbabcacba


)()()(  有

)()()( bacacbcba


  

         0)()()())()()(


 bacabcacbcabcbabca  。 

 

习题 3.3 (A)  

1. 求满足下列条件的平面的方程： 

（1）过原点，且与直线













tz

ty

x

1

1

1

及 1
2

2
1 


 z

y
x 都平行； 

解 两条直线的方向向量分别为： )1,1,0( ， )1,2,1( ， 

于是取平面的法向量为： )1,1,1()1,2,1()1,1,0( n


， 

所以平面的方程为： 0 zyx 。 

（2）过直线 z
y

xL 


 3
0

2
1:1 且与 zy

x
L 


1

2

2
:2 平行； 

解  两条直线的方向向量分别为： )1,0,1(  ， )1,1,2( ， 

于是取平面的法向量为： )1,3,1()1,1,2()1,0,1( n


， 

所求平面过直线 1L 上的点 )3,2,1( ，所以平面的方程为： 023  zyx 。 

（3）平行于平面 0362145  zyx ，且与此平面的距离为 3。 

解 设所求平面的方程为 02145  Dzyx ，取已知平面上的点 )1,2,2( ，  

则点到平面的距离为 3
2)14(5

2)14(2)2(5
222







D
d ， 

解之得   81D ，或 9D ， 

所以满足条件的平面的方程有两个： 0812145  zyx ， 

或  092145  zyx 。 

（4）过点 )9,2,3( A 及 )4,0,6( B ，且与平面 0842  zyx 垂直； 

解 所求平面的法向量与已知平面的法向量 )4,1,2(  垂直，且与 )13,2,9( AB 垂直，

 10 

于是取平面的法向量为： )1,2,1//()5,10,5()13,2,9()4,1,2( n


， 

所以平面的方程为： 0)9()2(2)3(  zyx ，即 022  zyx 。 

（5）过点 )0,0,3(A ，且通过 x 轴；  

解 设所求平面的方程为 0CzBy ， 

将 )0,0,3(A 代入平面方程得 CB 32   

所以平面的方程为： 023  zy 。 

（6）过点 )5,1,2( A ，与直线







2325

324

zyx

zyx
平行，与平面 12  zyx 垂直； 

解 已知直线的方向向量为 )3,2,1()3,2,5()2,1,4( l


， 

所求平面的法向量与已知平面的法向量 )1,1,2(  垂直，且与 l

垂直， 

于是取平面的法向量为： )5,7,1()3,2,1()1,1,2( n


， 

所以平面的方程为： 0)5(5)2(7)2(  zyx ，即 02057  zyx 。 

（7）过点 )3,1,2( 及直线
2

3

3

1

2







zyx
； 

解 平面过点 )3,1,2( 和 )3,1,0(  ，所以垂直于向量 )0,2,2( ，且垂直于直线的方向向量

)2,3,2(l


 

于是取平面的法向量为： )1,2,2//()2,4,4()2,3,2()0,2,2( n


， 

所以平面的方程为： 0)3()1(2)2(2  zyx ，即 0522  zyx 。 

（8）过点 )2,4,3(  且在 3 个坐标轴上的截距相等； 

解  设平面的方程为 azyx  ， 

将点 )2,4,3(  代入平面的方程得 5a ， 

所以平面的方程为： 5 zyx 。 

（9）过点 )1,2,1(  ，且与平面 0123  zyx 以及 0232  zyx 都垂直； 

解  所求平面的法向量与已知平面的法向量 )2,3,1(  与 )2,1,2(  都垂直， 

于是取平面的法向量为 )1,1,1//()7,7,7()2,1,2()2,3,1( n


， 

所以平面的方程为： 0 zyx 。 

2. 求满足下列条件的直线的方程： 

（1）过两个不同的点 ),,( 111 zyxA ， ),,( 222 zyxB ； 

解 取直线的方向向量为 ),,( 212121 zzyyxxAB  ， 

于是直线的方程为：
21

1

21

1

21

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx












。 
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（2）过点 )1,0,2(  ，且与直线







09324

0632

zyx

zyx
平行； 

解 取已知直线的方向向量为 )8,2,7()3,2,4()1,3,2( l


， 

于是直线的方程为：
8

1

27

2 






 zyx

。 

（3）过点 )3,1,2( A ，且与直线
2

6

07

3 


 zyx
垂直相交； 

解 设所求直线的方向向量为 ),,( nmla 


， 

已知直线的方向向量为 )2,0,7(l


，且过点 )6,0,3( B ， 

由所求直线的方向向量与已知直线的方向向量垂直，即 027  nlla


， ① 

又由 laAB


,, 共面有， 0207

915




nml

， ② 

联立①②得 nl
7

2
 ， nm

7

1
 ，于是可取所求直线的方向向量 )7,1,2//( a


 

所以所求直线的方程为：
7

3

1

1

2

2








 zyx

。 

（4）过点 )3,2,1( ，垂直于直线
654

zyx
 ，且平行于平面 010987  zyx ； 

解  设所求直线的方向向量与已知直线的方向向量为 )6,5,4(l


垂直， 

且与已知直线的法向量 )9,8,7(n


垂直， 

于是取所求直线的方向向量为，即 )1,2,1//()3,6,3(  nla


，  

所以所求直线的方程为： 3
2

2
1 




 z
y

x 。 

（5）过点 )3,2,1( ，与 y 轴相交，且与直线 zyx  垂直； 

解  设直线与 y 轴相交于点 )0,,0( b ，且过点 )3,2,1( ， 

所以可设所求直线的方向向量为 )3,2,1( ba 


， 

所求直线方向向量与已知直线的方向向量 )1,1,1(l


垂直， 

所以 0321  bla


即 6b ， )3,4,1( a


， 

所以所求直线的方程为：
34

6 zy
x 




 。 
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（6）过点 )9,5,3(0 P ，且与直线







32

53
:1 xz

xy
L 及直线







105

74
:2 xz

xy
L 都相交。 

解法 1  设过点 )9,5,3(0 P 及直线 1L 的平面为 1 ，法向量为 1n

， 

因为直线 1L 的对称式方程为
2

3

3

5 





zy
x ， 

所以直线 1L 的方向向量为 )2,3,1(1 a


，过 )9,5,3(1 P ， 

则 )1,2,4//()9,18,36(0111  PPan


， 

于是平面为 1 的方程为： 01324  zyx ； 

同理设过点 )9,5,3(0 P 及直线 2L 的平面为 2 ，法向量为 2n

， 

因为直线 2L 的对称式方程为
5

10

4

7 





zy
x ， 

所以直线 2L 的方向向量为 )5,4,1(2 a


，过 )10,7,0(2 P ， 

则 )12,7,32//()24,14,64(0222  PPan


， 

于是平面为 2 的方程为： 016912732  zyx ；， 

所以所求直线的方程为：







.016912732

,01324

zyx

zyx
。 

解法 2 设所求直线与直线 1L 交于 )32,53,(  aaaP ， 

则所求直线的方向向量为 )122,3,3(  aaal


， 

又所求直线与直线 2L 相交，直线 2L 的方向向量为 )5,4,1(2 a


，且过 )10,7,0(2 P  

所以 022 ,, PPal


共面，即   0

1123

541

3233

022 





aaa

PPal


 

解之得
29

240
a ，即 )92,80,17//()122,3,3(  aaal


 

所以所求直线的方程为：
92

9

80

5

17

3 





 zyx
。 

3. 求原点 )0,0,0(O 关于平面 0121926  zyx 的对称点； 

解 设对称点为 ),,( cbaP ，则 ),,( cbaOP  与已知平面的法向量 )9,2,6( n


平行， 

所以
926 


cba

，即 ba 3 ， bc 5.4 ，① 

又由原点 )0,0,0(O 和对称点 ),,( cbaP 到平面的距离相等， 
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即 11
)9(26

121926
222




 cba
，② 

联立①②得 4b ， 12a ， 18c  

即对称点为 )18,4,12(  。 

4. 在平面 02:  zyx 上找一点，使它与下列 3 点的距离都相等： )5,1,2(A ，

)1,3,4( B )3,1,2( C ； 

解 设所求点为 ),,( cbaP ，则 321 PPPPPP  ，即 

02  cba ， 

222222 )1()3()4()5()1()2(  cbacba ， 

222222 )3()1()2()5()1()2(  cbacba ， 

解之得
5

7
a ， 1b ，

5

1
c ， 

即满足条件的点为 )
5

1
,1,

5

7
(p 。 

5. 单项选择题（下列每小题所提供的 4 个备选项中只有一项是正确的，试选出正确的选项，

并说明理由） 

（1）设有直线







03102

0123
:1 zyx

zyx
L 及平面 0224:  zyx ，则直线 L  

（A）平行于 ；  （B）在 上；  （C）垂直于 ； （D）与 斜交.  

解 设所求点为 ),,( cbaP ，直线与 y 轴相交于点 )0,,0( b ，且过点 )3,2,1( ， 

所以可设所求直线的方向向量为 )3,2,1( ba 


， 

所求直线方向向量与已知直线的方向向量 )1,1,1(l


垂直， 

所以 0321  bla


即 6b ， )3,4,1( a


， 

所以所求直线的方程为：
34

6 zy
x 




  

 

（2）设矩阵

















333

222

111

cba

cba

cba

是满秩的，则直线
21

3

21

3

21

3

cc

cz

bb

by

aa

ax












与 

直线
32

1

32

1

32

1

cc

cz

bb

by

aa

ax












  

（A）相交于一点；  （B）重合； （C）平行但不重合； （Ｄ）异面． 
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解设所求点为 ),,( cbaP ，直线与 y 轴相交于点 )0,,0( b ，且过点 )3,2,1( ， 

所以可设所求直线的方向向量为 )3,2,1( ba 


， 

所求直线方向向量与已知直线的方向向量 )1,1,1(l


垂直， 

所以 0321  bla


即 6b ， )3,4,1( a


， 

所以所求直线的方程为：
34

6 zy
x 




  

6. 已知平面 0523:  zyx 与直线
4

5
4

5

7
:1




 z
y

x
L 的交点为Ｍ，若 

直线 L 在 上，过Ｍ点，且与 1L 垂直，试求 L 的方程。 

解 设 t
z

y
x

L 





4

5
4

5

7
:1 ，则 tx 57  ， ty  4 ， tz 45 ，代入平面

的方程得 1t ， 即 )1,3,2(M ； 

所求直线方向向量与已知直线的方向向量垂直，与已知平面的法向量也垂直， 

所以可设所求直线 L 的方向向量为 )4,1,3//()8,2,6()4,1,5()2,1,3( a


 

因此所求直线的方程为：
4

1

1

3

3

2








 zyx

。 

7. 求两个平面 0422  zyx 与 05  yx 的夹角； 

解 已知平面的法向量分别为 )2,1,2(1 n


， )0,1,1(2 n


， 

2

2
cos

21

21 



nn

nn




 ，即两平面的夹角为
4

  。  

8. 求两条直线 8
2

4
1 




 z
y

x 与







32

6

zy

yx
的夹角； 

解 将直线







32

6

zy

yx
化为对称式方程

2

3

11

6





 zyx

 ， 

则两直线的方向向量分别为 )1,2,1(1 l


， )2,1,1(2 l


， 

2

1
cos

21

21





ll

ll




 ，即两直线的夹角为
3

  。  

9. 求直线
6

5

3

4

2

3 





 zyx
与平面 0 zyx 的交点及夹角； 

解 易知直线的参数方程为 tx 23 ， ty 34  ， tz 65  ，代入平面的方程得

11

12
t ， 即 )

11

17
,

11

8
,

11

9
( M ； 
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已知直线的方向向量为 )6,3,2(a


，平面的法向量为 )1,1,1(n


， 

21

311
),cos(sin 2 




an

an
an 


 ，即直线与平面的夹角为

21

311
arcsin 。  

10. 求通过 z 轴，且与平面 0752  zyx 的夹角为
3


的平面的方程； 

解 设所求平面的方程为 0 ByAx ，则两平面的法向量分别为 )0,,(1 BAn 


，

)5,1,2(2 n


， 

2

1

10

2

3
cos

22
21

21 








BA

BA

nn

nn





，解之得 AB 3 或 BA 3 ， 

即所求平面的方程为： 03  yx 或 03  yx 。 

11. 设平面 S 过 3 点 )0,0,1( ， )0,1,0( ， )1,0,0( ，直线 L 过原点，与 S 的夹角为
4


，且位

于平面 yx  上，求直线 L 的方程； 

解 设所求直线方向向量 ),,( nmla 


，则直线的方程为：
n

z

m

y

l

x
 ， 

直线位于平面 yx  上，所以 ml  ，① 

又平面 S 的法向量为 )1,1,1//()1,1,1()0,1,1()1,0,1( n


， 

2

2

3
),cos(

4
sin

222

2 








nml

nml

an

an
an 




，② 

联立①②得 1 ml ， ln )234(   

所以所求直线的方程为
234 


z

yx 。 

12. 已知一平面平行于平面 021236  zyx ，且与半径为 1 中心在原点的球面相切，

求该平面的方程； 

解 设所求平面的方程为 0236  Dzyx ，则中心 )0,0,0( 到平面的距离为 1
7


D
， 

7D ，即所求平面的方程为 07236  zyx 。 

13.  证明：若两平行平面于任意第 3 个平面相交，则两条交线平行。 

证明：设两平行平面的法向量为n

，第 3 个平面的法向量为 1n


，则两条交线方向向量均可

取为 1nnl


 ，从而两条交线平行。 

14. 证明直线
1

1

2

1

3

1
:1







 zyx
L 与

2

4

3

5
4:2








zy

xL 位于同一平面上，并

 16 

求这两条直线的交点坐标及所在平面的方程； 

证明：直线 1L 的方向向量为 )1,2,3(1 a


，且过点 )1,1,1(1 P ，直线 2L 的方向向量为

)2,3,1(2 a


，且过点 )4,5,4(2 P ， 

于是有 0][ 2121 PPaa


，所以直线 1L 与直线 2L 位于同一平面上。 

直线 1L 参数方程为 tx 31 ， ty 21 ， tz  1 ，代入的直线 2L 的方程得

1t ， 即交点坐标为 )0,1,2( ； 

取直线 1L 与直线 2L 所在平面的法向量为 )11,5,7(21  aan


 

于是直线 1L 与直线 2L 所在平面的方程为： 091157  zyx  。 

15. 求点 )1,2,1(  到平面 012  zyx 的距离； 

解  由点到平面的距离公式有 

6

6

6

1
222

111 





CBA

DCzByAx
d 。 

16. 求两个平面 01 zyx 与 03222  zyx 之间的距离； 

解  平面 01 zyx 过点 )3,1,1(P ，两平面之间的距离就是点 )3,1,1(P 到平面

03222  zyx 的距离： 

6

35
222

111 





CBA

DCzByAx
d 。 

17. 设有直线







13

3
:1 zyx

yx
L ，直线

22

5
1:2

zy
xL 




 , 点 )1,0,1( M  

（1）求 1L 的对称式方程； 

（2）求点M 到 1L 的距离； 

（3）求 1L 与 2L 之间的距离. 

解（1）由 3 yx 得 yx  3 ， 

再将 yx  3 代入 13  zyx 得
2

8





z

y ， 

于是 1L 的对称式方程为；
2

8
3





z

yx ； 

（2）直线 1L 的方向向量为 )2,1,1(1 a


，且过点 )8,0,3(1 P ， 

于是点M 到 1L 的距离为： 

3

93

6

)2,1,1()7,0,2(

1

110
111 







a

aMP
aMPd 




； 
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（3）直线 2L 的方向向量为 )2,2,1(2 a


，且过点 )0,5,1(2 P ， 

因为   202121 PPaa


， 1L 与 2L 异面，于是 1L 与 1L 之间的距离为： 

 
29

2920

21

2121

2 



aa

PPaa
d 



 . 

 

 (B) 

求常数 k 的值,使下列 3 个平面过同一直线: 

1423:1  zyx ; 328:2  zyx ; 23:3  zykx , 

并求出此直线的对称式方程。 

解法 1  平面 1 与平面 2 的交线 L 过 )
2

1
,

2

1
,0( P ，且方向向量为: 

)13,5,14//()2,8,1()4,2,3(21  nna


， 

所以交线 L 的参数方程为： tztytx 13
2

1
,5

2

1
,14  ， 

直线 L的方向向量与平面 3 的法向量垂直，所以 0131514  kna


，即 2k ； 

且当 2k 时，平面 1 与平面 2 交线 L的参数方程满足平面 3 的方程，即平面 3 通过

交线 L，于是当 2k 时，3 个平面过同一直线。 

解法 2  设过平面 1 与平面 2 的交线的平面束为： 

0)328(1423  zyxzyx  ， 

即     031)24()82()3(   zyx ， 

又平面束与平面 3 的法向量平行，因此有 
1

24

3

823  







k

， 

解之得 1,2  k ，因此，当 2k 时，3 个平面过同一直线。 

 

第 3 章习题 

1. 填空题 

（1）设 2)(  cba


，则  )()]()[( accbba
       。 

（2）以 )1,1,5( A ， )3,4,0( B ， )7,3,1( C 为顶点的三角形的面积=       。 

（3）过原点及 )2,3,6(  ，且与平面 824  zyx 垂直的平面的方程为             。 

（4）若直线


1

2

1
1







zy
x 与直线 zyx  11 相交，则           。 
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（5）点 )0,1,2( 到平面 0543  zyx 的距离为             。 

解 （1） 2)(  cba


 ， 

)(][)()]()[( accbcabaaccbba


  

acbcabaccbcaba

 ][][  

42  cbaacbcba


。 

（2） ji

kji

ACAB




 2424

844

455 

 ， 

212
2

1
 ACABS 。 

（3）过原点及 )2,3,6(  的方向向量为 )2,3,6( a


，已知平面的法向量为

)2,1,4(1 n


，所以可取所求平面的法向量 )3,2,2//(1  nan


，因此所求平面的方

程为 0322  zyx 。 

（4）将直线


1

2

1
1







zy
x 的参数方程 tztytx  1,21,1 代入直线

zyx  11 中，得
4

5
,4  t 。 

（5）点 )0,1,2( 到平面 0543  zyx 的距离： 

2
222

111 





CBA

DCzByAx
d 。 

2． 单项选择题 

（1）设向量 cba


,, 不共面，下列结论正确的是【 B 】 

    （A） baca


,, 必不共面；        （B） c

可由 baba


,, 惟一地线性表示； 

   （C）当 baca

 时，必有 cb


 ； （D）当 baca


 时，必有 cb


 。 

解  

（2）设O为直线 AB 以外的一点，则 3 点 CBA ,, 共线的充要条件是【 A 】 

（A）存在满足 1  的常数 , ，使得 OBOAOC   ；     

（B）若 0321


 OCkOBkOAk ，则 0321  kkk ；  

（C）若 021


 ACkABk ，则 021  kk ； 

 （D） 0)(  OCOBOA  ； 
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（3）设有直线
62

1
1:

zy
xL 




 和平面 0132:  zyx ，则【 D 】 

    （A） L 与 平行但不在 上；     （B） L 在 上； 

（C） L 与 垂直相交；           （D） L 与 相交但不垂直。 

（4）设有直线 64,23,32:1  tztytxL 和

4,14,5:2  tztytxL ，则 1L 与 2L 【 C 】 

    （A）为异面直线；     （B）平行但不重合； 

    （C）相交但不垂直；   （D）垂直相交。 

（5）若 4 点 )2,0,1( A ， )0,,7( xB ， )1,6,8(C ， )1,6,2(D 共面，则 x  【 C 】 

    （A）0；     （B）6；  （C）4； （D） 4 。 

3．求通过直线







05

02

zyx

zx
且垂直于平面 0347  zyx 的平面的方程； 

解  设过直线的平面束为： 

0)2(5  zxzyx  ， 

即     05)1()21(  zyx  ， 

又平面束与已知平面的法向量垂直，因此有 0)1(41)21(7   ， 

解之得
5

1
 ，因此，所求平面的方程为 025453  zyx 。 

4．直线 L 过点 )2,0,1(0 P ，与平面 0123  zyx 平行，与直线 z
yx








2

3

4

1
相

交，求该直线L 的对称式方程。 

解 设直线 L 的方向向量为 ),,( nmla 


，所求直线与已知直线相交，所以共面， 

而已知直线的方向向量 )1,2,4(1 a


，且过 )0,3,1(1P ，因此

  01287

230

124101  nml

nml

PPaa


，① 

又直线 L 与已知平面法向量 )2,1,3( n


垂直， 023  nmlna


，②  

联立①②解之得： ml
25

2
 ， mn

50

31
 ，于是可取直线L 的方向向量 )31,50,4( a


， 

因此直线 L 的对称式方程为：
31

2

504

1








 zyx

。 

5．求点 )3,2,1(0P 到直线






032

01

zx

zyx
的距离。 
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解 已知直线过点 )3,4,0(1P ，且方向向量 )2,3,1()1,0,2()1,1,1( a


， 

因此点 )3,2,1(0P 到直线的距离为：
2

610





a

aPP
d 



。 

6．设有点 )1,3,2(0 P ，直线 z
yx

L 







1

1

2

1
:1 。  

（1）求 0P 且与 1L 垂直相交的直线的对称式方程； 

（2）求 0P 到 1L 的垂足点 1P ； 

（3）求 0P 关于 1L 的对称点 2P 。 

解 （1）设过点 0P 且与 1L 垂直相交的直线的方向向量 ),,( nmla 


，则 ),,( nmla 


与直

线 1L 的方向向量 )1,1,2(1 a


垂直，所以 021  nmlaa


，① 

又 110 ,, aaPP

共面，   053101  nmlPPaa


，②  

联立①②解之得： nl
5

4
 ， nm

5

13
 ，于是可取直线的方向向量 )5,13,4(a


， 

因此直线 L 的对称式方程为：
5

1

13

3

4

2 






 zyx

； 

（2）联立直线 1L 与 L 的方程，解之得 )
6

1
,

6

5
,

3

4
(1 P ； 

（3）设 0P 关于直线 1L 的对称点为 ),,(2 zyxP ，则  

3

4

2

2


x
，

6

5

2

3


y
，

6

1

2

1


z
， 

即 )
3

2
,

3

4
,

3

2
(2P 。 

7．（1）已知 MAMP  ，将MP 绕 MA右旋角度 得
1MP ，记

MA

MA
e 


，试用 e
，MP

及 表出
1MP ； 

（2）设 APO ,, 是 3 个不同点，将OP 绕OA右旋角度 得
1OP ，记

OA

OA
e 


，试用 e
，

OP 及 表出
1OP ； 
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习题 4.1 (A)  

1．用消元法求下列方程组的解： 

（1）




















;187452

,218652

,8423

,10332

,1535

4321

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 （2）
















;3377

,13

,3

,4342

431

321

431

4321

xxx

xxx

xxx

xxxx

 

（3）
















;3377

,13

,3

,4342

431

321

431

4321

xxx

xxx

xxx

xxxx

   （4）
















;3377

,13

,3

,4342

431

321

431

4321

xxx

xxx

xxx

xxxx

 

解 （1）




























 




























121630

92430

71320

50210

153511

187452

218652

84231

103321

153511

15

14

13

12

2

2

rr

rr

rr

rr

 
























 
























  



31000

00000

31100

50210

153511

31000

62200

31100

50210

153511

3425

24

23

23

3

2

rrrr

rr

rr

， 

与最后这个简化行阶梯形矩阵对应的方程组（原方程组的同解方程组）为   

  




















;3

,3

,52

,1535

4

43

32

4321

x

xx

xx

xxxx

 

于是得方程组有唯一解：
















;3

,0

,5

,11

4

3

2

1

x

x

x

x
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（2）
























 





























244000

103210

21210

31101

33707

10113

31101

43412

12

24

23

21

7

3

2

rr

rr

rr

rr

 

                






















  




00000

61000

21210

31101

2

)(2

3

324

23

r

rrr

rr

， 

与最后这个简化行阶梯形矩阵对应的方程组（原方程组的同解方程组）为    

             











;6

,22

,3

4

432

431

x

xxx

xxx

  

设 3x 为自由未知量，于是得方程组有无穷多个解， 

            











;6

,82

,3

4

32

31

x

xx

xx

    （ 3x 可以任意取值）。 

（3）

















 

 

























1470

1420

2130

411

692

411

574

253

34

31

32

31

2

3

4

rr

rr

rr

rr

 

              























 

















 

  








000

500

710

411

210

000

710

411

24

34

4

23

3

7
3

2
2

rr

rr

r

rr

r

 ， 

所以该方程组只有零解： 

;0,0,0 321  xxx    

（4）
























 





























66390

04002

26130

01001

61395

65397

24132

01001

14

43

12

5

2

rr

rr

rr

 



 3 

             






















  



00000

01000

26130

01101

34

24

13

12)3(

6)2(

rr

rr

rr

   ， 

与最后这个简化行阶梯形矩阵对应的方程组（原方程组的同解方程组）为    

        











;0

,0263

,0

4

5432

41

x

xxxx

xx

  

设 3x ， 5x 为自由未知量，于是得方程组有无穷多个解， 

       














;0

,
3
2

3
1
,0

4

532

1

x

xxx

x

    （ 3x ， 5x 可以任意取值）。 

2．已知平面上 3 条不同直线的方程分别为（其中 cba ,, 为常数） 

   032  cbyax ， 032  acybx ， 032  baycx  

证明：这 3 条直线交于一点的充分必要条件为 0 cba 。 

证明：3 条直线交于一点 3 条直线方程联立所得方程组有惟一解； 

                       2)()(  ArAr    

           0)det(  A 即 0

32

32

32






bac

acb

cba

， 

          0])()())[(( 222  cbcabacba  

         由已知平面上 3 条不同直线，知 

              0)()()( 222  cbcaba （否则 3 条直线相同） 

         0 cba 。 

 

习题 4.2 (A) 

1．设 321 ,, aaa 是互不相同的数，证明：任一 3 维向量
Tbbb ),,( 321 都可由向量组

Taa ),,1( 2
111  ， Taa ),,1( 2

222  ，
Taa ),,1( 2

333  线性表出。 

证明：设 ),,( 321 A ， 

       0))()(()det( 121323  aaaaaaA ， 

      321 ,,  线性无关，而 321 ,,,  是 4 个 3 维向量必线性相关， 
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      所以对于任一 3 维向量  都可由向量组 321 ,, aaa 线性表出。 

2．试将向量 用向量组 4321 ,,,  线性表示，其中 T)1,1,2,1( ， T)1,1,1,1(1  ，

T)1,1,1,1(2  ，
T)1,1,1,1(3  ， T)1,1,1,1(4  。 

解   设有一组数 4321 ,,, xxxx ，使得 44332211  xxxx  ， 

   记作     Ax

x

x

x

x























4

3

2

1

4321 ),,,(    

















































14000

02020

12200

11111

11111

11111

21111

11111

),,,,( 4321 A ， 

 
4

1
,

4

1
,

4

1
,

4

5
4321  xxxx ， 

  即 4321 4

1

4

1

4

1

4

5   。 

3．设向量 Tb),1,0,1( ， T)0,0,1,3(1  ， T)1,1,1,2(2  ，
Ta )3,2,1,1(3  ，

问 ba, 取何值时，  可由 321 ,,  线性表示？并求出此表示式。 

解   设有一组数 321 ,, xxx ，使得 332211  xxx  ， 记作 Ax ， 

对该非齐次线性方程组的增广矩阵进行初等变换，














































0000

1100

1210

0111

310

1210

0111

1123

),,,( 321 ba

ba

A  ， 

（1）当 1,1  ba 时，方程组无解，  不能由 321 ,,  线性表出； 

（2）当 1a 时， 3)()(  ArAr ，方程组有惟一解， 

由  























































0000
1

1
100

1

32
010

1

2
001

0000

1100

1210

0111

a

b
a

ba
a

ab

ba
知， 
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方程组唯一的解为：
1

1
,

1

32
,

1

2
321 












a

b
x

a

ba
x

a

ab
x ， 

从而 可由 321 ,,  唯一线性表示，且 321 1

1

1

32

1

2 












a

b

a

ba

a

ab
； 

（3）当 1,1  ba 时， 32)()(  ArAr ，方程组有无穷多个解， 

由

















 





















0000

0000

1210

1101

0000

0000

1210

0111

知 

方程组的通解为： cxcxcx  321 ,21,1  

从而 可由 321 ,,  线性表示，且 

321 )21()1(  ccc  ，其中 c 为任意常数； 

4．下列命题是否正确？如正确，给出证明；如不正确，举出反例： 

（1）若向量组 m ,,, 21  线性相关，则其中每一个向量都可由该组其余 m-1 个向量线

性表示；  

（2）若向量组 m ,,, 21  中存在一个向量不能由该组其余 m-1 个向量线性表示，则该

向量组线性无关；  

（3）齐次线性方程组 0Ax 只有零解的充要条件是的 A列向量组线性无关；  

（4）对于实向量
T

naaax ),,,( 21  ，则 0xxT ，而且 00  xxxT ； 

解 （1）不正确。例如向量组 T)0,0,1(1  ， T)0,0,2(2  ，
T),0,1,0(3  线性相关，

但 3 不能由 21, 线性表示； 

（2）不正确。例如向量组 T)0,0,1(1  ， T)0,0,2(2  ，
T),0,1,0(3  线性相关，但 3

不能由 21, 线性表示； 

（3）正确。将 A按列分块 m ,,, 21  ，则 02211  mmxxxAx   ， 

    因为齐次线性方程组 0Ax 只有零解，所以 m ,,, 21  线性无关； 

    若 m ,,, 21  线性无关，则 02211  mmxxx   成立，有 

   021  mxxx  ，即齐次线性方程组 0Ax 只有零解。 

（4）正确。
22

2
2
1 n

T aaaxx   ， 0 xxT ； 

        00 22
2

2
1  n

T aaaxx  0021  xaaa n 。 
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5．问取何值时，向量组 )
2

1
,

2

1
,(1   ， )

2

1
,,

2

1
(2   ， ),

2

1
,

2

1
(2   ，

线性相关？ 

解  321 ,,  线性相关，则 0),,det( 321 TTT   

      即 0)
2

1
)(1(

2

1

2

1
2

1

2

1
2

1

2

1

















， 

     1 或
2

1
 。 

6．设 n ,,, 21  是一组维列向量，证明：向量组 n ,,, 21  线性无关的充分必要条

件是行列式: 0

21

22212

12111



n
T
n

T
n

T
n

n
TTT

n
TTT

D














。 

证明：设 ),,,( 21 nA   ， 则向量组 n ,,, 21  线性无关 0)det(  A ，     

         0)det()det( 2  AAAD T . 

7．判断下列向量组的线性相关性： 

（1） T)9,4,2,6(1  ， T)3,2,1,3(2  ，
T)0,2,3,15(3  ；  

（2） T)2,3,1,2(1  ， T)1,1,2,1(2  ，
T)0,1,1,0(3  ； 

（3） Ta )1,1,,1(1  ， Ta )1,,1,1(2  ，
Ta),1,1,1(3  ； 

解 利用矩阵的秩判定向量组的线性相关与线性无关性。 

（1）











































000

200

310

1536

039

224

312

1536

),,( 321 A ，  

  3)( Ar ，  321 ,,  线性无关； 

（2）



















































010

110

120

010

012

113

121

012

),,( 321 A ，  
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   32)( Ar ，   321 ,,  线性相关； 

（3）

















































100

010

110

111

11

11

11

111

),,( 321

a

a

aa

a

a

a
A  ， 

   当 1a 时， 32)( Ar ，  321 ,,  线性相关；  

   当 1a 时， 3)( Ar ，  321 ,,  线性无关。 

8．试说出定理 4.2.3 的逆否命题。 

解  向量组 m ,,, 21  线性无关的充分必要条件是该向量组中每一个向量都不能由其  

    余 m-1 个向量线性表示。  

9．利用定理 4.2.2 证明：若 r 维向量组 

         sjaaa T
rjjjj ,,2,1,),,,( 21    

线性无关，则对 s ,,, 21  中每个向量在相同位置上任意添加分量所得的 r+1 维向量组   

       sjaaaa T
jrrjjjj ,,2,1,),,,,( ,121      

也线性无关，并说出此命题的逆否命题。 

证明：用反证法。设向量组 s ,,, 21  线性相关，利用定理 4.2.2 知： 

方程组 0],,,[ 2

1

21 



















s

s

x

x

x


  有非零解

T
saaax ),,,( 21  ， 

而该非零解
T

saaax ),,,( 21  也是方程组 0],,,[ 2

1

21 



















s

s

x

x

x


  的非零解， 

于是利用定理 4.2.2 知 s ,,, 21  线性线性相关，与已知矛盾，即结论成立。 

逆否命题：若 r+1 维向量组 

         sjaaaa T
jrrjjjj ,,2,1,),,,,( ,121     

线性相关，则对 s ,,, 21  中每个向量去掉在相同位置上的分量所得的 r 维向量组   

        sjaaa T
rjjjj ,,2,1,),,,( 21    

仍线性相关。 

10．设向量 可向量组 m ,,, 21  线性表示，但  不能由 121 ,,, m  线性表示，

 8 

证明： m 可以由  ,,,, 121 m 线性表示。 

证明：向量  可向量组 m ,,, 21  线性表示知，有 k 个常数 mkkk ,,, 21  ，使得 

mmkkk   2211  

    又  不能由 121 ,,, m  线性表示知 0mk ，（否则， 能由 121 ,,, m  线

性表示） 

    于是有     )(
1

112211  mm
m

m kkk
k

    

   即 m 可以由  ,,,, 121 m 线性表示  

11．设向量组 321 ,,  线性相关，而向量组 432 ,,  线性无关，问 

（1） 1 能否由 32 , 线性表示，为什么？ 

（2） 4 能否由 321 ,,  线性表示，为什么？ 

解 （1）能。因为向量组 321 ,,  线性相关， 

所以存在不全为零的常数 321 ,, kkk ，使得 0332211   kkk ； 

又向量组 432 ,,  线性无关知 32 , 线性无关，因此 01 k （否则 32 , 线性相关）， 

于是 3
1

3
2

1

2
1 

k

k

k

k
 ，即 1 能由 32 , 线性表示； 

（2）不能。由（1）知 1 能由 32 , 线性表示，  

     假设 4 能由 321 ,,  线性表示，则 4 能由 32 , 线性表示，即 432 ,,  线性相

关，与已知矛盾，即 4 不能由 321 ,,  线性表示。 

12．设向量组 )3(,,, 21 mm  线性无关，证明：向量组 m  321 ，

m  312 ，…， 121  mm   线性无关。 

证明：设存在一组数 mkkk ,,, 21  ，使得 

     mmkkk   22110  

       mmmm kkkkkkkkk  )()()( 21231132    

因为向量组 m ,,, 21  线性无关, 所以上市成立的充分必要条件是系数全为零，即    

      
















 0

0

0

121

31

32

m

m

m

kkk

kkk

kkk









  ， 
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    上面以 mkkk ,,, 21  为未知数的方程组的系数行列式 0D ，所以该方程组有惟一的

零解，即 021  mkkk  ，因此向量组 m ,,, 21  线性无关。 

13．设 t ,,, 21  为齐次线性方程组 0Ax 的 t 个线性无关的解向量，而向量 是非

齐次线性方程组 bAx  的解，证明：   t,,,, 21  是方程组 bAx  的 t+1

个线性无关的解向量。 

证明：因为 t ,,, 21  为齐次线性方程组 0Ax 的 t 个线性无关的解向量， 

      所以        .,,2,1,0 tiA i     ① 

  又向量  是非齐次线性方程组 bAx  的解，即 

                      bA  ，  ② 

将①②式相加得， .,,2,1,)( tibA i       

所以   t,,,, 21  是方程组 bAx  的 t+1 个解向量； 

设存在一组数 121 ,,, tkkk  ，使得 

      12211 )()()(0  ttt kkkk   

        )( 1212211  ttt kkkkkk  ，③ 

给③式两边左乘矩阵 A，再将①②代入得， 0121  tkkk   

因为向量组 t ,,, 21  线性无关，所以 021  tkkk  ， 

从而有 01 tk ，于是向量组   t,,,, 21  线性无关； 

综上得：   t,,,, 21  是方程组 bAx  的 t+1 个线性无关的解向量。 

14．设向量 可向量组 m ,,, 21  线性表示，证明： 

     表示式惟一向量组 m ,,, 21  线性无关。 

证明： 向量 可向量组 m ,,, 21  线性表示，即存在一组数 mxxx ,,, 21  ，使得 

           mmxxx 2211 ，① 

      表示式惟一方程组①有惟一解；    

                 mrr mm  ),,,(),,,,( 2121   ， 

                向量组 m ,,, 21  线性无关。 

15．设向量组 m ,,, 21  线性无关，而且向量  不能由 m ,,, 21  线性表示， 

证明：  ,,,, 21 m 线性无关。 

证明：设有一组数 mkkkk ,,,, 21  ，使得 

 10 

       02211   kkkk mm    ，① 

     因为向量  不能由 m ,,, 21  线性表示， 

   所以 0k （否则向量 可以由由 m ,,, 21  线性表示）， 

   因为向量组 m ,,, 21  线性无关，所以    

      00 212211  mmm kkkkkk   ， 

   所以向量组  ,,,, 21 m 线性无关。 

16．设向量组 r ,,, 21  线性无关，向量组 s ,,, 21  可由向量组 r ,,, 21  线性 

表示，写成矩阵的形式就是 

       Brs ][][ 2121        ， 

  其中矩阵 srijbB  )( ，试证向量组 s ,,, 21  线性无关 sBr  )( ，特别当 rs  时

有 s ,,, 21  线性无关 0)det(  B 。 

证明：必要性。因为向量组 s ,,, 21  线性无关， sr s  ),,,( 21   ， 

又 Brs ][][ 2121    ， srBrs s  ),,,()( 21   ，即 sBr )( 。 

充分性。设有一组数 skkk ,,, 21  ，使得 

          02211  sskkk   ，① 

由 Brs ][][ 2121    知， 

       .,,2,1,2211 sjbbb rrjjjj    ② 

将②代入①有 

      
0)(

)()(

2211

2222221111122111




rrssrr

ssss

bkbkbk
bkbkbkbkbkbk







，③ 

又向量组 r ,,, 21  线性无关，所以③中系数全为零。 

考察齐次线性方程组 0Bx ，由于  sBr )( 未知数的个数，所以该方程组只有零解。

即 021  skkk  ，所以向量组 s ,,, 21  线性无关。 

特别地，当 rs  时，有 s ,,, 21  线性无关 sBr  )( 0)det(  B ，从而结论成

立。 

17．设向量组 321 ,,  线性无关，试利用上题的结论判别下列向量组的线性相关性。 

（1） 211 2  ， 322 32   ， 133 4   ； 

（2） 3211   ， 3212 2232   ， 3213 553   ； 
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解  （1） B][][ 321321   ，其中















 


430

022

101

B ， 

02)det( B ，且 321 ,,  线性无关， 321 ,,  线性无关； 

（2） C][][ 321321   ，其中


















5221

531

321

C ， 

0)det( C ， 321 ,,  线性相关。 

 

 (B)  

1．设 A 为 n 阶方阵，k 为正整数， 为齐次线性方程组 0xAk 的解向量，但 01  kA

证明：向量组  1,,, kAA  线性无关。 

证明：设有一组数 kxxx ,,, 21  ，使得 

               01
21    k

k AxAxx  ，① 

  因为 为齐次线性方程组 0xAk 的解向量，所以 

         0kA  ， 01  kA  ，…， 022  kA ， ② 

给①式两边左乘 1kA ，再②式将代入有 01
1  kAx ，由 01  kA 知 01 x ， 

同理给①式两边分别左乘 2kA ， 3kA ，… ， A，可得 

           02 x ， 03 x ，… ， 0kx ， 

因此向量组  1,,, kAA  线性无关。 

2．设 );,,2,1(,),,,( 21 nrriaaa T
iniii   ，已知向量组 r ,,, 21  线性无关，

且
T

nbbb ),,,( 21  是齐次线性方程组 ),,2,1(0
1

rixa jij

n

j




的非零解向量，试判

定向量组  ,,,, 21 r 的线性相关性。 

解  设有一组数 rkkkk ,,,, 21  ，使得 

               02211  rrkkkk   ，① 

  因为 为齐次线性方程组 ),,2,1(0
1

rixa jij

n

j




的非零解向量，所以 

            0
1




ijj

n

j
i

T ab   ， 0 T ， ② 
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给①式两边左乘 T ，再②式将代入有 

0)( 2211   T
rr

T kkkkk   

 于是有  0k ， 02211  rrkkk   ， 

又向量组 r ,,, 21  线性无关，有 021  rkkk  ， 

所以向量组  ,,,, 21 r 的线性无关。 

 

习题 4.3 (A) 

1．已知向量组 Ta )1,3,( ， Tb )3,,2( ， T)1,2,1( ， T)1,3,2( 的秩为 2，试求 a，b 的值。 

解  因为 T)1,2,1( ， T)1,3,2( 的线性无关，且向量组的秩为 2， 

  所以向量组 Ta )1,3,( ， T)1,2,1( ， T)1,3,2( 和 Tb )3,,2( ， T)1,2,1( ， T)1,3,2( 皆线性相关， 

于是有 02

111

323

21

 a

a

和 05

113

32

212

 bb ，即 5,2  ba 。 

2．求下列向量组的一个极大无关组及向量组的秩，并用极大无关组线性表示该组中其他

向量：  

（1） T)4,2,1,1(1  ， T)2,1,3,0(2  ，
T)14,7,0,3(3  ， T)0,2,2,1(4  ，

T)10,5,1,2(5  ； 

（2） T)1,1,1,1(1  ， T)4,3,2,1(2  ，
T)0,1,1,0(3  ， T)13,7,3,1(4  ， 

T)10,5,2,1(5  ； 

解  （1）将 ),,,,( 54321 A 用初等变换化为阶梯形 




















 






















 



24220

14110

31330

21301

1001424

52712

12031

21301

14

13

12

4

2

rr

rr

rr

A ，




















 




















  







00000

01000

14110

20301

012000

011000

14110

21301

34

4

3

24

23

32

12

11

2

3

rr

r

r

rr

rr

rr

 

   所以极大无关组为 421 ,,  ，向量组的秩为 3，且 

           213 3   ， 215 2   。 
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（2）将 ),,,,( 54321 A 用初等变换化为阶梯形



















 



















 



9121530

46820

12310

11111

10131641

57931

23421

11111

14

13

12

rr

rr

rr

A  



















  



00000

11100

12310

11111

34

24

23

2

3

2

rr

rr

rr

， 

   所以极大无关组为 321 ,,  ，向量组的秩为 3，且 

           3214   ， 3215 22   。 

3．设有向量组（I）： T)3,1,1,1(1  ， T)1,5,3,1(2  ，
Tp )2,1,2,3(3  ， 

Tp),10,6,2(4  ， 

（1）p 取何值时，向量组（I）线性无关？并在此时将 T)10,6,1,4( 用向量组（I）线性

表出；  

（2）p 取何值时，向量组（I）线性相关？并在此时求向量组（I）的秩及一个极大无关组。 

 解   记 ),,,,( 4321 A ，并将其用初等变换化为阶梯形

























 

























 



26740

212460

34120

42311

82213

610151

16231

42311

14

13

12

3

pppp

A rr

rr

rr























 
























  






pppp

rpr

r

rr

rr

r

12000

10100

34120

42311

82900

70700

34120

42311

34

3

24

23

2

)9(

)7(

2

3

)1(

， 

   所以（1）当 2p 时向量组（I）线性无关，且由阶梯形可得    

           4321 2

1

2

43
2 









p

p

p

p
 ； 

（2）当 2p 时，向量组（I）线性相关，此时向量组（I）的秩为 3， 321 ,,  是一个

极大无关组。 

4．设 211   ， 322   ，… ， 1  mm ，其中 m 为大于 2 的奇数， 

证明：向量组 m ,,, 21  与向量组 m ,,, 21  有相同的秩。 
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证法 1： )(2 2121 mm     

        )(2)(22 1321 mm    )(22 1421  m  ， 

      )()(
2

1
142211  mm   ， 

)(2 2121 mm     

)(2)(22 1432   m )(22 532 m   ， 

      )()(
2

1
53212 mm    ， 

依次类推，有 )(2 2121 mm     

        )(2)(22 1321 mm    )(22 1421  m  ， 

       )()(
2

1
23121  mmm   ， 

   即向量组 m ,,, 21  可由向量组 m ,,, 21  线性表出， 

已知向量组 m ,,, 21  可由向量组 m ,,, 21  线性表出，所以向量组

m ,,, 21  与向量组 m ,,, 21  有相同的秩。 

证法 2 记 ][ 21 mB   ， ][ 21 mA   ，      

则 ACB  ，其中





















11

11

1


C

，且 01)det( C ， 

所以 )()( ArBr  ，于是向量组 m ,,, 21  与向量组 m ,,, 21  有相同的秩。 

5．举例说明下面的命题是错误的： 

若向量组（I）与向量组（II）有相同的秩，则（I）与（II）等价。 

解 向量组（I）： T)0,1(1  ， T)1,0(2  ；  

   向量组（II）： T)0,0,1(1  ， T)0,1,0(2  ；  

   2)II()I(  rr ，但是（I）与（II）不等价。 

6．已知 3 维向量组（I） 321 ,,  与 3 维向量组（II） 321 ,,  的秩都是 3， 

证明：（I）与（II）等价。 

证明：因为 3 维向量组（I） 321 ,,  与 3 维向量组（II）的秩是 3，所以向量组（I）线

性无关，而 4 个 3 维 向量 )3,2,1(,,, 321 ii 线性相关，因此 321 ,,  可由向量组
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（I）线性表示； 

  同理，向量组（I）可由向量组（II）线性表示，所以（I）与（II）等价。 

7．设向量组（I） n ,,, 21  是一个 n 维向量组，且 n 维基本单位向量组（II） n ,,, 21 

可由向量组（I）线性表示，证明：向量组（I）线性无关。 

证明：因为基本单位向量组（II）可由向量组（I）线性表示，所以 )I()II( rr  ， 

又 nrrn  )I()II( ， nr  )I( ，即向量组（I）线性无关。 

8．证明：（1）向量组（II）可以由向量组（I）线性表示 )II,I()I( rr  ； 

（2）向量组（I）与向量组（II）等价 )II,I()II()I( rrr  ； 

（3）矩阵方程 BAX  有解 )()( BArAr  ，其中 A为 nm  矩阵， B 为 pm  矩

阵。 

证明：（1）必要性。向量组（II）可以由向量组（I）线性表示，且向量组（I）可以由向

量组（I）线性表示，即向量组（I，II）可以由向量组（I）线性表示，因此 

                   )I()II,I( rr  ，① 

又向量组（I）也可以由向量组（I，II）线性表示，因此 

                   )II,I((I) rr  ，② 

由①②知 )II,I()I( rr  。 

充分性。设 rrr  )II,I()I( ， ri  ,,,:)( 21  是（I）的极大无关组， 

对于向量组（II）中的任一向量 ， rrirr r  )()()I( 1   ， 

 ,,,, 21 r 线性相关， 

又 r ,,, 21  线性无关，所以 可由 r ,,, 21  线性表示， 

从而向量（II）可以由向量组（I）线性表示。 

（2）必要性。向量组（I）与向量组（II）等价，即可以相互线性表示，利用（1）的结论

有且向量组（I）可以由向量组（I）线性表示，即向量组（I，II）可以由向量组（I）线性

表示，因此 )II,I()I( rr  ，且 )II,I()II( rr  ，即 )II,I()II()I( rrr  。           

充分性。 )II,I()I( rr  ， 向量组（II）可以由向量组（I）线性表示， 

        )II,I()II( rr  ， 向量组（I）也可以由向量组（II）线性表示， 

         向量组（I）与向量组（II）等价。 

（3）矩阵方程 BAX  有解矩阵 B 的列向量组（II）可以由矩阵 A的列向量组（I）

线性表示，利用（1）的结论有 )II,I()I( rr  )()( BArAr  。 

9．设向量组（I）与向量组（II）有相同的秩，且（I）可由（II）线性表示，证明：（I）

与（II）等价。 
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证明：设 rrr  )II,I()I( ， r ,,,:)i( 21  是向量组（I）的极大无关组，  

     r ,,,:)ii( 21  向量组是（II）的极大无关组，则 rrr  )ii()i( ，  

已知（I）可由（II）线性表示，所以向量组 )i( 可以由向量组 )ii( 线性表示，① 

121 ,,,,  r 可由向量组 )ii( 线性表示，于是 rrr r  )ii(),,,,( 121   ， 

121 ,,,,  r 线性相关，而 r ,,, 21  线性无关， 

因此 1 可以由 r ,,, 21  线性表示。 

同理可证 ),,2( rii  都可以由 r ,,, 21  线性表示。 

因此向量组 )ii( 可以由向量组 )i( 线性表示，② 

由①②知向量组 )i( 与向量组 )ii( 等价，从而向量组（I）与向量组（II）等价。 

(B) 

1．设有矩阵 nmA  ， mnB  且 nm  ，证明： 0)det( AB 。 

证法 1： AB 是 m 阶方阵，且 mnArABr  )()( ， 0)det(  AB 。 

证法 2： mnBr )( ， 0 Bx 有非零解， 0 ABx 也有非零解， 

        0)det(  AB . 

2．设 n ,,, 21  是一组 n 维向量，证明：它们线性无关的充要条件是任一 n 维向量都

可以由它们线性表示。 

证明：必要性。 设 n ,,, 21  线性无关，则对于任一 n 维向量 ，由于

nr n ),,,,( 21   ，  ,,,, 21 n 线性相关， 

而 n ,,, 21  线性无关，因此 可以由 n ,,, 21  线性表示。 

充分性。设对于任一 n 维向量都可以由 n ,,, 21  线性表示， 

则 n 维基本单位向量组 n ,,, 21  也可以由 n ,,, 21  线性表示， 

又向量组 n ,,, 21  也可以由 n 维基本单位向量组 n ,,, 21  线性表示， 

所以向量组 n ,,, 21  与 n 维基本单位向量组 n ,,, 21  等价，其秩相同，即 

nrr nn  ),,,(),,,( 2121   ，所以 n ,,, 21  线性无关。 

3．设 A为 nm  矩阵，证明：（1）存在矩阵 mnP  ，使 mArIAP m  )( ；（2）存在

矩阵 mnQ  ，使得 nArIQA n  )( 。（附注：称（1）中矩阵 P 为 A的右逆，（1）也

可以说成 A存在右逆 A的行向量组线性无关；称（2）中矩阵Q为 A的左逆，（2）也

可以说成 A存在左逆 A的列向量组线性无关。） 

证明：（1）必要性。设 mIAP  ，则 mArAPrIrm m  )()()( ，即 mAr )( ； 
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充分性。设 mAr )( ，将 A按列分块，记 njaaa jmjjj ,,2,1),,,,( 21   ， 

   则 ],,,[ 21 nA   ，由 mAr )( 知向量组 n ,,, 21  存在极大无关组，不妨设

为 m ,,, 21  ，于是对于任一 m 维向量都可以由 m ,,, 21  线性表示，所以也可以

由 n ,,, 21  线性表示，从而 m 维基本单位向量 ),,2,1( mjj  也可以由 n ,,, 21 

线性表示，设线性系数为 mjppp jnjj ,,2,1,,,, 21   ， 

则 mjppp jnjnjj ,,2,1,2211    , 

即存在矩阵 mnijpP  )( 使得 mIAP  。 

（2）必要性。设 nIQA  ，则 nArQArIrn n  )()()( ，即 nAr )( ； 

充分性。设 nAr )( ，将 TA 按列分块，记 mjaaa jnjjj ,,2,1),,,,( 21   ， 

   则 ],,,[ 21 m
TA   ，由 nAr )( 知向量组 m ,,, 21  存在极大无关组，不妨

设为 n ,,, 21  ，于是对于任一 n 维向量都可以由 n ,,, 21  线性表示，所以也都可

以由 m ,,, 21  线性表示，从而 n 维基本单位向量 ),,2,1( njj  也可以由

m ,,, 21  线性表示，设线性系数为 njqqq jmjj ,,2,1,,,, 21   ， 

则 njqqq jmjmjj ,,2,1,2211    , 

即存在矩阵 mnijqQ  )( 使得 n
TT IQA  ，即 nIQA  。 

注：对于（2）可以利用（1）的结论，对于 TA ，存在 nmij
T qQ  )( ，使得

n
TT IQA  nAr T  )( ，即 mnQ  ，使得 nArIQA n  )( 。 

 

习题 4.4 (A)  

1．证明：与基础解系等价的线性无关向量组也是基础解系。 

证明：设 rn ,,, 21  是齐次线性方程组 0Ax 的基础解系，其中 rAr )( ， 

向量组 rn ,,, 21  与 rn ,,, 21  等价，则 ),,2,1( rnii   可以由

rn ,,, 21  线性表示，即存在一组数 rniii kkk ,21 ,,,  ，使得 

     .,,2,1,,2211 rnikkk rnrniiii      

又 rnjA j  ,,2,1,0    

.,,2,1,0,2211 rniAkAkAkA rnrniiii      

  即 rn ,,, 21  是齐次线性方程组 0Ax 的解；① 
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由向量组 rn ,,, 21  与 rn ,,, 21  等价知， ),,2,1( rnii   也可以由

rn ,,, 21  线性表示，即存在一组数 
rniii bbb ,21 ,,,  ，使得 

     .,,2,1,
1

,2211 rnjbbbb
rn

i
jijrnrniiij  




    

所以对于齐次线性方程组 0Ax 的任一解 





 

rn

j
jjrnrn ccccx

1
2211   i

rn

j
ijj

rn

i

rn

i
iij

rn

j
j bcbc  
















 














 1111

， 

  即齐次线性方程组 0Ax 的任一解都可以由 rn ,,, 21  线性表示。② 

因为向量组 rn ,,, 21  与 rn ,,, 21  等价， rn ,,, 21  是方程组 0Ax 的基

础解系，所以 rnrr rnrn   ),,,(),,,( 2121   ， 

  即 rn ,,, 21  线性无关。③ 

综合①②③有， rn ,,, 21  也是齐次线性方程组 0Ax 的基础解系。 

2．求齐次线性方程组 0Ax 的基础解系与结构解。其中系数矩阵 A为： 

（1）



















84023

97569

75346

53123

； （2）
























1611

723

4612

3211

a
； 

（3）





















1234

2122

1112

1211

； （4）
























73147

51105

3163

1121

. 

解 （1）对方程组的系数矩阵 A作初等行变换， 

            








































00000

00000

31100

84023

84023

97569

75346

53123

 ， 

由方程组的自由未知量表示的通解为： 











543

5421

3
3

8

3

4

3

2

xxx

xxxx
，（ 542 ,, xxx 为自由未知量） 

由此可求出基础解系为 T)0,0,0,1,2(1  ， T)0,3,3,0,4(2  ，
T)3,0,9,0,8(3  ， 

于是得方程组的结构式通解为： 
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          332211  cccx  ，（ 321 ,, ccc 为任意常数）。 

（2）对方程组的系数矩阵 A作初等行变换， 

            
















































0000

0800

2210

3211

1611

723

4612

3211

aa
  

当 8a 时，由方程组的自由未知量表示的通解为 

       







432

431

22

,4

xxx

xxx
   （ 43, xx 为自由未知量） 

   由此可求出基础解系为 T)0,1,2,4(1  ， T)1,0,2,1(2  ， 

   于是得方程组的结构式通解为： 

          2211  ccx  ，（ 21,cc 为任意常数）。 

当 8a 时，由方程组的自由未知量表示的通解为 

           











0

,2

,

3

42

41

x

xx

xx

 （ 4x 为自由未知量） 

    由此可求出基础解系为， T)1,0,2,1(  ， 

    于是得方程组的结构式通解为： 

          cx  ，（ c为任意常数）。 

（3）对方程组的系数矩阵 A作初等行变换， 

            














































0000

4300

1310

1211

1234

2122

1112

1211

  

由方程组的自由未知量表示的通解为 

           

















43

42

41

3

4
,3

,
3

4

xx

xx

xx

  （ 4x 为自由未知量） 

由此可求出基础解系为
T)1,

3

4
,3,

3

4
( 

， 

于是得方程组的结构式通解为： 

           cx  ，（ c为任意常数）。 
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 （4）对方程组的系数矩阵 A作初等行变换， 

           

















 


























0000

0000

0100

1121

73147

51105

3163

1121

   

由方程组的自由未知量表示的通解为 

     







0

,2

3

421

x

xxx
  （ 42 , xx 为自由未知量） 

由此可求出基础解系为 T)0,0,1,2(1  ， T)1,0,0,1(2  ， 

于是得方程组的结构式通解为： 

          2211  ccx  ，（ 21,cc 为任意常数）。 

3．设矩阵


















101

10

2121

a

aaA ，已知线性方程组 0Ax 的基础解系含两个向量，求 a 的

值，并求方程组 0Ax 的结构解。 

解 由线性方程组 0Ax 的基础解系含两个向量知， 2)( Ar ， 

   所以 A中任一 3 阶子式均为零，即 012

01

10

121
2  aa

a

a ， 1a 。 

对方程组的系数矩阵 A作初等行变换， 

             



































0000

1110

2121

1011

1110

2121

A  

由方程组的自由未知量表示的通解为 

             







432

31

xxx

xx
，（ 43, xx 为自由未知量） 

由此可求出基础解系为 T)0,1,1,1(1  ， T)1,0,1,0(2  ， 

于是得方程组的结构式通解为： 

         2211  ccx  ，（ 21,cc 为任意常数）。 

4．求作一个齐次线性方程组 0Ax ，使它的基础解系为 T)3,2,1,0(1  ，

T)0,1,2,3(2  。 
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解  已知 21,  是齐次线性方程组 0Ax 的解， 

  0],[ 21  A ，转置得， 0
2

1 






 T
T

T

A



， 

   即 TA 的列向量是齐次线性方程组 0
2

1 







x

T

T




的解向量， 

 解齐次线性方程组 0
0123

3210









x 得 T)0,1,2,1(1  ， T)1,0,3,2(2  ， 

 所以可取 











1032

0121
A 。 

注：这里的 A不惟一。 

5．设 321 ,,  是齐次线性方程组 0Ax 的基础解系，证明：向量组 211   ， 

322   ， 133   也可以作为 0Ax 的基础解系。 

证明：（1）首先证明 321 ,,  是方程组 0Ax 的解。 

 ,, 21 是齐次线性方程组 0Ax 的基础解系， 

0,0,0 321   AAA ， 

于是 0211   AAA ， 0322   AAA ， 0133   AAA ， 

即 321 ,,  是齐次线性方程组 0Ax 的解； 

（2）其次证明 321 ,,  线性无关。  

由已知有：


















110

011

101

],,[],,[ 321321  ； 

  02

110

011

101

 ， 3),,(),,( 321321   rr ， 

   321 ,,  线性无关； 

 齐次线性方程组 0Ax 的基础解系的个数为 3，而 321 ,,  是齐次线性方程组 0Ax

的 3 个线性无关的解向量，因此可以作为齐次线性方程组 0Ax 基础解系。 

6．设矩阵


















963

42

321

tQ ，3 阶非零方阵 P 满足 OPQ  ， 
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证明：当 6t 时，必有 1)( Pr 。 

证明：将矩阵Q 按列分块为 ][ 321 Q ， 

由 OPPPPPQ  ][][ 321321  ，得 0321   PPP ， 

即矩阵Q的每个列向量都是方程组 0Px 的解向量，因此，方程组 0Px 的解集合中至

少含有 )(Qr 个线性无关的解向量，故方程组 0Px 的基础解系至少含有 )(Qr 个线性无

关的解向量，而方程组 0Px 的基础解系所含向量的个数为 )(3 Pr ，于是得， 

    )()(3 QrPr  ，即 3)()(  QrPr ， 

 当 6t 时， 2)( Qr ， 1)(  Pr ， 

又 P 是非零方阵得 1)( Pr ，因此必有 1)( Pr 。 

7．设齐次线性方程组 0Ax 与 0Bx 同解，证明： )()( BrAr  。 

证明 ：设 n 元齐次线性方程组 0Ax 的系数矩阵 A的秩为 r，则 0Ax 的基础解系的 

   个数为 rn  ，  

   由齐次线性方程组 0Ax 与 0Bx 同解知， 0Bx 的基础解系的个数为   

   rnBrn  )( ，即 rBr )( ， )()( BrAr  。 

8．设有矩阵 nmA  ， pnB  ，且 nAr )( ，证明： )()( BrABr  。 

证明：设 0Bx ，则 0)(  xABABx ， 

   即方程组 0Bx 的解都是方程组 0ABx 的解； 

  设 0ABx ，则 0)()(  BxAxAB ，由于 nAr )( ，即 A的列向量组线性无关，所

以方程组 0Ay 只有零解，于是 0 yBx ， 

  即方程组 0ABx 的解都是方程组 0Bx 的解； 

于是齐次线性方程组 0Bx 与 0ABx 同解，利用题 7 的结论，有 )()( BrABr  。 

9．若 n 阶方阵 A的各行元素之和均为零，且 1)(  nAr ，证明：齐次线性方程组 0Ax

的通解为 Tkx )1,,1,1(  （k 为任意常数）。 

证明：因为 n 阶方阵 A的各行元素之和均为零，即 .,,2,1,0
1

nia
n

j
ij 


 

所以 0),,,()1,,1,1(
11

2
1

1  


T
n

j
nj

n

j
j

n

j
j

T aaaA  ， 

即 T)1,,1,1(  是齐次线性方程组 0Ax 的解， 

又 1)(  nAr 知齐次线性方程组 0Ax 的基础解系的个数为 1)(  Arn ， 

因此齐次线性方程组 0Ax 的通解为 Tkx )1,,1,1(  （k 为任意常数）。 
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10．求下列方程组的结构解：  

（1）












;0895

,4433

,13

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 （2）
















;72369

,1223

,32423

,132546

54321

4321

24321

54321

xxxxx

xxxx

xxxxx

xxxxx

 

（3）












;12

,2224

,12

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

   （4）

















;612881063

,1063

,13522

,28114342

54321

543

24321

54321

xxxxx

xxx

xxxxx

xxxxx

 

解 （1）将方程组的增广矩阵 A 进行初等行变换，化为行阶梯形 

              










































0

1

1

0000

7640

1311

0

4

1

8951

4313

1311

bAA   

由阶梯形矩阵知 42)()(  ArAr （未知数的个数），故方程组有无穷多解，于是由自

由未知量表示的通解为 

    












432

431

4

7

2

3

4

1

,
4

3

2

3

4

5

xxx

xxx
，（ 43 , xx 为自由未知量） 

令 043  xx 得方程组的一个特解
T)0,0,

4

1
,

4

5
(*  ， 

由阶梯形矩阵知导出组 0Ax 的通解为  

            












432

431

4

7

2

3

,
4

3

2

3

xxx

xxx
   ，（ 43 , xx 为自由未知量） 

由此可求出导出组的基础解系为 T)0,2,3,3(1  ， T)4,0,7,3(2  ， 

于是得方程组的结构式通解为：  

          2211
*  ccx  ，（ 21, cc 为任意常数）。 

（2）将方程组的增广矩阵 A 进行初等行变换，化为行阶梯形











































000000

3410000

1300100

321423

223169

701223

321423

132546

][ bAA   
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由阶梯形矩阵知 53)()(  ArAr （未知数的个数），故方程组有无穷多解，于是由方

程组的自由未知量表示的通解为 

    













34

,2319

,13

5

214

3

x

xxx

x

 （ 21, xx 为自由未知量） 

令 021  xx 得方程组的一个特解 T)34,19,13,0,0(*  ， 

由阶梯形矩阵知导出组 0Ax 的通解为 

            













0

,23

,0

5

214

3

x

xxx

x

   （ 21, xx 为自由未知量） 

由此可求出导出组的基础解系为 T)0,3,0,0,1(1  ， T)0,2,0,1,0(2  ， 

于是得方程组的结构式通解为： 

        2211
*  ccx    ，（ 21, cc 为任意常数）。 

（3）将方程组的增广矩阵 A 进行初等行变换，化为行阶梯形 

 














 























0

0

1

0000

1000

1112

1

2

1

1112

1224

1112

bAA   

由阶梯形矩阵知 42)()(  ArAr （未知数的个数），故方程组有无穷多解，于是由方

程组的自由未知量表示的通解为 

        










0

,
2

1

2

1

2

1

4

321

x

xxx
   （ 32 , xx 为自由未知量） 

令 032  xx 得方程组的一个特解
T)0,0,0,

2

1
(*  ， 

由阶梯形矩阵知导出组 0Ax 的通解为  

            










0

,
2

1

2

1

4

321

x

xxx
   （ 32 , xx 为自由未知量） 

由此可求出导出组的基础解系为
T)0,0,1,

2

1
(1  ，

T)0,1,0,
2

1
(2  ， 

于是得方程组的结构式通解为： 

          2211
*  ccx  ，（ 21, cc 为任意常数）。 

（4）将方程组的增广矩阵 A 进行初等行变换，化为行阶梯形 
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

















































000000

431000

210100

1352121

612881063

1061300

1352121

28114342

][ bAA   

由阶梯形矩阵知 52)()(  ArAr （未知数的个数），故方程组有无穷多解，于是由方

程组的自由未知量表示的通解为 

          













54

53

521

3

,2

,223

xx

xx

xxx

   （ 52 , xx 为自由未知量） 

令 052  xx 得方程组的一个特解 T)0,4,2,0,3(*  ， 

由阶梯形矩阵知导出组 0Ax 的通解为  

             













54

53

521

3

,

,22

xx

xx

xxx

  ，（ 52 , xx 为自由未知量） 

由此可求出导出组的基础解系为 T)0,0,0,1,2(1  ， T)1,3,1,0,2(2  ， 

于是得方程组的结构式通解为： 

          2211
*  ccx  ，（ 21, cc 为任意常数）。 

11．证明：方程组 515454343232121 ,,,, axxaxxaxxaxxaxx  有解

054321  aaaaa ，并在有解时，求其通解。 

证明：将方程组的增广矩阵 A 进行初等行变换，化为行阶梯形 

    

































5

4

3

2

1

10001

11000

01100

00110

00011

][

a

a

a

a

a

bAA      

               

































54321

4

3

2

1

00000

11000

01100

00110

00011

aaaaa

a

a

a

a

 

4)( Ar ，方程组有解 4)()(  ArAr  
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        054321  aaaaa ；  

当方程组有解时 54)()(  ArAr （未知数的个数），则由增广矩阵的阶梯形知方程组

的通解为 

          

















.

,

,

,

454

4353

43252

432151

axx

aaxx

aaaxx

aaaaxx

   （ 5x 为自由未知量）。 

12． ba, 取何值时，下列方程组有解，并在有解时求其通解：  

   （1）

















;6

,1723

,1462

,032

4321

4321

4321

4321

bxxxx

xxaxx

xxxx

xxxx

 （2）












;42

,3

,4

321

321

321

xbxx

xbxx

xxax

 

解 （1）将方程组的增广矩阵 A 进行初等行变换，化为行阶梯形 

      




















































20000

00800

12210

03211

1611

1723

14612

03211

][

b

a

b

a
bAA    

 当 2b 时， )()( ArAr  ，方程组无解； 

当 2b 且 8a 时， 43)()(  ArAr （未知数的个数），方程组有无穷多解， 

 取 4x 为自由未知量，则方程组的通解为 

          












.0

,21

,1

3

42

41

x

xx

xx

  或 TT cx )1,0,2,1()0,0,1,1(  ，（ c为任意常数）。 

当 2b 且 8a 时， 42)()(  ArAr （未知数的个数），方程组有无穷多解， 

 取 43, xx 为自由未知量，则方程组的通解为 

           







432

431

221

,41

xxx

xxx
  

或 TTT ccx )1,0,2,1()0,1,2,4()0,0,1,1( 21  ，（ 21, cc 为任意常数）。 

（2）将方程组的增广矩阵 A 进行初等行变换，化为行阶梯形       
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



































124)1(00

24110

311

4121

311

411

][

abbab

aa

b

b

b

a

bAA  ， 

 ①当 1a 且 0b 时， 3)()(  ArAAr （未知数的个数），方程组有惟一解， 

             
)1(

21
1 ab

b
x




 ，
b

x
1

2  ，
)1(

124
3 ab

abb
x




 ；  

  当 1a 时，将方程组的增广矩阵 A 进行初等行变换，化为行阶梯形 

   





































00120

1010

4111

4121

311

4111

][

b

b

b

bbAA  ， 

    ②当 1a 且
2

1
b 时， )()( ArAr  ，方程组无解；  

     ③当 1a 且
2

1
b 时， 32)()(  ArAr ，（未知数的个数），方程组有 

   无穷多解，取 3x 为自由未知量，则方程组的通解为 

           







0

,2

2

31

x

xx
 或 TT cx )1,0,1()0,0,2(  ，（ c为任意常数）； 

 ④当 0b 时， )()( ArAr  ，方程组无解；  

注：由于方程组含 3 个未知数，3 个方程，所以也可以通过讨论系数行列式是否等于 0 来

得到各种解的情况。 

13．设有向量组（I）： Ta )10,2,(1  ， T)5,1,2(2  ，
T)4,1,1(3  ，又向量

Tb )1,,1(  ，问 ba, 取何值时：（1）向量  不能由向量组（I）线性表示；（2） 能由

向量组（I）线性表示且表示式惟一；（3） 能由向量组（I）线性表示且表示式不惟一，

并在此时求一般表示式。 

解  设   332211 xxx ，即 Ax ，  

将方程组的增广矩阵 ][ 321 A 进行初等行变换，化为行阶梯形 









































15100

4104040

112

14510

112

112

b

ababa

b

b

a

A ， 

  且 当 4a 时，阶梯形为




















15100

000

112

b

b

b

A  
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 （1）当 4a 且 0b 时， )()( ArAr  ，方程组无解，即向量  不能由向量组（I）

线性表示； 

  （2）当 4a 时， 0A  ，方程组有惟一解，即 能由向量组（I）线性表示且表

示式惟一； 

     （3）当 4a 且 0b 时，阶梯形为


















0000

1100

0112

A ， 32)()(  ArAr ，

（未知数的个数），方程组有无穷多解，其通解为 

           ,1,21, 321  xcxcx  （ c为任意常数）； 

即  能由向量组（I）线性表示且表示式不惟一，此时求一般表示式为 

            321 )21(   cc 。 

注：由于方程组含 3 个未知数，3 个方程，所以也可以通过讨论系数行列式是否等于 0 来

得到各种解的情况，从而得到结论。 

14．已知两个齐次线性方程组：  

（I）












;0

,0532

,032

321

321

321

axxx

xxx

xxx

（II）







;0)1(2

,0

32
2

1

321

xcxbx

cxbxx
 

如果（I）与（II）同解，求 cba ,, 的值。 

解  方程组（II）中方程的个数小于未知数的个数，故必有非零解，则方程组（I）必

有非零解。所以方程组（I）的系数行列式 0

11

532

321


a

A ，即 2a ； 

将 2a 代入方程组（I），再将方程组（I）的系数矩阵进行初等行变换，化为阶梯形， 

           




















































000

110

101

000

110

321

211

532

321

A   

于是齐次线性方程组（I）的通解为： Tcx )1,1,1(  ，（ c为任意常数）； c  

将解 T)1,1,1(  代入方程组（II）得 1,0  cb 或 2,1  cb ，但是当 1,0  cb 时，方

程组（I）与（II）不同解，所以 2a ， 2,1  cb 时，方程组（I）与（II）同解。 
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15．已知方程组（I）











;04

,02

,0

3
2

21

321

321

xaxx

axxx

xxx

与方程（II） 12 321  axxx 有公共解，

求 a 的值及所有公共解。 

解 方程组（I）与（II）有公共解，即将（I）与（II）联立所得方程组（III）有解，公共

解就是方程组（III）的解，将方程组（III）得增广矩阵进行初等变换，化为阶梯形 

         















































1120

0)2)(1(00

0110

0111

1121

041

021

011

2

aa

aa

a

a

a

a
A  

则 1a 或 2a ，方程组（III）有解； 

当 1a 时，





















0000

0000

0010

0111

A ， 32)()(  ArAr ，方程组（I）与（II）有公共解

即为方程组（III）的通解 Tcx )1,0,1(  ，（ c为任意常数）； 

当 2a 时，






















0000

1100

0110

0111

A ， 3)()(  ArAr ，方程组（III）有唯一解，即方

程组（I）与（II）有公共解 Tx )1,1,0(  。 

16．设 4 元非齐次线性方程组 bAx  有解 321 ,,  ，其中 T)4,3,2,1(1  ，

T)5,4,3,2(32  ，且 3)( Ar ，求方程组 bAx  的通解。 

解   由方程组解的性质有
T)3,2,1,0()(2 321   是导出组 0Ax 的非零解，而

0Ax 得基础解系含 1)(4  Ar 个解向量，所以 T)3,2,1,0( 可以作为 0Ax 的基础解

系，于是方程组 bAx  的通解为 

          TT cx )3,2,1,0()4,3,2,1(  ，（ c为任意常数）。 

17．设 0 是非齐次线性方程组 bAx  的一个解， t ,,, 21  是其导出组 0Ax 的基

础解系，令 ),,2,1(0 tiii   ，证明：方程组 bAx  的任一解 x 都可以表示成 

             ttx   1100   

的形式，其中常数 t ,,, 10  满足 110  t  。 
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证明：由非齐次线性方程组解的结构定理知：方程组 bAx  的通解为 

          ttx   110 ，其中 t ,,1  为任意常数， 

由 ),,2,1(0 tiii   得： ),,2,1(0 tiii   ，将其代入通解得，

tttx    1101 )1( ，记 t  10 1 ，则方程组 bAx  的

通解为 ttx   1100 ，且 110  t  ，即结论成立。 

18．设 A为 nm  矩阵， rAr )( ，证明：存在秩为 rn  的阶矩阵 B ，使 OAB  。 

证明：因为 A为 nm  矩阵， rAr )( ，所以齐次线性方程组 0Ax 的基础解系含有 rn 

个 n 维解向量，设解向量为 rn ,,, 21  ，构造矩阵 ]00[ 21  rnB   ，其中B

的最后 r 列全为零向量，则 OAAAAB rn   ]00[ 21   ，而且 rnBr )( ，

即结论成立。 

 

(B) 

1． 设 n 阶矩阵































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abaaa

aabaa

aaaba

A

n

n

n

n











321

321

321

321

 

其中 0
1




n

i
ia ，问常数 naaa ,,, 21  和b 满足何种关系时，齐次线性方程组 0Ax 存在

非零解？并在 0Ax 有非零解时，求出其结构解。 

解：因为

baaaab

abaaab

aabaab

aaaab

A

n

n

i
i

n

n

i
i

n

n

i
i

n

n

i
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
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


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




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


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1

32
1

32
1

32
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      )(

000

00

0

1

)(
1

1
3

32

1








n

i
i

n
n

n

n

n

i
i abb

b

ab

aab

aaa

ab











， 

所以当 0b 且 0
1




n

i
iab 时，方程组只有零解；  

当 0b 时， 1)( Ar ，方程组有非零解，不妨设 01 a ，则取 nxx ,,2  为自由未知量，

方程组的通解为       

          
Tn

n
TT

a

a
c

a

a
c

a

a
cx )1,,0,0,()0,,,1,0,()0,,0,1,(

1
1

1

3
2

1

2
1    ， 

（ )1,,2,1(  nici  为任意常数）。 

当 0
1




n

i
iab 且 0b 时， 1)(  nAr ，齐次线性方程组 0Ax 的基础解系所含向量

的个数为 1)(  Arn ，且 T)1,,1,1(  是 0Ax 的解，因此方程组的通解为       

              Tcx )1,,1,1(  ，（ c 为任意常数）。 

2． 设 m ,,, 21  为齐次线性方程组 0Ax 的基础解系，又 22111  tt  ，

32212  tt  ，…， 121  tt mm  ，其中 21, tt 为实常数，问当 21, tt 满足什么条件时， 

m ,,, 21  也可以作为 0Ax 的基础解系？ 

解 （1） m ,,, 21  为齐次线性方程组 0Ax 的基础解系， 

       ),,2,1(,0 miA i   ， 

   于是， 1,,2,1,0)( 121   mittAA iii  ，且 0)( 121   ttAA mm ，     

    即  m ,,, 21  是 0Ax 的解。 

又 Pmm ),,,(),,,( 2121    ，其中





















12

12

21

0

0

0

tt

tt

tt

P









， 

mmmmmm ttttttP 2
1

1
1

2
1

2
1

11 )1()1(   ，所以当 0P 时， 

mrr mm  ),,,(),,,( 2121   ，即当m 为奇数， 21 tt  时，当m 为偶数， 21 tt 

时， m ,,, 21  也可以作为 0Ax 的基础解系。 

3． 设 A为 nm 实矩阵，证明：  
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（1）在实数范围内，方程组 0Ax 与 0AxAT 同解；  

（2） )()()()( TTT AArArAArAr  。 

证明 （1）设 方程组 0Ax 的解，即 0A ； 

       所以 0)(   AAAA TT ，即 是 0AxAT 的解； 

     设方程组 0AxAT 的解，即 0AAT ；  

     所以 0)(
2   AAATT ，从而 0A ，即是的 0Ax 解； 

     因此，在实数范围内，方程组 0Ax 与 0AxAT 同解； 

（2）由（1）知方程组 0Ax 与 0AxAT 同解，因此它们的基础解系所含解向量的个

数相同，即 )()( AArnArn T ， )()( AArAr T ，同理可得 )()( TT AArAr  ， 

又 )()( TArAr  ， )()()()( TTT AArArAArAr  。 

4． 设矩阵 nnijaA  )( 的行列式 0)det( A ，其 )1,2( 元素的代数余子式 021 A （元素

ija 的代数余子式记为 njiAij ,,2,1,  ），证明：齐次线性方程组 0Ax 的通解为 

     T
nAAAkx ),,,( 22221  ,（ k 为任意常数）。 

证明： ,0)det( A 021 A ，所以由矩阵秩的定义有： 1)(  nAr ，从而齐次线性方

程组 0Ax 的基础解系所含解向量的个数为 .1)(  Arn  

又 0),,,( 22221 T
nAAAA  ，且 021 A ，所以

T
nAAA ),,,( 22221  是 0Ax 的非零解。

因此齐次线性方程组 0Ax 的通解为 

     T
nAAAkx ),,,( 22221  ，（ k 为任意常数）。 

5．设 A为 )2( nn 阶方阵， *A 为 A的伴随矩阵，证明：  

















.2)(,0

,1)(,1

,)(,

)( *

nAr

nAr

nArn

Ar

当

当

当
 

证明 （1）当 nAr )( 时， 0A ，由 IAAAAA  **
知， 0

1*  n
AA ， 

     所以 nAr )( * ； 

（2）当 1)(  nAr 时， 0A ，由 IAAAAA  **
知， OAA * ，根据例 4.4.4 的

结论有 nArAr  )()( * ，即 1)( * Ar ； 

又当 1)(  nAr 时，按照矩阵秩的定义知，矩阵 A至少含有一个 1n 阶子式不等于零，

即矩阵 *A 中至少有一个元素不为零，所以 1)( * Ar ，由此可得 1)( * Ar 。 
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（3）当 2)(  nAr 时，按照矩阵秩的定义知，矩阵 A的所有 1n 阶子式都等于零，即

矩阵 *A 中元素全为零，即 OA * ，所以 0)( * Ar 。 

6. 设 T
iniii xxxx ),,,( 21  为n 维实向量 ）（ nrri  ;,,2,1  ，且 rxxx ,, 21 线性无关。

令矩阵  TrxxxA 21 ，则 A是秩为 r 的 nr  矩阵，设齐次线性方程组 0Ax 的基础

解系为实向量组 nr xx ,,1  ，试证：向量组 nxxx ,,, 21  线性无关（此题表明：从 nR 中

任何 )( nrr  个线性无关向量出发进行扩充，必可得到 nR 中n 个线性无关的向量）。 

分析：  

证明：用定义，设 0112211   nnrrrr xkxkxkxkxk  ，① 

则 0)()( 221111  nn
T

nnrr xkxkxkxkxk  ，② 

又齐次线性方程组 0Ax 的基础解系为实向量组 nr xx ,,1  ， 

所以 nriAxi ,,1,0  ，即 nrirjxx i
T
j ,,1,,,1,0   。 

于是由②得

0)()(
2

111111   nnrrnnrr
T

nnrr xkxkxkxkxkxk  ， 

所以 011  nnrr xkxk  ，  

由 nr xx ,,1  是齐次线性方程组 0Ax 的基础解系知线性无关，所以

01  nr kk  ； 

从而有 02211  rr xkxkxk  ，③ 

由③及 rxxx ,, 21 线性无关知 01  rkk  ，所以向量组 nxxx ,,, 21  线性无关。 

7. （1）设矩阵 rnA  的秩为 )( nrr  ，由定理 2.5.2 知存在n 阶可逆矩阵 P ，使















rrn

r

O

I
PA

)(

1
，令矩阵 














rn

rnr

I

O
PB )(1

，证明：n 阶方阵 ][ BA 的列向量组线性

无关，并指出B 与 1P 的列向量之间的关系。 

（2）设 rxxx ,,, 21  )( nr  是 nF 中的线性无关向量组，证明：必可找到 nF 中的 rn  个

向量 nr xx ,,1  ，使得向量组 nxxx ,,, 21  线性无关（此题表明：从 nF 中任何 )( nrr  个

线性无关向量出发进行扩充，必可得到 nF 中 n 个线性无关的向量）。 

证明：（1） 1)(

)(

1)(1

)(

1 ,][ 















 




































 P

I

O

O

I
P

I

O
P

O

I
PBA

rn

rnr

rrn

r

rn

rnr

rrn

r
 ， 

且 1P 是n 阶可逆矩阵，即列满秩；所以n 阶方阵 ][ BA 的列向量组线性无关，且 B 的列

向量组是 1P 的后 rn  列向量。 
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（2）令 ],,,[ 21 rxxxA  ，由 rxxx ,,, 21  )( nr  是 nF 中的线性无关向量组知矩阵

rnA  的秩为 )( nrr  ，则存在n 阶可逆矩阵 P ，使 









 rrn

r

O

I
PA

)(

，即















rrn

r

O

I
PA

)(

1
，令矩阵 














rn

rnr

I

O
PB )(1

，利用（1）的结论有 1][  PBA ，即 ][ BA

的列向量组线性无关，且 ],,[ 1 nr xxB  的列向量组是 1P 的后 rn  列向量，从而结

论成立。 

 

第 4 章习题 

1. 填空题 

（1）设矩阵















 


403

212

221

A ，向量 T)1,1,(a ，已知 A 与 线性相关，则 a      。 

解 因为 A 与 线性相关，所以存在数 k，使得  kA  ， 

   即



































































 

k

k

ka

a

a

aa

43

32

1

1

403

212

221

，解之得 1a 。 

（2）设 4 阶矩阵 A按列分块为 ][ 4321 A ，其中 T)1,2,5,3(1  ， 

T)1,7,3,4(2  ，若 A行等价于





















0000

0000

3110

1201

B ，则向量 3             ，   

4a            。 

解 因为 A行等价于 B，所以 A经过一系列初等行变换化为 B，即 A，B 的列向量组的线

性关系不变，因此 213 2   ， 214 3  。 

（3）已知向量组 321 ,,  的秩为 2，则向量组 211  － ， 3212 432   ， 

3213 765   的秩=            。 

解 P),,(),,( 321321   其中


















740

631

521

P ， 3)(,04  PrP ， 

   在矩阵 ),,( 321  右乘可逆矩阵，相当于对其进行初等列变换，其秩不改变， 
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  即 2),,( 321 r 。 

（4）已知向量 T)2,,1(  可由向量组 T)1,1,1(  ， T)1,1,1(  ， T)1,1,1(   

线性表出且表示式不唯一，则           。 

解 由已知得下列非齐次线性方程组有无穷多解，     
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
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
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
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  因为 
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



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
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111
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






A  

当 0 时，方程组无解；当 3 时方程组有无穷多解，即表示式不惟一。 

（5）设 A为n 阶矩阵，已知非齐次线性方程组有不同解 321 ,,  ，且 OA * ， 

则方程组 0Ax 的基础解系所含向量的个数为      。 

解 由非齐次线性方程组有不同解 321 ,,  得： ,01 A 02 A ，从而 0)( 21 A ， 

且 021  ，即方程组 0Ax 有非零解 21   ，于是 nAr )( ； 

又 OA * ，即 A至少有一个 1n 阶子式不为零，所以 1)(  nAr ； 

所以 1)(  nAr ，因此方程组 0Ax 的基础解系所含向量的个数为 1。     

（6）设矩阵























a

A

33

242

111

，已知齐次线性方程组 0)2(  xAI 的基础解系含 2

个向量，则 a       。 

解 由齐次线性方程组 0)2(  xAI 的基础解系含 2 个向量知： 123)2(  AIr ， 

所以























a

AI

233

222

111

2 的任一二阶子式为 0，即 ,0
23

11





a
.5a     

（7）设 4 元非齐次线性方程组 bAx  有解 321 ,,  ，其中 T)3,2,1,0(1  ， 

T)12,9,6,3(2 32  ，且 3)( Ar ，则 bAx  的通解为 x              。 

解 由 3)( Ar 知 0Ax 的基础解系含向量的个数为 1)(4  Ar ；  

因为 4 元非齐次线性方程组 bAx  有解 321 ,,  ，即 bAbAbA  321 ,,  ； 

032)32( 132132   AAAA ，即个
T)3,3,3,3(32 132   是 

0Ax 的非零解； 
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因此 bAx  的通解为 )32( 1321   kx ， k 为任意常数， 

 或 TT cx )1,1,1,1()3,2,1,0(  ， c 为任意常数。     

（8）设矩阵 A按列分块为 ][ 4321 A ，其中 321 ,,  线性无关，

214 2  ，又向量 4321 432   ，则方程组 Ax 的通解为

x              。 

解 因为 321 ,,  线性无关， 214 2  ，所以 3)( Ar ， 0Ax 的基础解系所含 

向量的个数为 1)(4  Ar ； 

又由 214 2  得 002 4321   ，即
T)1,0,2,1(  是 0Ax 的非零解； 

由 4321 432   知 TA )4,3,2,1( ， 

即
T)4,3,2,1( 是方程组 Ax 的一个特解， 

所以方程组 Ax 的通解为
TT cx )1,0,2,1()4,3,2,1(  ， c为任意常数。 

2. 单项选择题 

（1）设有n 维列向量组(I)： s ,,, 21  ， A为 nm  矩阵，向量组(II)为

sAAA  ,,, 21  ，则下列结论正确的是【 A 】 

（A）若(I)线性相关，则(II)线性相关；     （B）若(I)线性相关，则(II)线性无关； 

（C）若(I)线性无关，则(II)线性相关；     （D）若(I)线性无关，则(II)线性无关。 

解法 1 设 ],,,[ 21 sB   ，则 ABAAA s ],,,[ 21   ； 

若(I)线性相关，则 0Bx 有非零解，从而是 0ABx 有非零解，则(II)线性相关， 

因此选（A）.  

解法 2 若(I)线性相关，则 sBr )( ，从而 sBrABr  )()( 所以(II)线性相关， 

因此选（A）. 

（2）设 A为 nm  矩阵， B 为 mn  矩阵，已知 mIAB  ，则【 B 】 

（A） mAr )( ， nBr )( ；     （B） mBrAr  )()( ； 

（C） nAr )( ， mBr )( ；     （D） nBrAr  )()( 。 

解 mArABrIrm m  )()()( ，同理可得 mBrABrIrm m  )()()( ，     

因此选（B）. 

（3）设 A， B 为满足 OAB  的任意两个非零矩阵，则必有【 A 】 

（A） A的列向量组线性相关， B 的行向量组线性相关； 

（B） A的列向量组线性相关， B 的列向量组线性相关； 

（C） A的行向量组线性相关， B 的行向量组线性相关；         
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（D） A的行向量组线性相关， B 的列向量组线性相关。 

解 设 ],,,[ 21 sB   ，则 OA s ],,,[ 21   ， 

即 B 的列向量组 s ,,, 21  是 0Ax 的解，从而是 0Ax 有非零解， 

因此 A的列向量组线性相关； 

又由 OAB  得 OAB TT  ，同理可得
TB 的列向量组线性相关， 

即 B 的行向量组线性相关，因此选（A）.  

（4）设 0Ax 是非齐次线性方程组 bAx  对应的齐次线性方程组， 

下列结论正确的是【 D 】  

（A）若 0Ax 有非零解，则 bAx  有无穷多解； 

（B）若 0Ax 仅有零解，则 bAx  有惟一解； 

（C）若 bAx  有无穷多解，则 0Ax 仅有零解；         

（D）若 bAx  有无穷多解，则 0Ax 有非零解。 

解 若 bAx  有无穷多解，则  )()( ArAr 未知数的个数，所以 0Ax 有非零解； 

若已知 0Ax 的解的情况，并不能判断 bAx  的解的情况；因此选（D）.  

（5）设 A为 nm 矩阵， B 为 mn  矩阵，则线性方程组 0)( xAB 【 D 】 

（A）当 mn  时仅有零解； （B）当 mn  时必有非零解； 

（C）当 nm  时仅有零解；  （D）当 nm  时必有非零解。 

解 因为  )(),(min)( BrArABr  ，因此 

当 nm  时， mnABr )( ，则线性方程组 0)( xAB 必有非零解； 

当 mn  时， mABr )( ，不能判定 0)( xAB 仅有零解，还是必有非零解； 

因此选（D）.  

（6）设 321 ,,  为方程组 0Ax 的基础解系，则下列向量组中可以作为 0Ax 的基础

解系的是【 C 】 

（A） 3213221 2,,   ；  

（B） 133221 ,,   ； 

（C） 32132121 52,432,2   ；   

（D） 321321321 553,2232,   。 

解 因为 321 ,,  为方程组 0Ax 的基础解系，而 321 ,,  的线性组合都是方程组 

0Ax 的解，因此只需判定各选项中的向量组是线性无关的即可； 

由 P)()( 321321   ， 0P 可得向量组 321 ,,  线性无关； 
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其中选项（C）中 


















540

232

121

P ， 0P ，从而选项（C）的向量组线性无关。 

因此选（C）.  

（7）设有齐次线性方程组 0Ax 和 0Bx ，其中 A， B 均为 nm 矩阵，现有 4 个命

题：①若 0Ax 的解均是 0Bx 的解，则 )()( BrAr  ； 

②若 )()( BrAr  ，则 0Ax 的解均是 0Bx 的解； 

③若 0Ax 与 0Bx 同解，则 )()( BrAr  ； 

④若 )()( BrAr  ，则 0Ax 与 0Bx 同解； 

以上命题正确的是【 B 】为 

（A）①②； （B）①③；（C）②④；  （D）③④。 

解 若 0Ax 的解均是 0Bx 的解，则 )()( BrnArn  ，即 )()( BrAr  ； 

若 0Ax 与 0Bx 同解，则 )()( BrnArn  即 )()( BrAr  ； 

反之不一定正确，例如方程组 0x  ， 0z 和方程组 0x ， 0y 是不同的解； 

因此选（B）. 

（8）设实向量
Taaa ),,( 3211  ，

Tbbb ),,( 3212  ， ,),,( 3213
Tccc 则Oxy 平面上

3 条 0 iii cybxa ，（其中 3,2,1,022  iba ii ）直线交于一点的充要条件是【 D 】 

（A） 321 ,,  线性相关；            （B） 321 ,,  线性无关； 

（C） ][][ 21321  rr  ；        （D） 21, 线性无关， 321 ,,  线性相关； 

解 Oxy 平面上 3 条 0 iii cybxa ，（其中 3,2,1,022  iba ii ）直线交于一点的 

充要条件是方程组













,

,

,

333

222

111

cybxa

cybxa

cybxa

有惟一解， 2][][ 32121   rr ， 

即 21 , 线性无关， 321 ,,  线性相关；因此选（D）.  

3. 设向量组
TTT a )2,1,1(,)3,1,1(,)2,0,1(:)I( 321   ； 

 向量组
TTT aaa )4,1,2(,)6,1,2(,)3,2,1(:)II( 321   ， 

（1）求 (II)r ；（2）问a 取何值时 )I( 与 )II( 等价，a 取何值时 )I( 与 )II( 不等价？ 

解 （1）
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  
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3(II) r ； 

（2）





































aa 10

110

111

232

110

111

)( 321  ，     

因此当 1a 时， 3(II))I(  rr ， )I( 与 )II( 等价； 

当 1a 时， 3(II),2)I(  rr ， )I( 与 )II( 不等价。 

4. 设有向量组 )I( ：
TTT aaa )3,3,3,3(,)2,2,2,2(,)1,1,1,1( 321   ， 

Ta)4,4,4,4(4  ；（1）问a 取何值时 )I( 线性相关？（2）在 )I( 线性相关时，求其一

个极大无关组并用极大无关组线性表示 )I( 的其他向量。 

解 （1）





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


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
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4321
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][ 4321   


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
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a

a
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)10(3
4321 aa   ，所以当 0a 或 10a 时， )I( 线性相关； 

（2）若 0a ，向量组 )I( 线性相关， 1 为一个极大无关组，且 4,3,2,1  kkk  ； 

若 10a 时，向量组 )I( 线性相关， 3)I( r ，且 432 ,,  线性无关，是 )I( 的一个极

大无关组，且 4321   。 

5． 设有向量组
TTT a )10,,6,2(,)5,1,3,1(,)1,3,1,1(:)I( 321   ， 

T)12,15,1,3(4  ，又向量 .),3,3,1( Tb 问 ba, 取何值时，（1） 能由 )I( 线性表示且

表示式惟一；（2） 不能由 )I( 线性表示；（3） 能由 )I( 线性表示且表示式不惟一，并

求出一般表达式。  

解 记 ][ 4321 A ，则 是否能由 )I( 线性表示，即需要判定方程组 

Ax 是否有解； 
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a
A   
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











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
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
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a
 

（1） 能由 )I( 线性表示且表示式惟一，即方程组 Ax 有惟一解； 

所以当 2a 时 4)()(  ArAr ， 能由 )I( 线性表示且表示式惟一； 

（2）当 2a 时，
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
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b

A  ， 

所以当 2a ， 1b 时， 4)(,3)(  ArAr ，  不能由 )I( 线性表示； 

（3）当 2a 且 1b 时，
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][ A ， 3)()(  ArAr ， 

 能由 )I( 线性表示且表示式不惟一，且 Ax 的通解为
Tccx )2,,23,8(  ， 

c为任意常数。即 43214321 2)23(8

2

23

8

][  





















 cc
c

c
Ax 。 

6． 解齐次线性方程组 0Ax ，其系数矩阵为


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
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


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b

a
A 。 

解 





















































1000

0200

1510

1321

2510

2820

1510

1321

b

a

b

a
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（1）当 2a 且 1b 时， 4)( Ar ，方程组只有零解； 

（2）当 2a 且 1b 时，
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A ， 43)( Ar ，方程组的通解为 

Tcx )0,1,5,13( ， c为任意常数； 
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（3）当 2a 且 1b 时，
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A ， 43)( Ar ，

方程组的通解为
Tcx )1,0,1,3(  ， c为任意常数； 

（4）当 2a 且 1b 时，
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0000

1510

1321

A ，

42)( Ar ，方程组的通解为
TT ccx )1,0,1,3()0,1,5,13( 21  ， 21,cc 为任意常数。 

7． 已知方程组














13

1534

1

4321

4321

4321

bxxxax

xxxx

xxxx

有 3 个线性无关的解， 

（1）证明该方程组的系数矩阵的秩为 2； 

（2）求 ba, 的值及该方程组的通解。 

证明：（1）记

















ba

A

31

1534

1111

，方程组的 3 个线性无关的解为 321 ,,  ， 

则 12   ， 13   是 0Ax 的线性无关的解，所以 2)(4  Ar ，即 2)( Ar ； 

又 A的左上角的二阶子式不是零，即 2)( Ar ，所以该方程组的系数矩阵的秩为 2； 

（2）










































aabaaba

A

1310

35110

11111

131

11534

11111

][   























aaba 24542400

35110

11111

 

由（1）知 2)( Ar ，所以 2a ， 3b ，于是 









































00000

35110

24201

00000

35110

11111

][ A ， 

因此方程组的基础解系为：
T)1,0,5,4(1  ，

T)0,1,1,2(2  ， 

方程组的特解为：
T)0,0,3,2(  ， 
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于是该方程组的通解为：
TTT ccx )0,1,1,2()1,0,5,4()0,0,3,2( 21  ， 

21,cc 为任意常数。 

8． 设 A为 nm  矩阵，B 为 pn  矩阵，矩阵 ABC  ， 

证明：（1）若 A， B 的列（行）向量组均是线性无关的，则C 的列（行）向量组也是线

性无关的； 

（2）若 B 的列向量组是线性相关的，则C 的列向量组也是线性相关的。 

证明：（1）用反证法。假设矩阵C 的列向量组线性相关，即 pCr )( ， 

则 0Cx 有非零解，即 0ABx 有非零解； 

又由 A的列向量组线性无关知， 0Bx 有非零解，所以 B 的列向量组是线性相关的， 

与已知矛盾，因此C 的列向量组是线性无关的；同理可证C 的行向量组也是线性无关的。 

（2）若 B 的列向量组是线性相关的，则 0Bx 有非零解，从而 0ABx 有非零解， 

即 0Cx 有非零解，所以C 的列向量组是线性相关的。 

 

 

 



第 8章 

习题 8.1（A） 

1、判断下列映射是否为线性映射： 

（1）从 3R 到 2R 的映射：    TT
xxxxxxxT
3221321

32,2,,  ； 

（2） 2R 上的旋转变换： 














 












y

x

y

x




cossin

sincos
； 

（3）从V 到自身的映射：   0T     ,其中 0 是线性空间V 中一固定的

非零向量； 

（4）从 nR 到R 的映射：   TT x x Ax ， nx R  ，A为一固定的n阶实方阵。 

解：（1）从 3R 到 2R 的映射：    TT
xxxxxxxT
3221321

32,2,,   





























3

2

1

320

012

x

x

x

 

是线性变换 

（2） 2R 上的旋转变换： 














 












y

x

y

x




cossin

sincos
 

是线性变换 

（3）不是。 

     
000

  TTT 。 

（4）不是。          yTxTyxAyxyxT
T  。 

2、设W 是欧氏空间V 的一个子空间， 1 , , re e 是W 的一个标准正交基，

设 :T V W 为   1 1=Pr ,e ,eW r rT oj e e      ， R  ,证明：T 是线性变

换（称T 为V 到W 的正交射影）。 

证明： V  , ， Rk  

    1 1Proj , ,W r rT e e e e              

   1 1 1 1, , , ,r r r re e e e e e e e       

rrrr
eeeeeeee ,,,,

1111
    

    TT   

    1 1Proj , ,W r rT k k k e e k e e        

rr
eekeek ,,

11
    

 
rr

eeeek ,,
11

    

 kT  

所以，T 是 WV  的一个线性变换。 

3、设  0 0 0 0= , ,
T

a b c 为 3R 中一固定向量，令 3 3:T R R 为   0T     ，

  3= a,b,c R  ，证明：T 是 3R 上的线性算子。 

证明：
3, R  ， Rk ，   3

0000
,, Rcba

T   

        TTT 
000  

      kTkkkT 
00  

故，T 是 3R 上的线性算子。 

4、设 1 , , ne e 为线性空间V 的基，  ,T L V W ，证明：T 为零变换的充要

条件是    0 1, ,iT e i n   。 

证明：充分性：因为  T 是零变换， 

所以， V ，   0T ，故有   0
i

eT （ ni ,,2,1  ）。 

必要性：因为 n
eee ,,,

21
 是线性空间V 的基，所以 V ， 

1 1 2 2 n nk e k e k e    ，

   1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( )n n n nT T ke k e k e kT e kT e k T e           

又   0
i

eT ， ni ,,2,1   

  0 T ，故T 为零变换。 

5、证明：  ,nT L R R 的充要条件是存在实常数 1 2, , , na a a ，使得

 
nn

T

n
xaxaxaxxxT  

221121
,,, ，   n

n
Rxxx  ,,,

21
 。 

证明：充分性：因为存在实常数 n
aaa ,,,

21
 ，使得   n

n
Rxxx  ,,,

21
 ， 

有  
nn

T

n
xaxaxaxxxT  

221121
,,,  

所以，  T
n

xxx ,,,
21
 ，  nT

n
Ryyy ,,,

21
 ， Rk ， 

    T

n

T

n
yyyxxxT ,,,,,,

2121
   

     
nnn

yxayxayxa  
222111  

   
nnnn

yayayaxaxaxa  
22112211  

   T
n

T

n
yyyTxxxT  

2121
 

    T
n

T

n
kxkxkxTxxxkT  

2121
 

nn
kxakxakxa  

2211  

   T
nnn

xxxkTxaxaxak  
212211

 

故，  RRLT n , 。 

必要性：设  RRLT n , ， n
eee ,,,

21
 是 nR 中的基本单位向量组，设  

ii
aeT  ，

ni ,,2,1  ， Ra
i
  

则，  1 2, , ,
T n

nx x x R    

nn
exexex  

2211
  

根据线性变换的定义有： 

   
nn

exexexTT  
2211

  

     
nn

eTxeTxeTx  
2211  

nn
xaxaxa  

2211 。 

6、设 1 2 3, ,e e e 是线性空间V 的一个基，  2,T L V R ，定义    1 1, 1, 2
T

T e   ，

   2 0,3, 2
T

T e  ，    3 3 1,2
T

T e   ， ，求  1 2 32 3 4T e e e  。 

解：        
321321

432432 eTeTeTeeeT   

     TTT
2,,1,342,,3,032,1,12   

 T6,7,10  。 

7、设 1T 是 2R 上旋转
3


的变换， 2T 是 2R 上旋转

2


的变换（关于 2R 上的旋

转变换见本习题 1（2）题），求 1

x
T

y

 
 
 

， 2

x
T

y

 
 
 

及 2 1

x
T T

y

 
 
 

。 

解 ：

1

1 3
312 2

23 1 3

2 2

cos sin

sin cos

x y
x x y x y

T
y x y x y

x y

 
 

 
                          

 

 

2

0 1

1 0
=

x x y
T

y y x

        
       

       
 

2 1

1 3
0 1 312 2
1 0 23 1 3

2 2

x x x y
T T

y y x y

 
                               

 

8、设  4 3,T L R R ，定义 

   1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 3 44 2 3 2 4 6 9 9, , , , ,
T T

T x x x x x x x x x x x x x x x         ： 

（1）判别下列向量中哪些是  R T 中的向量：  1= 6,8,6
T ，  2 = 1,3,4

T  ； 



（2）判别下列向量中哪些是  ker T 中的向量：  1= 3,8 2,0
T  ， ，

 1= 2,0,0,1
T ；（3）求出  ker T 及  R T 的基，指出T 的零度及秩。 

解：  4 3,T L R R ，且 

   1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 3 44 2 3 2 4 6 9 9, , , , ,
T T

T x x x x x x x x x x x x x x x        

Ax

x

x

x

x











































4

3

2

1

9906

4112

3214

 

（1）要判断 21
, 是否属于  TR ，即判断 1

Ax ， 2
Ax 这两个非齐次

线性方程组是否有解，即判断是否有：    
1

ArAr  ，    
2

ArAr  ，经

计算：     3
1
 ArAr ，     3

2
 ArAr ，故，  TR

21
, 。 

（2）要判断 1 2,  是否属于  ker T ，即判断 1 2,  是否为齐次线性方程

组 0Ax 的解。 

经计算得， 0Ax 的基础解系为：  Tk 0,2,8,3  ， Rk  

故，  1 ker T  ，  2 ker T  。 

（3）  Tker 即为 0Ax 的解空间，由（1）得，  Tker 的基为： 

 T0,2,8,3  ，    1kerdim T  

 TR 即为矩阵 A的列空间，所以，  TR 的基即为矩阵 A的列向量组的极大

线性无关组。 















 
 






















1000

0410

02
301

9906

4112

3214
行变换A  

由此得  TR 的一个基为： T6,2,4 ， T0,1,1 ，  3, 4,9
T

   

   3dim TR 。 

9、设  3T L R ，定义为  T x Ax ， 3x R  ，其中

1 1 3

= 5 6 4

7 4 2

A

 
  
 
 

； 

（1）证明：几何上  TR 代表过原点的平面，并求该平面的方程； 

（2）证明：几何上  ker T 代表过原点的直线，并求该直线的方程。 

证明：（1）   ATR  ，   3,, Rzyx
T   

3

1 1 3 3

5 6 4 5 6 4

7 4 2 7 4 2

x x y z X

A y x y z Y R

z x y z Z


        

                   
              

 

经计算得： ZXYX  75 ，故： 02  ZYX  

即：  TR 为过原点的平面，平面方程为： 02  ZYX 。 

（2）    3,0ker RxAxxT   

 Tker 即为齐次线性方程组 0Ax 的解空间。 

141 0 111 1 3
195 6 4 0 1 11

7 4 2 0 0 0

A

 
   

               
 

，可得，  Tker 是： 

过原点的直线：
14 19 11

x y z
 


。 

10、设  21 2,T T L R ，定义为    1 , ,
T T

T x y y z ，    2 , 0, z
T T

T x y  ，求  1 2 ,
T

T T x y

及  2 1 ,
T

T T x y ，问是否有 1 2 2 1=T T T T ？ 

解： 

  


















0

0
,

121

x

x
TyxTT

T

,  2 1 2

0
,

T y
T T x y T

x y

   
    

   
, 1221

TTTT  。 

11、设 : Rn mT R 是线性变换，定义为   AxxT  ，对下列各题中的矩阵

A，确定T 是否为单射：（1）

1 2

2 4

3 6

A

 
   
  

；（2）

1 0 0

1 3 5

2 1 2

1 3 0

A

 
 
 
 
  

。 

解： mn RRT : .由定理 8.1.4 知，要证明T 是单射，只要证明

   0ker T  ，   AxxT  ，  Tker 就是齐次线性方程组 0Ax 的解空

间。 

（1）














 























00

00

21

63

42

21

A ，   1Ar ，即 0Ax 的解空间维数

为 1，所以， 

   0k e r ,T  说明不是单射. 

1 0 0 1 0 0

1 3 5 0 1 0

2 1 2 0 0 1

1 3 0 0 0 0

A

   
   
    
   
      

  3, ,r A  即 0Ax 的解

空间维数为 3，所以，    0k e r ,T  说明是单射. 

 

12、证明：线性变换的和及数量乘积都是线性变换。 

证明：线性变换的和: 

设，  WVLTT ,,
21
 , Fk  

       
2121

TTTT  

       
2211

TTTT   

         
2121

TTTT   

     
2121

TTTT   

          
212121

kTkTkTkTkTT   

    
21 TTk   

说明：两线性变换的和为线性变换。 

               kT k T k T T kT kT               

      kTkT   

         mTkmTkmkT   

  kTm  

  kTm  

说明：数与线性变换的乘积为线性变换。 

13、设,定义映射  1 2 :T T V W  为        1 2 1 2T T T T V        ，证

明： 1 2T T 为线性变换。 

证明：        1 2 1 2 ,T T T T V               ， Fk  

       1 1 2 2T T T T          

     
2121

TTTT   

          
212121

kTkTkTkTkTT   

  
21

TTk   

因此， 21
TT  为线性变换。 

14、设    1,2,3iT L V i  ，证明：（1） 1 2 3 1 3 2 3=T T T T T T T  ，（2）若 1221
TTTT  ，

且 1
T 可逆，则 1 1

1 2 2 1T T T T  。 

证明：（1）设 V ，   VT  
3  

则：            1 2 3 1 2 3 1 2T T T T T T T T             



   
21

TT   

     
3231

TTTT   

   
3231

TTTT  。 

(2)因为， 1221
TTTT  ，且 1

T 可逆，所以， 12

1

121

1

12
TTTTTTT    

故， 1 1 1 1
2 1 1 2 1 1 1 2T T T T T T T T     。 

（B） 

1、设 1 2 3, ,V V V 都是有限维线性空间，  2 1 2,T V VL ,  1 2 3,T V VL ，证明

     1 2 1 2min ,rank T T rank T rank T 。 

证法 1： 2 2 1 2 1 2 1 1 2( ) , ( ( )) ( )T T V V T T V T V 因为 不一定是满射，所以  

          1 2 1 2 1 1 2 1 1 2dim dim dimrank T T T T V T T V T V      

 
1

Trank  

同理： 1T因为 不一定是单射. 

            
1212112121

dimdimdim VTVTTVTTTTrank   

 
2

Trank 。 

所以有  1 2 1 2rank ( ) m in rank ( ), rank ( )T T T T  

证法 2：设  2 1 2,T L V V 对应的矩阵为B ， 2( ) r( );rank T B  

设  1 2 3,T L V V 对应的矩阵为 A , 1( ) r( );rank T A  

线性变换的乘积对应矩阵的乘积，  1 2 1 3,T T L V V 对应的矩阵为 A B . 

1 2( )R T T 与 A B 的列空间同构. 1 2( ) r ( )ran k T T A B 。 

因为  r ( ) m in r ( ), r ( )A B A B 。 

所以有  1 2 1 2rank ( ) m in rank ( ), rank ( )T T T T  

2、设V 上的线性算子T 满足 2T T ，证明： ker( ) ( )V T R T  。 

证明： V ，      TT   

           02   TTTTTT  

所以，    TT ker  ，又，    TRT   

   TRTV  ker  

 TR ，有 V ，使得    T  

        TTT 2
， 

若 0 ，   0T ，  Tker 。 

由此有：      0ker T R T  ， 

所以有 ker( ) ( )V T R T   

习题 8.2 

（A） 

1、设T 为  3F x 上的线性算子，定义       1T f x f x f x   ，求T 在基

2 31, , ,x x x 下的矩阵。 

解：   11 xf ，     2 3
1

0

0
1 1 0 1

0

0

T f x x x x

 
 
    
 
 
 

 

  xxf 
2 ，       





















0

0

0

1

111 32
2 xxxxxxfT  

同理得：   2

3
xxf  ，     2 3

3

1

2
1

0

0

T f x x x x

 
 
 
 
 
 

 

  3

4
xxf  ，     2 3

4

1

3
1

3

0

T f x x x x

 
 
 
 
 
 

 

故，T 在基 321 xxx ,,, 的秩阵为



















0000

3000

3200

1110

 

2、证明：若  ,n mT L R R ，则必存在实矩阵 m nA  使得 nRx ，成立  T x Ax 。 

证明；因为  mn RRLT , ，设 n ,,, 21 是 nR 中的基本单位向量组，并设： 

   1 2, , ,
T

i i i m iT a a a   （ ni ,,, 21 ）， 

nRx ，   nn
T

n aaaaaax    221121 ,,,  

故，    nnaaaTxT   2211  

     nnTaTaTa   2211  

       1 2 1 2

T

n nT T T a a a      

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

m m m n n

a a a a

a a a a
A x

a a a a

   
   
    
   
   
   





    



 

[在此：必须选 nR 中的基本单位向量组作为 nR 的基] 

3 、 设    2 1
:T F x F x ， 是 一 线 性 变 换 ， 定 义 为

     2
0 1 2 0 1 1 22 3T a a x a x a a a a x      ；（1）求T 在基 ,B B 下

的矩阵，其中
21, ,B x x ， 1,B x  ；（2）用（1）求出的矩阵对  2F x 中任意

向量   2
210 xaxaaxf  验证公式（8.2.7）。 

解：（1）由已知得：     









0

1
111 xT  

    










2

1
121 xxxT  

   2 0
3 1

3
T x x x

 
     

 

故，T 在基 ,B B 下的矩阵为 










320

011
A 。 

（2）   2
210 xaxaaxf  ，  xf 在基B 下的坐标为  Taaa 210 ,,  

        2
0 1 2 0 1 1 22 3T f x T a a x a x a a a a x        

  0 1

1 2

1
2 3

a a
x

a a

 
    

 

  xfT 在基B 下的坐标为 0 1 1 22 3,
T

a a a a    

显然有：

0
0 1

1
1 2

2

2 3

a
a a

A a
a a

a

 
          

 

，验证公式（8.2.7）。 

4、设  4 3,T L R R , T 在基 1 2 3 4, , ,B       ， 1 2 3, ,B       下的矩阵为

3 2 1 0

2 6 2 1

3 0 7 1

A

 
   
  

，其中，  1 0,1,1,1
T  ，  2 2,1 1 1

T   ， ， ，  3 1,4 1, 2
T  ， ，

 4 6,9,4, 2
T  ，  1 0 8,8

T  ， ，  2 7,8,1
T   ，  3 6,9,1

T   ，求  1 1 2,1 2
T   ， ， 在

基B 下的坐标，并求  T  。 

解：设 44332211 xxxx    

即     TTxxxx 212143214321  ,,,,,,  

解得， 11 x ， 12 x ， 13 x ， 04 x  

由公式（8.2.7）得，    TT xxxxAyyyy 4321321 ,,,,,   

 T1052  ,,  



故，    TT 550251052 321  ,, 。 

5、设   nV dim ，   mW dim ， mn  ，  ,T L V W ，问T 是否为单射？ 

解法 1：由于  WVLT , ，且   nV dim ，   mW dim ， mn   

故，由定理 8.1.3 知，     nTrankTnullity   

而，   mTrank   

则，   0 mnTnullity  

说明：T 不是单射。 

解法 2：由于  ,T L V W ，且 ，  dim V n ，n m  

所以，与T 对应的矩阵 m nA  满足m n ，故  r A n  

则方程组 0Ax  必存在非零解，故，T 不是单射。 

6、设 1 n ， ， 是线性空间V 的基，  T L V ，证明：T 可逆的充要条件是

2( ), , ( )nT T  线性无关。 

证 法 1 ： 由 定 理 8.1.9 ： T 可 逆

1 2( ) ( ), ( ), , ( )nrank T n T T T      线性无关. 

证法 2：T 可逆与T 对应的矩阵 n nA  可逆 A的列空间的秩为n A 的

列向量组线性无关。 

又 1 2, , ,  n   是V 的基，线性无关。 

故，      1 2,T , ,T nT    线性无关。 

7、设 ,T S 都是 3R 上线性算子，定义为：    1 2 3 1 2 1 3, , , ,
T T

T x x x x x x x  ；

   1 2 3 1 2 3 3 1 20, , , ,
T T

S x x x x x x x x x     ，求TS 、 ST 、 2T 、T S 、 2T 、 1T  。 

解：由    1 2 3 1 2 1 3, , , ,
T T

T x x x x x x x  知，与T 对应的矩阵

1 0 0

0 1 0

1 0 1

A

 
   
 
 

 

   1 2 3 1 2 3 3 1 20, , , ,
T T

S x x x x x x x x x     知， 

与 S 对应的矩阵

1 1 1

0 0 0

1 1 1

B

 
   
   

 

由定理 8.2.1 知 

与TS 对应的矩阵

1 1 1

0 0 0

0 0 0

AB

 
   
 
 

，故    1 2 3, ,
T

TS x x x AB x  

与 ST 对应的矩阵

0 1 1

0 0 0

0 1 1

BA

 
   
  

，故  ST x BAx  

与 2T 对应的矩阵 2

1 0 0

0 1 0

2 0 1

A

 
   
 
 

，故  2 2T x A x  

与T S 对应的矩阵为

2 1 1

0 1 0

0 1 2

A B

 
    
  

，故      T S x A B x    

与 2T 对应的矩阵为

2 0 0

2 0 2 0

2 0 2

A

 
   
  

，故  2 2T x Ax  

与 1T  对应的矩阵为 1

1 0 0

0 1 0

1 0 1

A

 
   
  

，故  1 1T x A x  。 

8、设T 是  2F x 上的线性算子，T 在基
2 , ,1x x 下的矩阵

1 2 3

= 1 0 3

2 1 5

A

 
  
  

，求

T 在基
2 2 2, , 1x x x x x   下的矩阵。 

解：基  2 1, ,x x 与基  2 2 2 1, ,x x x x x   之间的过渡矩阵

1 1 1

0 1 1

0 0 1

C

 
   
 
 

 

即：    2 2 2 21 1, , , ,x x x x x x x C     

而，    2 21 1, , , ,T x x x x A  

故，    2 2 2 21 1, , , ,T x x x x x T x x C     

 2 1, ,x x AC  

 2 2 2 11, ,x x x x x C AC     

则：T 在基  2 2 2 1, ,x x x x x   下的矩阵为 1

2 4 4

3 4 6

2 3 8

C AC

 
     
 
 

。 

9、设  3T L R ，    1 5,0, 3
T

T    ，    2 0 1,6
T

T   ， ，    3 5 1,9
T

T    ， ，

其中  1= 1,0, 2
T  ，  2 = 0,1,1

T ，  3 = 3 1,0
T ， ，求T 在基  1= 1,0,1

T ，  2 = 0,1,0
T ，

 3 = 0,0,1
T 下的矩阵。 

解：由已知得，         1 2 3 1 2 3

5 0 5

0 1 1

3 6 9

, ,T T T A A     
  
      
 
 

 

     1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 0 3

0 1 1

2 1 0

B        
 
    
 
 

 

    1
1 2 3 1 2 3 B        

故，                 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3T T T T T T T B            

  1
1 2 3= AB   

 

则，T 在基 1 2 3, ,   下的矩阵为 1

5 20 20
1

4 5 2
7

27 18 24

AB

  
     
 
 

。 

10、设  T L V ，T 在V 的基 1 2 3, ,e e e 下的矩阵为

15 11 5

= 20 15 8

8 7 6

A

 
  
  

，求T 在基

1 1 2 3=2e +3e +e ， 2 1 2 3=3e +4e +e ， 3 1 2 3=e +2e +2e 下的矩阵。 

解： 1 2 3, ,e e e 到基 1 2 3, ,   之间的过渡矩阵

2 3 1

3 4 2

1 1 2

C

 
   
 
 

 

即：    1 2 3 1 2 3e e e C     

又因为：    1 2 3 1 2 3T e e e e e e A  

故，T 在基 1 2 3, ,   下的矩阵为 1

1 0 0

0 2 0

0 0 3

C AC

 
   
 
 

。 

（B） 

1、设  T L V ，证明：如果T 在V 的任一基下的矩阵都相同，则T 是数乘

变换。 

证明：设 A是线性变换T 在某个基下的矩阵，则 A对于任意可逆矩阵C ，

有 1C AC 也是线性变换T 在另外一个基下的矩阵，由题意有， 1C AC A  ，即

AC CA ，特别取 ijC E ，其中：1 i j n   ，i 行 j 列处元素为 1，其余元素为

零的矩阵。则由 ij ijAE E A ，得， A为数量矩阵。 

2、设V 为复数域C 上的线性空间  T L V ，若存在数 0 C  及V 中非零向

量 ，使得   0=T   ，则称 0 为T 的一个特征值，称 为T 的对应于特征值 0

的特征向量，设T 在V 的基 1 2, , , ne e e 下的矩阵为 A，证明： 0 为T 的特征值且

 为对应的特征向量 0 为 A的特征值且 x为对应的特征向量，其中 x为 在

基 1 2, , , ne e e 下的坐标向量。 

证明：设  1 1 2 2 1 2, , , n n nx e x e x e e e e x       

其中：  1 2, , ,
T

nx x x x  

则，           1 2 1 2, , , , , ,n nT T e e e x T e T e T e x     

 1 2, , , ne e e Ax  



   0 0 1 2 1 2 0, , , , , , n ne e e x e e e x     

故，      0 1 2 1 2 0, , , , , , n nT e e e Ax e e e x       

   1 2 0 0, , , ne e e Ax x    

由于 1 2, , , ne e e 线性无关 0Ax x   

 非零向量， nx C 亦非零向量。 

故得证。 

3、设 ( ),T L V ，T 在V 的基 1 2, , , nB     下的矩阵为 A，证明：T 在V

的某基 1 2, , , nB       下的矩阵为对角矩阵D A 相似于对角矩阵D，并在

A可相似对角化时，求出及B。 

“” ( ),T L V T 在V 的基  1 2, , , nB     下的矩阵为 A，T 在V 的某基

1 2, , , nB       下的矩阵为对角矩阵 D，则由定理知 A与 D相似，说明 A可

对角化。 

“”设 A 相似于对角矩阵 D ，即存在可逆矩阵C ，满足 1C AC D  ，由于

 1 2, , , nB     为 V 的 基 ， T 在 V 的 基 B 下 的 矩 阵 为 A ， 故 ，

 1 2, , , nB BC C      也为V 的基。且， 

      1
1 2 1 2, , , , , ,n nT B T C AC B C AC B D                 

故得知，T 在V 的基B下的矩阵为 1C AC D  ，且为对角矩阵； 

且有  1 2, , , nB BC C      为V 的另一个基 

4、设V 上的线性算子T 在V 的基 1 2 3, ,   下的矩阵为 A，对下列矩阵 A。

问是否存在V 的基 1 2 3, ,   ，使得T 在这个基下的矩阵为对角矩阵？若是，求

出这个基及对应的对角矩阵。（1）

1 3 1

3 5 1

3 3 1

A

  
    
  

；（2）

6 5 3

3 2 2

2 2 0

A

  
    
  

。 

解：由上题的结论可进行求解。 

（1）

1 3 1

3 5 1

3 3 1

A

  
    
  

， 0E A   ，得 1 1  ， 2 3 2   ， 

1 1  对应的特征向量为  1 1 1, ,
T
， 

2 3 2   对应的特征向量为  1 1 0, ,
T
，  0 1 3, ,

T
。 

则 A可对角化，且

1 1 0

1 1 1

1 0 3

C

 
   
 
 

， 1

1 0 0

0 2 0

0 0 2

C AC

 
   
 
 

 

并且存在V 的基  1 2 3B C     

线性变换T 在基B下的矩阵为  1 2 2, ,diag 。 

（2）

6 5 3

3 2 2

2 2 0

A

  
    
  

， 0E A   ，得 1 2 1   ， 3 2  ， 

1 2 1   对应的特征向量为  1 1 0, ,
T
， 

因此， A不可对角化，故不存在V 的基。 

5、设 T 是 n 维欧氏空间 V 上的线性算子，如果 V  ， ，都有

   , ,T T    ，则称T 为正交变换，设  T L V ，证明下列各命题是相

互等价的。（1）T 是正交变换；（2）T 是保长度的，即 V  ，都有  T   ；

（3）如果 1 2, , , ne e e 是V 的标准正交基，则      1 2, , , nT e T e T e 也是V 的标准

正交基；（4）T 在任一标准正交基下的矩阵为正交矩阵。 

证 明 ： （ 1 ）  （ 2 ） 若 T 是 正 交 变 换 ， 则 有 ,V  ，

   , ,T T    ， 

故，    , ,T T     

  2 2
T   ，即，  T   . 

(2) (1)若 V  ，都有，  T   ，两边平方得， 

  2 2
T   ，即，    , ,T T    ，    , ,T T     

故，    , ,T T            。 

           2 2, , , , , ,T T T T T T                 

则，    , ,T T     

（1）（3）若 1 2, , , ne e e 是V 一组标准正交基，则
1

0
,i j

i j
e e

i j


  

 

若T 是正交变换，则有：     1

0
, ,i j i j

i j
T e T e e e

i j


   

 

即，也是      1 2, , , nT e T e T e 也是V 一组标准正交基。 

(3) (1) 若 1 2, , , ne e e 是V 的标准正交基，  T L V ， 

     1 2, , , nT e T e T e 也是V 的标准正交基。 

设 1 1 2 2 n nx e x e x e     ， 1 1 2 2 n ny e y e y e      

       1 1 2 2 n nT x T e x T e x T e      

       1 1 2 2 n nT y T e y T e y T e     ，由标准正交基性质得， 

1 1 2 2, n nx y x y x y      ，     1 1 2 2, n nT T x y x y x y       

故得，    , ,T T    ，T 是正交变换。 

（3）（4），设 1 2, , , ne e e 为V 的标准正交基，T 在该基下的矩阵为 A，则，

          1 2 1 2 1 2, , , , , , , , ,n n nT e e e T e T e T e e e e A     

若      1 2, , , nT e T e T e 也是V 的标准正交基，则矩阵 A相当于欧氏空间V 的两

组标准正交基间的过渡矩阵，则 A一定是正交矩阵。 

(4) (3)，设 1 2, , , ne e e 为V 的标准正交基，T 在该基下的矩阵为 A，且 A是正

交矩阵，则， 

          1 2 1 2 1 2, , , , , , , , ,n n nT e e e T e T e T e e e e A     

由第五章的习题结论可知，      1 2, , , nT e T e T e 也是V 的标准正交基。 

第 8章习题 

1、设有 2R 得即  1: = 1,0
T

B  ，  2 = 0,1
T ； 3R 的基  = 1,1,0

T
B 

，： ，  2= 1,0,1
T ，

 3 = 0,1,1
T ，  2 3,T L R R ， 定 义 为    1 1 2 2 1 2 3T x x x x x      ，

  2
1 2,

T
x x x R   。（1）求T 的值域与秩、核与零度；（2）T 是否为单射？

（3）求T 在基 ,B B下的矩阵。 

解：由定义    1 1 2 2 1 2 3T x x x x x      ， 

得，          1 1 3 2 2 3 1 21 2 1 1 1 2, , , ,
T T

T x x x x x          

（1）故，       1 2 1 1 1 2, , , , ,
T T

R T span ，所以，   2rank T  。 

（2）令，   0T x  ，即得      1 21 2 1 1 1 2 0 0 0, , , , , ,
T T T

x x   

可知， 1 0x  ， 2 0x  ，即  0 0,
T

x   

故，    0ker T  ，   0nuuity T  ， 

由定理知，T 是单射。 

因为，   2 3rank T   ，所以，T 不是满射。 

（3）         1 2 1 2 1 2 3, ,T T T A         

即，

1 1 1 1 0

2 1 1 0 1

1 2 0 1 1

A

   
      
   
   

 

故，

1
1 1 0 1 1 1 0

1 0 1 2 1 0 1

0 1 1 1 2 1 1

A


     
           
     
     

。 

2、设   T L R x ，定义为       T f x xf x f x   ，    2f x R x  （1）

求T 在基
21 ,x x， 下的矩阵 A；（2）求T 在基

21 ,1x x， 下的矩阵B ；（3）求



矩阵 S ，使得 1B S AS ；（4）若    20 1 2 1f x a a x a x    ，求     2 3, ,nT f x n   。 

解，（1）因为，       T f x xf x f x    

 1 1f x  ，       2
1 0 1 0 0 0, , , ,

T
T f x x x   

 2 1f x  ，       2
2 1 0 1 0, , , ,

T
T f x x x x   

 3 1f x  ，       2 2
3 2 2 1 2 0 2, , , ,

T
T f x x x x    

故        2 2 2 2

0 0 2

1 1 1 0 1 0 1

0 0 2

, , ( ), ( ), ( ) , , , ,T x x T T x T x x x x x A

 
    
 
 

。 

（2）同理求得， 

       2 2 2 2

0 0 0

1 1 1 1 = 1 1 0 1 0 1 1+

0 0 2

, , ( ), ( ), ( ) , , , ,T x x T T x T x x x x x B

 
      
 
 

 

（3）      2 2 2

1 0 1

1 1 1 0 1 0 1

0 0 1

, , , , , ,x x x x x x S

 
    
 
 

 

得， 1B S AS 。 

（4）        2 2
0 1 2 0 1 21 1 1, , , ,

T
f x a a x a x x x a a a       

故，        2
0 1 21 1, , , ,

Tn nT f x T x x a a a   

    1 2
0 1 21 1, , , ,

TnT T x x a a a   

    1 2
0 1 21 1, , , ,

TnT x x B a a a    

 

   2
0 1 21 1, , , ,

Tnx x B a a a   

   2
0 1 21 1 2, , , ,

Tnx x a a a   

 21 22 1na x a x    

3、已知  3T L R ，T 在基  1: = 1,1,1
T

B   ，  2= 1,0 1
T ， ，  3= 0,0,1

T 下的

矩阵为

1 0 1

1 1 0

1 2 1

A

 
   
  

，（1）求T 在基  1: = 1,0,0
T

B  ，  2 = 0,1,0
T ，  3 = 0,0,1

T

下的矩阵；（2）求  1,2, 5
T

T  。 

解：（1）由题设知，由B到B 的过渡矩阵为

1 1 0

1 0 1

1 1 1

C

 
   
  

， 

则，由B 到B的过渡矩阵为 1

1 1 1

0 1 1

1 0 1

C 

  
   
 
 

， 

故，  3T L R 在基B下的矩阵为 1

1 1 2

2 2 0

3 0 2

D C AC

  
    
 
 

。 

（2）       1 2 31 2 5 1 2 5, , , , , ,
T T

T T       

   1 2 5 11 6 7, , , ,
T T

D     

4、设  T L V ，T 在V 的基 1 2 3, ,e e e 下的矩阵为

5 0 0

4 3 2

4 2 3

A

 
    
   

。（1）T 是

否可逆？，若T 可逆，求 1T  ；（2）试求V 的另一基，使得T 在该基下的矩阵

为对角矩阵。 

解：（1） 25 0A   ，故， A可逆，所以，T 可逆， 

又因为 1

1 0 0
1

4 3 2
5

4 2 3

A

 
   
 
 

， 

则，  1
1 2 3

1 0 0
1

4 3 2
5

4 2 3

T e e e

 
   
 
 

 

（2）将居住 A对角化， 0E A   ，得 1 1  ， 2 3 5   ，对应的特征向量分

别为：  1 0 1 1, ,
T  ，  2 1 2 0, ,

T   ，  3 1 0 2, ,
T   ， 

故，有基为： 2 3e e ， 1 22e e ， 1 32e e ， 

T 在这一组基下的矩阵为  1 5 5, ,diag 。 

5、设  T L V ，T 在V 的基 1 2 3: , ,B e e e 下的矩阵为

1 0 0

0 1 1

0 2 2

A

 
    
  

。（1）证

明 2T T ；（2）求  R T 和  ker T 的基，并证明将它们合在一起可构成V 的基B；

（3）求T 在B下的矩阵；（4）证明  R T  ，恒有    T R T  ，  ker T  ，

恒有    kerT T  。 

解：（1）线性变换相乘等于对应的矩阵相乘，故，要证明 2T T ，只要

证明 2A A 就可以了。 

因为 2

1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1 1 0 1 1

0 2 2 0 2 2 0 2 2

A A

     
                 
          

，故， 2T T 。 

（2）      1 2 3 1 2 32,R T e e e A span e e e    ， 0Ax  的解为  ker T 中的元素，在

基 1 2 3, ,e e e 下的坐标，故，    2 3ker T span e e  。 

又因为，    1 2 3 2 3 1 2 3

1 0 0

2 0 1 1

0 2 1

, ,e e e e e e e e

 
      
  

 

1 0 0

0 1 1 1 0

0 2 1

det

 
     
  

， 

所以，  R T ，  ker T 的基合在一起构成V 的一个基B， 

其中，  R T 的基为： 1 2 3,e e e  ， 

 ker T 的基为： 2 3e e 。 

（3）T 在基B下的矩阵为 

 

1
1 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1 1 1 1 0

0 2 1 0 2 1

D , ,A diag


   
         
       

 

（4）由（1）知，T 是可逆线性变换， 

 R T  , V  ，使得，  T    

故，           2T T T T T R T          

所以，    T R T  。 

 ker T  ,得，   0T   ， 

     20 0 0T T T      

所以，    kerT T  。 

6、设  ,T L V W ，V 为有限维空间，已知    1 , , rT e T e 为  R T 的基（其

中 , 1, ,ie V i r   ） ， 又 知 1 , , s  为  ker T 的 基 ， 试 证 明 向 量 组

  1 1: , , , ,r sI e e    是V 的基. 

证明：已知    1 , , rT e T e 为  R T 的基（其中 , 1, ,ie V i r   ）， 

1 , , s  为  ker T 的基， 

设存在一组常数 1 2 1 2, , , , , ,r sk k k l l l  满足 

1 1 2 2 1 1 2 2 0 (1)r r s sk e k e k e l l l            

1 1 2 2 1 1 2 2( ) (0) 0r r s sT k e k e k e l l l T             

1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) 0 0r r rk T e k T e k T e k k k           

将 1 2 0rk k k    代入（1）得 1 2 0sl l l     

所以， 1 2 1 2, , , , , , ,r se e e     线性无关. 

再证明V 中任一向量 都可由 1 2 1 2, , , , , , ,r se e e     线性表示. 

设 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )r rT a T e a T e a T e     . 



记向量 0 1 1 2 2( )r ra e a e a e       

0 1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )) 0r r r rT T a e a e a e T aT e a T e a T e               

0 ker(T)   

0 可由 1 2, , , s   线性表示. 

即 0 1 1 2 2 s sb b b       . 

故 = 1 1 2 2 1 1 2 2= +r r s sa e a e a e b b b           

因此， 1 2 1 2, , , , , , ,r se e e     是V 的基. 


