
第 4 章 向量与线性方程组 

几个重要知识点 

1、线性方程组有解判定定理 

2、线性方程组解的结构 

3、求线性方程组的结构解 

3、向量组的线性相关性（无关性）判定 

4、求向量组的极大无关组并把其余向量用极大无关组线表 

5、两个向量组等价 

 

1. 设 0Ax  是非齐次方程组 Ax b 对应的齐次方程组, 则             【 D  】 

  (A) 若 0Ax  只有零解, 则 Ax b 有唯一解;   

(B) 若 0Ax  有非零解, 则 Ax b 有无穷多解;      

   (C) 若 Ax b 有无穷多解, 则 0Ax  只有零解;  

 (D) 若 Ax b 有无穷多解, 则 0Ax  有非零解. 

2. 设n维向量组 1 2 3, ,   可由 1 2,  线性表出, 则                     【   D  】 

(A) 仅当 1 2,  线性无关时, 1 2 3, ,   线性无关;     

 (B) 仅当 1 2,   线性相关时, 1 2 3, ,   线性相关;      

(C) 1 2 3, ,   线性无关;                           

(D) 1 2 3, ,   线性相关. 

3．设 A是 nm 矩阵，则齐次线性方程组 0Ax 仅有零解的充要条件是 

                                                      【  A  】 

(A) A的列向量组线性无关．  (B) A的列向量组线性相关． 

(C) A的行向量组线性无关．  (D) A的行向量组线性相关． 

4．设 1 2 3, ,   齐次线性方程组 0Ax 的一个基础解系，则该方程组的基础解系

还有                                                    【A 】 

(A) 1 2 2 3 1 3, ,        ． (B) 1 2 2 3 3 1, ,        ．  

(C) 1 2 2 3 3 1, ,        ． (D) 1 2 2 3 3 12 , 2 ,        ． 

5. 设
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 
   
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, B为3阶非零矩阵, 且 0AB  , 则 __________t  .  3  

 
6．设 3 元非齐次线性方程组 bAx  的两个解向量 1 2 , 满足 

T
1 22 (1, 0,1)   ， T

2 1 (2, 2,1)     

且 ( ) 2r A ．则该方程组的通解是            ． ( 4,6, 1) (3, 4,1) ,T Tk k    任意 

1 2 3 4 1 2 4 3 1 2 47 ( , , , ), , , =2 + .
0 ___________.
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.设 其中列向量 线性无关，

则齐次线性方程组 的一个基础解系为
 

(2, 1, 1,1)T 答  
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1 3 1
8 2 , 2 =________.
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.设向量组 = = ， = 线性相关，则 0 

1 2 3 1 2 2 3 3 19 , , , ,
________
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.设向量组 线性无关 如果 - , 线性相关，

则
k=-1 

10．设 1 2(  ) A 为 2 阶方阵， *A 为 A的伴随矩阵，若 T(1,1) 是线性方程组 0Ax

的基础解系，则 0xA* 的基础解系可为                       ． 1 2 或  

1 2 3 4 5
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11（8分） 求向量组 ， ， ， ，

的极大线性无关组，并将其余的向量用所求得的极大无关组线性表示.

 

解 1 2 3 4 5

1 1 2 2 1 1 0 1 0 5
0 1 1 3 2 0 1 1 0 8[ ] 0 0 0 1 2 0 0 0 1 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

    
   

             
   

       

1 2 4, ,  一个极大无关组为 , 4 分 3 1 2 ,    6 分 5 1 2 45 8 2        

 
12 已知空间直角坐标系中三平面的方程分别为： 

1 2 32 1, : 2, : 1 .x y z x y z x y z              ：  

(1)
(2)

当 取何值时,这三个平面交于一点？交于一条直线？没有公共交点？

当它们交于一直线时,求直线的方程.
 

2 1
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x y z
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

 

     
    

联立三平面方程，得方程组  

1 1 2 1 1 1 2 1
1 1 2 0 1 1 1

1 1 1+ 0 0 2 2
A  

  

   
      
      

                    

0 1 ( )= ( )=3, .r A r A  当 且 时， 方程组有唯一解，从而三平面交于一点  

=0 ( ) ( ),r A r A 当 时， 方程组无解，从而三平面无交点.              

=1 ( ) ( ) 2,r A r A  当 时， 三平面交于一条直线.                 

1 1 0 3
0 0 1 1 ,
0 0 0 0

A
 
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 
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此时 方程组(1)的通解为
1 3
1 0

0 1

x
y k
z

     
       
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，此为交线

的参数方程。或 



3 1
= =

1 1 0

x y z 


 （对称式方程），或 
2 1 3

2 1
x y z x y
x y z z
     

      
或        

1 2 1 2 3 1 2

1 2 3

1 2 3

1 2 1 2 3

1 0 1 -1 1
13. 0 , 1 ; 2 1 1 ,
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.

(1) , , , , .
(2) ( , ), ( , , ). .
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  

设 = = = , = , = .已知向量组

与向量组 , , 等价

求向量组 的秩以及一个极大无关组，并求

令矩阵 求满足 的矩阵

 

1 2 1 2 3 1 2 1 2 3, , ( , , ) 2.r          解：由 与 , , 等价，及 线性无关，知  

1 2 3 1 2det( , , ) 0 0. ,c     从而 ，得 又 线性无关，所以是一个极大无关组。4 分 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, ( , ) ( , , )r r         因此 与 , 等价,故有 ,  

1 2 1 2 3

1 0 1 1 1 1 0 1 1 1
( , , , , ) 0 1 2 1 1 0 1 2 1 1

1 2 0 0 0 1 2 2a b a b a b a b
    

    
    
           

又 ，  

1 2 =0 2 =0 =0, 1, 1.a b a b a b a b        有 ， ， 解得                      8 分 

 1 1 2 2 1 2 3 1 2 1 2 3 1 2
1 1 1= +2 = + = + . , , )=( , ) 2 1 1              且有 , , 即( ； 

 1 1 1 .2 1 1X 故所求矩阵           

难题： 

1. 设 A是n阶矩阵, b是n维列向量, 且 ( )
0T

A b
r r A

b

 
 

 
, 则    (   ). B 

 (A) Ax b 有无穷多个解;           (B) 0
0T

A b x

b y

  
  

  
有非零解;      

  (C) Ax b 有唯一解;               (D) 0
0T

A b x

b y

  
  

  
仅有零解. 

2. 设 A为5阶方阵, 且 2 0A  , 则 ( ) __________r A  . 0 ; （因 A2=0，r(A)+r(A）<=5,

故 r(A)<=2) 

3. 设 A 是 n 阶 方 阵 , 1 2 3, ,   是 n 维 列 向 量 , 且

1 1 1 2 1 2 3 2 30, =2 , = +2 , = +2A A A         , 证明: 1 2 3, ,   线性无关. 

证: 由 1 1 2 1 2 3 2 3=2 , = +2 , = +2A A A        可得 

1 2 1 3 2( 2 ) 0, ( 2 ) , ( 2 ) .A I A I A I            



令 

1 1 2 2 3 3 0k k k     ,                                (1) 

用 ( 2 )A I 乘以(1)式, 可得 

1 1 2 2 3 3( 2 )( ) 0A I k k k      , 即 2 1 3 2 0k k   ,    (2)       

用 ( 2 )A I 乘以(2)式, 可得 

2 1 3 2( 2 )( ) 0A I k k    , 即 3 1 0k   ,             (3)        

由 1 0  可得 3 0k  , 将 3 0k  代入(2)式可得 2 0k  , 将 2 3 0k k  代入(1)可得 

1 2 3 0k k k   ,  (3 分）  因而 1 2 3, ,   线性无关.  

 

九、(4 分) 设 A为 nm 实矩阵，证明： )Ar()AAr( T  ． 

证   若 0Ax ，则 0AxAT
． 反之，若 0AxAT

，则有 0TT AxAx ，即

0)( T AxAx ，从而 0Ax ．这表明，齐次线性方程组 0Ax 与 0AxAT
同解，故它

们的基础解系所含的线性无关解向量的个数相同，即 )r()r( TAAA  nn  

故 )r()r( TAAA  ．   

 


