
2025 春 计算机科学与人工智能的数学基础（Ⅰ）期末回忆版试题参
考答案

一，填空

1. 重言
2. 
3. 
4. 4
本题可通过邻接矩阵的三次方来计算。

5. 不一定是，比如
6. 0 图着色就是点着色。一定要区分清楚 图着色和面着色。

1 易知
0 ，为对称矩阵

二，举例

1. 
2. 经典蝴蝶图
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3. 如图所示

4. 如图所示
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三，计算与证明

1. 用等值演算判断((p→q）∧p）→q的类型

2. 将“相等的两个角不都是对顶角”用谓词逻辑符号化

：  是角
：  和  相等
：  和  是对顶角

形式一：基于“存在...不...”

字面含义：存在  和 ，它们都是角，且它们相等，并且它们不是对顶角。

形式二：基于“并非全都是”

字面含义：并非“只要  和  是相等的角，它们就一定是对顶角”。

3. 求前束范式 

求前束范式的核心步骤是：先换名（消除变量冲突）→ 再移量词（利用量词否定和收缩律将量词提到最前面）。

1. 换名律（消除变量冲突）

为了避免量词外提时引起变量捕捉，将约束变量  换名为 ，将约束变量  换名为 ：

​ ​ ​

((p → q) ∧ p) → q ≡ ((¬p ∨ q) ∧ p) → q

≡ ((¬p ∧ p) ∨ (q ∧ p)) → q

≡ (F ∨ (p ∧ q)) → q

≡ (p ∧ q) → q

≡ ¬(p ∧ q) ∨ q

≡ (¬p ∨ ¬q) ∨ q

≡ ¬p ∨ (¬q ∨ q)

≡ ¬p ∨ T

≡ T

(蕴涵等值式)

(分配律)

(矛盾律)

(同一律)

(蕴涵等值式)

(德⋅摩根律)

(结合律)

(排中律)

(支配律)

P (x) x

Q(x, y) x y

R(x, y) x y

∃x∃y(P (x) ∧ P (y) ∧ Q(x, y) ∧ ¬R(x, y))

x y

¬∀x∀y((P (x) ∧ P (y) ∧ Q(x, y)) → R(x, y))

x y

∃xF (x, y) → (H(x) → ¬∀yG(y))

x u y v

∃uF (u, y) → (H(x) → ¬∀vG(v))



2. 量词否定转换

将紧跟在量词前的否定词  内移：

3. 量词外提

为了清晰且不易出错，我们可以利用蕴涵等值式  将公式展开：

4. 将量词统一提到最前面（此时  和  互不干扰，先后顺序均可）：

最终结果

将式子恢复为蕴涵形式（更易读），该公式的前束范式为：

(注：前缀写成  同样正确)

4. 24 个人，13个人会英语，10个人会德语，9个人会法语，5个人会日语，4个
人又会英语又会法语，4个人又会英语又会德语，4个人又会德语又会法语，3
个人又会日语又会英语，会日语的人不会法语和德语，求会三门语言的人数。

首先默认没有什么都不会的人，由于会日语总共5人，且会日语的人不会法语和德语，故会日语的人只有“只会日语”和“会英语和日语”两类。那么此时我
们就可以把“只会日语的人”（2人）去掉，那么剩下的22个人就变成了一个简单的三元容斥问题，直接套公式即可。

5. n 个人，每个人有3个朋友，分析n的奇偶性
偶数。图 中有 个三度顶点，然后即总度数为 。由握手定理，总度数为 。所以 必为偶数

6. 建立[0,1]和(-2,3)的一一对应关系

思路：两区间内有理数由于是可列无穷 ，可一一对应。对于无理数，则可以通过y=5x-2这一映射关系进行一一对应。
构造性证明：

第一步：在  中挑出一个永远不漏掉的有理数序列 我们可以把端点  和区间内部的一部分有理数排成一个严格的序列：

为了方便表述，记 ，对于 ，记 。第二步：利用线性映射  进行“错位”映射我们定义一个分段函数 
：

7. 给出解释I，使下面两个公式为假，从而证明不是逻辑有效式

¬

∃uF (u, y) → (H(x) → ∃v¬G(v))

A → B ≡ ¬A ∨ B

H(x) → ∃v¬G(v) ≡ ¬H(x) ∨ ∃v¬G(v) ≡ ∃v(¬H(x) ∨ ¬G(v))

​ ​≡

≡

∃uF (u, y) → ∃v(¬H(x) ∨ ¬G(v))

¬(∃uF (u, y)) ∨ ∃v(¬H(x) ∨ ¬G(v))

∀u¬F (u, y) ∨ ∃v(¬H(x) ∨ ¬G(v))

∀u ∃v

∀u∃v(¬F (u, y) ∨ ¬H(x) ∨ ¬G(v))

∀u∃v(F (u, y) → (H(x) → ¬G(v)))

∃v∀u

22 = 13 + 10 + 9 − 4 − 4 − 4 + x

22 = 20 + x ⟹ x = 2
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(1)
论域 ：
谓词设定：  表示 “  是奇数”，  表示 “  是偶数”。
真值分析：前半部分：对论域里所有的数，要么是奇数要么是偶数（1是奇数，2是偶数），完全正确，为真 ( )。后半部分：“所有数都是奇数”为
假，“所有数都是偶数”也为假，假  假，为假 ( )。 ，成功证明其不是有效式。

(2)
此题有误，题中式子为重言式。

8. 四元数q1=（1，2，0，3），q2=（0，-1，0，2），求q1*q2

即

9. 一棵树有五个叶子节点，2度节点与三度节点各一个，剩余的节点都是四度节
点，求树的阶数n，并画出所有非同构的树.

设有 个四度节点，那么由题中条件，握手定理，和树的性质 ，得：

为确保同构图的不重不漏，我们可以对所有的内点进行排列（梦回高中同分异构体），去掉镜面的3种重复之后，得到同构图共有三种：

10. 求下图的对偶图。

D {1, 2}
F (x) x G(x) x

T

∨ F T → F ≡ F

q1 ∗ q2 = (1 + 2i + 3k) × (−i + 2k) = −i + 2 − 3j + 2k − 4j − 6 = −4 − i − 7j + 2k
(−4, −1, −7, 2)

x m = n − 1

1 × 5 + 2 × 1 + 3 × 1 + 4x = 2(5 + 1 + 1 + x − 1)

x = 1

n = 5 + 1 + 1 + x = 8



11. 写出实值函数f(x)=xTAx的梯度矩阵

12. 求矩阵A的SVD分解和MP逆矩阵

SVD 分解 ( )

步骤一：求  和奇异值 
计算 ：

其特征值为 ，对应的非零奇异值为 。

对应的单位特征向量（即  的列向量）为：

由此得到  的对角矩阵 ：

∇ ​f =x (A + A )xT
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步骤二：求 
利用公式  求得正交基：

扩充  使其成为  的标准正交基，可取：

SVD 分解最终结果：

Moore-Penrose 逆矩阵 ( )

利用公式  或对  进行满秩分解：

计算得到：

MP 逆矩阵最终结果：

四，应用题

甲乙丙丁象棋比赛，只能两人参加，满足：

1)甲和乙有且仅有一人参加比赛
2)若乙参加，则丙参加
3)丙和丁至多一人参加
4)若丁不参加，则甲不参加(可能第二条记得不是特别清，第二条可能不太对)，
问：请用真值表法，决定派谁参加比赛？

若甲参加，乙不参加。

若丙参加，则丁不参加，则甲不参加，矛盾。

若丁参加，不矛盾，所以可能是甲丁。

若乙参加，甲不参加

则丙参加，则丁不参加，则甲不参加，无矛盾。所以可能是乙丙。

综上，可能是甲丁或乙丙。

有了自然语言之后，我们再写真值表法。

逻辑符号化：

设命题变量如下：
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：甲参加比赛

：乙参加比赛

：丙参加比赛

：丁参加比赛

将题目中的 4 个条件符号化：

1. 甲和乙有且仅有一人参加：  ，即异或关系 
2. 若乙参加，则丙参加：
3. 丙和丁至多一人参加：
4. 若丁不参加，则甲不参加： （等价于逆否命题 ）

目标复合命题为上述 4 个条件的合取（即同时成立）：

真值表法

（注：表中  1  表示真/参加， 0  表示假/不参加）

(甲) (乙) (丙) (丁) 条件1: 条件2: 条件3: 条件4: 总真值 

1 1 1 1 0 1 0 1 0

1 1 1 0 0 1 1 0 0

1 1 0 1 0 0 1 1 0

1 1 0 0 0 0 1 0 0

1 0 1 1 1 1 0 1 0

1 0 1 0 1 1 1 0 0

1 0 0 1 1 1 1 1 1 (方案一)

1 0 0 0 1 1 1 0 0

0 1 1 1 1 1 0 1 0

0 1 1 0 1 1 1 1 1 (方案二)

0 1 0 1 1 0 1 1 0

0 1 0 0 1 0 1 1 0

0 0 1 1 0 1 0 1 0

0 0 1 0 0 1 1 1 0

0 0 0 1 0 1 1 1 0

0 0 0 0 0 1 1 1 0

啊啊啊真的要写这么多行吗

结论

通过真值表末列可以看出，使总真值  为真（满足所有逻辑约束）的解共有 2 组：

1. 方案一： ，即派 甲、丁 两人参加。
2. 方案二： ，即派 乙、丙 两人参加。

p

q

r

s

(p ∧ ¬q) ∨ (¬p ∧ q) p ⊕ q

q → r

¬(r ∧ s)
¬s → ¬p p → s

W = (p ⊕ q) ∧ (q → r) ∧ ¬(r ∧ s) ∧ (¬s → ¬p)

p q r s p ⊕ q q → r ¬(r ∧ s) ¬s → ¬p W

W

p = 1, q = 0, r = 0, s = 1
p = 0, q = 1, r = 1, s = 0



五，分析题

1. 主成分分析。协方差计算式把1/n改成1/(n-1)对贡献率计算和主成分的表达式
是否有影响？

完全没有。如果按照复习资料上的推导方式，我们是在限定条件 下求 的最大值。这个过程中，是 还是 根本对这个优化

问题的目标函数完全没有任何影响，因为式子中根本没有出现 .

或者按照老师的推导方式，把协方差阵的 换成 只改变特征值大小，不改变特征向量方向与相对贡献率，故主成分表达式不变，贡献率数值不变。

拓展阅读：如果把S型分析改成R型分析，从计算上增加了什么？又带来了什么影响？在什么情况下R型分析是好的，什么情况下可能失真？
从S型分析切换到R型分析，本质上是改变了数据对待“量纲”的态度。

1. 从计算上增加了什么？从S型（协方差）改成R型（相关系数），在计算流程上核心增加了数据的标准化处理（Z-score Normalization）。
数据级计算：对原始数据矩阵中的每一个元素 ，不仅要减去该指标的均值 （中心化），还要除以该指标的标准差 ：

矩阵级计算：在形成待分解的矩阵时，计算上相当于用一个由各变量标准差构成的对角矩阵  去对协方差矩阵 
进行左右缩放：

因此，计算上增加了提取标准差、求倒数平方根矩阵、以及两次矩阵乘法的开销。

2. 带来了什么影响？
消除量纲（单位）的统治力：所有变量被强行压缩到了同一个“起跑线”上，权重被拉平。总方差（Total Variance）的定义改变：在S型分析
中，总方差是所有变量实际方差的总和（即 ）；而在R型分析中，由于每个变量标准化后的方差都是 1，总方差直接等于变量的
个数 （即 ）。主成分几何方向的重构：R型提取出的特征向量（主成分系数）与S型绝不是简单的线性缩放关系。旋转轴的方向会
发生根本性改变，最终的业务解释也会完全不同。

3. 什么情况下 R型分析是好的？
当数据集属于“多量纲、高悬殊”时，R型分析是最佳选择。不同单位的数据集：比如分析城市发展，指标包含“GDP（亿元）”、“人口（万人）”、
“人均寿命（岁）”、“绿化率（%）”。这些指标无法直接相加。使用R型分析可以完美消除单位影响。数值范围极其悬殊：即使单位相同（如都是
“元”），但“企业年产值（动辄千万）”和“人均办公耗材费用（几百元）”放在一起，若用S型分析，产值变量会瞬间主导特征值，让后期分析直接漏
掉微观指标的波动信息。

4. 什么情况下可能失真？
当原始方差本身就带有核心“物理或业务信号”时，R型分析会导致信息扭曲。量纲相同且方差代表关键信息：比如在图像处理中分析像素点的灰
度值（都在  之间），或者在金融中分析同一币种下不同资产的收益率波动。资产的真实波动大小本身就是核心特征。如何失真？人工
放大噪声：R型分析会将那些原本波动极小、甚至只是微弱测量误差的噪声变量，强行“扩容”到与核心信号变量同等的方差权重（方差强行化为
1），导致模型引入大量背景噪声。阉割核心信号：那些真正具有强主导能力的、高波动的核心变量，其权重被强行削弱，导致模型无法准确识
别出真正的核心主控因素。

2. 求 5 等分contor集的势。

5等分 Cantor 集的势是 连续统的势（实数集的势），即  .

它的势与传统的“三分 Cantor 集”以及整个实数区间  的势完全一样，都是不可数无穷。

基于地址编码的简明证明:

1. 五进制编码：将区间 5 等分，意味着我们可以用五进制小数来标记每一段的“地址”（小数点后的每一位数字可以是 0, 1, 2, 3, 4）。
2. 规则过滤：无论具体的五等分规则是挖掉中间几段、留下几段，只要每一步至少留下 2 段（设留下了  种位置，且 ），那么这个

Cantor 集中的任意一个点，都可以唯一对应一串由这  个允许数字组成的无限长序列。
3. 势的计算：所有可能序列的总数（即该集合的势）为：

根据基数算术，由于 ，有：
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根据夹逼定理（Cantor-Bernstein 定理），它的基数只能是  .

结论： 改变等分数量和挖掘规则，只会改变分形维数（测度依然是0），但里面点的个数（势）永远不会变，依旧和实数线一样多。

2 =ℵ ​0 ℵ


