
命题逻辑  

命题的定义  

能判断真假的陈述句叫做命题。

命题是陈述句。其他的语句，如疑问句、祈使句、感叹句均不是命题。

这个陈述句对事物的判断是否符合客观事实是可以给出结论的：不是真 (符合客观事
实)就是假 (不符合客观事实)不能不真也不假，也不能既真又假，所以又称二值逻辑。

悖论不是命题。

命题的真值  

真值只取两个值：真 (判断与事实相符)或假 (判断与事实不符)。通常用 1 (或字母 T)表示
真，用 0 (或字母 F)表示假。

命题的分类  

简单命题  

也称原子命题，指不能再分解为更简单的陈述句的命题。

复杂命题  

由若干简单命题用联结词联结成的命题。

联结词  

否定联结词 。否定联结词是一元联结词。相当于日常用语中的“非”、”不”、“无”、
“没有”等。

合取联结词 。合取词是二元联结词。相当于自然语言中的“与”、“并且“、“而且”、
“也”等。

析取联结词 。析取词是二元联结词。相当于自然语言中的“或”、“要么…要么”等。
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蕴含联结词 。蕴涵词是二元联结词。相当于自然语言中的“若... 则”、“如果... 
就”、”只有... 才”。

等价联结词 。等价联结词是二元联结词。相当于自然语言中的“等价”、“当且仅
当”、“充要条件”等。

同时联结词的运算顺序优先级按照上方的由上到下递减。

命题公式  

1. 单个命题常项或命题变项  是命题公式。

2. 如果  是命题公式，则  也是命题公式。

3. 如果  和  是命题公式，则 ， ， ，  均是命题公式;

4. 只有有限次地利用 (1)(3)形成的符号串才是命题公式。

公式层数  

1. 若  是单个命题常项或命题变项, 则称  是  层公式;

2. 称  是  层公式是指  符合下列情况之一:

(a) ，  是  层公式。

(b) ，其中 、  分别为  层和  层公式，且 。

(c) ，其中 、  分别为  层和  层公式，且 。

(d) ，其中 、  分别为  层和  层公式，且 。

(e) ，其中 、  分别为  层和  层公式, 且 。

赋值  

可以使用真值表来计算命题公式的值。

重言式/永真式：若命题公式  在所有赋值下都是真的，则称  为重言式或永真式。

矛盾式/永假式：  在所有赋值下都是假的，则称  为称为矛盾式或永假式。
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可满足式：若  至少存在一组成真赋值。

设  、  是两个命题公式, 若等价式  是重言式 , 则称公式  与  是等价的, 记作 
 。

公式之间的等价关系的特点：

自反的：  。

对称的：若  ，则  。

传递的：若  ，  ，则  。

等价公式  

常用等价公式：

双重否定律

， 等幂律

， 交换律

结合律

分配律

德摩根律

吸收律

， 零律

， 同一律

排中律

矛盾律

蕴含等值式

等价 双条件 等值式

假言易位

等价否定等值式

归谬论

等价的书写规范？
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置换定理  

设  是含命题公式  的命题公式，  是用命题公式  置换了  中的  之后的
得到的命题公式，如果  ，则  。

析取范式与合取范式  

仅由有限个简单合取式构成的析取式称为析取范式。

仅由有限个简单析取式构成的合取式称为合取范式。

范式存在定理  

任一命题公式都存在与之等价的析取范式和合取范式。

主合取范式与主析取范式  

极小项与极大项  

真值表法  

相互转换  

真值函数  

称定义域为  ，值域为  的函数是  元真值函数 (其中 
 )。

常用  表示  是  元真值函数。

共有  个  元真值函数。

冗余与全功能集  

冗余的联结词  

在一个联结词的集合中, 如果一个联结词可由集合中的其他联结词定义, 则称此联结词为冗
余的联结词, 否则称为独立的联结词。
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全功能集  

设  是一个联结词集合，如果任何真值函数都可以由仅含 S 中的联结词构成的公式表示，
则称  是联结词全功能集。

若  是全功能集，则任何命题公式都可用  中的联结词表示。

若  ，  是两个联结词集合，且  ，若  是全功能集，则  也是全功能集。

若一个联结词的全功能集中不含冗余的联结词，则称它是极小全功能集。

推理  

前提：已知的命题公式。

结论：从前提出发应用推理规则推出的命题公式。

推理：从前提推出结论的思维过程。

若  为重言式, 则称  推出结论  的推理正确，  
是   的逻辑结论或有效结论。称   为由前提 

 推出结论  的推理的形式结构。

用“  ”表示  是重言式，因而若有前提  推出结论  的推理正
确，也记作  或：

前提：

结论：  

推理定律  
附加律

化简律

假言推理

拒取式

析取三段论

假言三段论

等价三段论

构造性二难

破坏性二难
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推理的书写规范？

推理规则  

1. 前提引入规则：在推理过程中，可以随时引入已知的前提。

2. 结论引入规则：在推理过程中，前面已推出的有效结论 (本演绎的中间结论)都可作为
后续推理的前提引用。

3. 置换规则：在推理过程中，命题公式中的子公式都可以用与之等价的命题公式置换，
得到证明的公式序列的另一公式。

两种特殊证明法  

附加前提证明法  

欲证明：

前提： 
结论： 

等价地证明：

前提： 
结论： 

反证法  

欲证明：

前提： 
结论： 

将  加入前提, 若推出矛盾, 则得证推理正确。
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谓词逻辑  

个体词与谓词  

个体词  

个体词指可以独立存在的客体，它可以是一个具体的事物，也可以是一个抽象的概念。

谓词  

用来刻画个体词的性质或个体词之间关系的词是谓词。

个体常项与个体变项  

表示具体的或特定的个体的词称为个体常项，一般用小写英文字母 abc 来表示，表示抽象
的或泛指的个体的词称为个体变项，常用小写的英文字母 xyz 表示。个体变项的取值范围
称为个体域 (或论域)。特别是，当无特殊声明时，个体域由宇宙间的一切事物组成，称为
全总个体域。

谓词常项与谓词变项  

表示具体性质或关系的谓词为谓词常项，用大写的英文字母 FGH 表示。表示抽象的或泛
指的谓词称为谓词变项，也用大写的英文字母 FGH 表示。

N 元谓词  

谓词中包含的个体词数称为元数，含有  个个体词的谓词称为 n 元谓词。一元谓
词是表示个体词性质的。当  时，n 元谓词表示个体词之间的关系。

0 元谓词  

不带个体变项的谓词称为 0 元谓词。
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量词  

全称量词  

对应日常语言中的“一切”，“所有的”，“任意的”等词，用符号  表示。  表示对个体域
里的所有个体。  表示个体域里的所有个体都有性质 。 

存在量词  

对应日常语言中的“存在着”，“有一个”，“至少有一个”等词，用符号  表示。  表示对个
体域里的个体。  表示存在着个体域中的个体具有性质 。

特性谓词  

若一个谓词  是用来限制个体变元的取值范围，那么称谓词  为特性谓词。

对全称量词，特性谓词常作蕴含的前件，如 

对存在量词，特性谓词常作合取项，如 

1. 在不同的个体域中, 命题符号化的形式可能不一样。

2. 如果事先没有给出个体域, 都应以全总体域为个体域。

3. 在引入特性谓词后, 使用全称量词和存在量词符号化的形式是不同的。

4. 当个体域为有限集时, 如 ，对于任意的谓词 ，都有

5. 多个量词同时出现时, 不能随意颠倒它们的顺序。

字母表  

字母表如下:

1. 个体常项:  

2. 个体变项:  

3. 函数符号:  
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4. 谓词符号:  

5. 量词符号:  

6. 联结词符号:  

7. 括号与逗号 : 

项  

1. 个体常项和个体变项是项

2. 若   是任意的   元函数，   是任意的   个项，则 
 是项

3. 只有有限次的使用 (1)、(2)生产的符号才是项

将自然语言转换成谓词公式的步骤  

1. 确定个体域，如无特别说明，一般使用全总个体域； 

2. 根据个体域，分析命题中的个体、个体性质以及各个个体间的关系，确定谓词； 

3. 根据表示数量的词确定量词； 

4. 利用联结词将整个命题符号化

原子公式  

设   是任意的  n 元谓词  ，  是任意的  n 个项，则称 
 是原子公式。原子公式是由项组成的 n 元谓词。

合式公式  

1. 原子公式是合式公式

2. 若  是合式公式，则 ( )也是合式公式

3. 若  是合式公式，则  也是合式公式

4. 若  是合式公式，则  也是合式公式
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5. 只有有限次地应用 (1)~(4)构成的符号串才是合式公式。在谓词逻辑中合式公式又称为
谓词公式，简称为公式。

在公式  和  中，称 x 为指导变项，A 为相应量词的辖域。在  和  的辖域中，
x 的所有出现都称为约束出现，A 中不是约束出现的其他变项的出现均称为是自由出现。

若公式 A 中无自由出现的个体变项，则称 A 是封闭的合式公式，简称闭式。

换名规则  

将一个指导变项及其在辖域中所有约束出现替换成公式中没有出现的个体变项符号。

1. 改名只对约束出现的变元进行，不对自由出现的变元进行。

2. 改名必须处处进行，即对某量词约束的变元改名时，必须对原式中该变元的一切受该
量词约束的约束进行改名。

3. 对受某量词约束的变元改名时新名决不能与该量词的辖域中的其它自由变元同名。

4. 改名前与改名后的约束关系保存不变。

解释  

一个解释  由下面四部分组成：

1. 非空个体域 。

2. 对每一个个体常项符号指定一个  中的元素。

3. 对每一个函数变项符号指定一个  上的函数。

4. 对每一个谓词变项符号指定一个  上的谓词。

值得说明的是：

1. 将公式的个体常项用  的特定常项代替，函数和谓词用  的特定函数和谓词代替。

2. 被解释的公式不一定全部包含解释中的 4 部分。

3. 闭式在任何解释下都是命题。

4. 不是闭式的公式在某些解释下也可能是命题。
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对于谓词公式来说：

永真式 (逻辑有效式)：A 在任何解释和该解释下的任何赋值下都为真

矛盾式 (永假式)：A 在任何解释和该解释下的任何赋值下都为假

可满足式：若至少存在一个解释和该解释下的一个赋值使 A 为真

命题公式中的重言式的代换实例都是永真式，命题公式中的矛盾式的代换实例都是矛盾

式。

设  是谓词逻辑中的两公式，若  为逻辑有效式，则称  与  是等值的，记作 
 ，并称  为等值式。

量词否定等值式  

设  是含  自由出现的公式

1. 

2. 

量词辖域收缩与扩张等值式  

设  是含  自由出现的公式，  中不含  的自由出现

关于全称量词  

1. 

2. 

3. 

4. 

关于存在量词  

1. 

2. 
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3. 

4. 

量词分配等值式  

1. 

2. 

注意：  对  无分配律，  对  无分配律，即：

1. 

2. 

下面两等值式成立:

1. 

2. 

其中  是任意的含  自由出现的谓词公式。

前束范式  

设  为一谓词公式，若  具有如下形式：

则称  为前束范式，其中每个  为  或 ，  为不含量词的谓词公式。

谓词公式化为前束范式的步骤  

1. 消去联结词  及多余的量词。

2. 否定深入。

3. 改名。即利用换名规则、代入规则更换一些变元的名称，以便消除混乱。

4. 量词前移。即利用量词辖域的收缩与扩张把量词移到前面，这样便可求出与公式等价
的前束范式。
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符号 含义 元素

空集 不包含任何元素的集合

自然数集

整数集

正整数集

有理数集

实数集 所有实数构成的集合

复数集 所有复数构成的集合

集合  

概念  

集合就是一些事物构成的整体，且任一事物是否属于一个集合是完全确定的：要么属于，

要么不属于，没有模糊空间。

集合的表示  

列举法（花名册法 roster）；谓词表示法（集合构造器 set builder）

集合中元素的三个特性  

确定性：某一元素是否属于一个集合是完全确定的

互异性：同一集合中的元素是互相不同的

无序性：构成集合的各元素地位等同，无先后次序

集合之间的关系  
包含 子集

不包含

相等

不相等

真包含 真子集

不真包含

空集 ：不含任何元素的集合
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集合的大小  

对于有限集 ，如果  中恰有 n 个不同的元素，则称 n 是  的基数。  的基数记为 。

如果 ，则称  是 n 元集，它的含有 m 个  元素的子集称作它的 m 元子集。
如果集合不是有限集，则称它是无限的。

幂集（Power Set）  

集合  的幂集是集合  所有子集的集合，记作 。

集合包含关系的性质  

1. 对任意集合 ， 。

2. 自反性： 。

3. 反对称性：若  且 , 则 。

4. 传递性: 若  且 , 则 。

5. 若 , 则  有  个子集。

集合的运算  

并集：

交集：

相对补集：

对称差：

全集  

在一个具体问题中，如果所涉及的集合都是某个集合的子集，则称这个集合为全集，记作 
E（或 U）. 全集具有相对性在给定问题中，全集包含任何集合，即 

集合中的元素不重复出现，当允许元素重复出现时称作多重集。

设  A  与  B  为两集合, 称   为  A  与  B  的无序积。记作    。
为方便起见, 将无序对   记为   .
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集合运算法则  
幂等律

交换律

结合律

分配律

恒等律

支配律

互补律

吸收律

双重否定律

德·摩根 (De Morgen)对偶原理  

效果：将关于集合的某种性质转移到它的补集上去。

绝对补集情况：

相对补集情况：
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对称差运算法则  

包含排斥原理  

设  为有限集，  是  种性质，  是  中具有性质  的元素构成的子集，
，则  中不具有性质  的元素数为：

证明要点：任何元素 ，如果不具有任何性质，则对等式右边计数贡献为 1，否则为 0。

推论：  中至少具有一条性质的元素数为：

加法法则  

如果事件  有  种产生的方式，事件  有  种产生的方式，则事件“A 或 B”有  种产
生的方式。
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乘法法则  

如果事件  有  种产生的方式，事件  有  种产生的方式，则事件“A 与 B”有  种产生
的方式。

排列与组合  

排列问题：从某个集合中有序地选取若干个元素的问题

组合问题：从某个集合中无序地选取若干个元素的问题

这类问题可以根据是否有序、是否允许重复，而划分成 4 种：

1. 不允许重复的有序选取：集合的排列

2. 允许重复的有序选取：多重集的排列

3. 不允许重复的无序选取：集合的组合

4. 允许重复的无序选取：多重集的组合

排列  

从  个元素的集合  中有序选取的  个元素叫做  的一个  排列，不同的排列总数记作 
 (或 )。如果 ，则称这个排列为  的全排列, 简称  的排列。

当  时， 。

对满足  的正整数  和  有：

一个  元素  的环形  排列数是：

如果 ，则  的环排列数是 。 

从  元集  中无序选取的  个元素叫做  的一个  组合，不同组合总数记作  

或 。当  时，规定 。当  时， 。
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对一切 ，有 ，即 。

有

设  为  元集, 则  的子集总数是：

设多重集 ，从  中有序选取的  个元素叫做  的一个  
排列，当  时， ，也叫做  的一个排列。

设多重集 ，则  的  排列数是 。

推论：设多重集 ，并且对一切  有 ，

则  的  排列数是 。

设多重集 ，且 ，则  的排列数等

于 。简记为 。

设多重集 ，  的含有  个元素的子多重集叫做  的  组
合。

设多重集 ，则  的  组合数是 。

推论 1：设多重集 ，且对一切  有 ，

则  的  组合数是 。

推论 2：设多重集 ，则  中每个元素至少取一个的 
 组合数是 。

设 ， ，则  的  组合数  满足：

1. 若 ，则 。

2. 若 ，则  。

3. 若 ，且对一切  有 ，则 。

4. 若 ，且存在着某个 ，则对  没有一般的求解公式，可以用包含排斥原理
或其他的组合数学方法求解。



映射  

设  与  是两个非空集合。如果按照一定的法则 ，对于  中的每个元素 ，都存在  
中的一个确定的元素  与  相对应，那么称  是定义在  上取值于  中的一个映射，记
作 ，  称为  在映射  下的象，记作 。对于固定的 ，  中适合关系
式  的  的全体称为  的原象，  称为映射  的定义域，  称
为映射  的值域。

若  是一个数集，此时映射  称为泛函，即定义在集  上的函数；若  与  都是数集，
 就是通常的函数。

设  为任一集合，  是  的一个子集，定义

则映射  是集合  上的一个函数，称为  的特征函数。

设有映射  。若  ，即对   中的每个元素   都有   中的元素  ，使 
，则称  是一个满射，或  到  上的映射；若对于  中的每个元 ，都有  

中的唯一的元 ，使 ，或者等价地，对于  中的任意不同元  与 ，都有 
，则称  是一个单射；若  既是满射，又是单射，即对于  中的每个元 

，都有  中的唯一元 ，使 ，则称  是一个双射或  到  上的一一映射。

设  与  是两个非空集合，若存在一个从  到  上的一一映射，则称集合  与  是对
等的，或称  与  是一一对应的，记作 。

设  与  是两个集合，如果 ，那么就称  与  具有相同的势。集合  的势记为 

。

对等关系具有下述基本性质：

1. 自反性： 。

2. 对称性：若 ，则 。

3. 传递性：若 ， ，则 。

因此可以将势相同的集合归于同一类。
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设  与  是两个集合, 若  对等于  的一个子集，则称  的势小于或等于  的势 (或  
的势大于或等于  的势)，记作  (或 )。若  且  与  不对等，则称  

的势小于  的势（或  的势大于  的势），记作 （或 ）。

凡与正整数对等的集合称为可数集 (或可列集)。

可数集的势用  表示，读作“阿列夫零”。

任意的无限集都有一个可数子集

可数集的子集或者是有限集，或者是可数集

推论可数集是无限集中具有最小势的一类集。

可数个可数集的并是可数集

可数集是无限集中最简单的一类集，然而，并非任何无限集都是可数集。

区间  中的点的全体构成一个不可数集。

区间  的点构成的集合的势称为连续统的势，记作  (读作“阿列夫”)

实数集的势为 

伯恩斯坦（Bernstein）定理：设  A 与  B 是两个非空集。若  ，且 
，则 。

无理数集的势为 。

康托猜想或连续统假设：在  与  之间不存在另一种势。

非空集合  的幂集的势比  本身的势大。

闭区间套定理  

设  是  中的闭区间列 ( )，如果满足：

1. 

2. 

则存在唯一实数  属于所有闭区间 。
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Cantor 集  

Cantor 集的势为 。

因为 Cantor 集在构造的过程中，去掉中间保留左右两侧，用 L 与 R 表示则对于 Cantor 
集中的点，LR 交替出现，若 L 表示为 0，R 表示为 1，同时在前面加上 ，Cantor 集中

的点可以表示为二进制小数，也就与  一一对应，所以与  等势，势为 。

图  

无向图  

无向图  是一个二元组，其中：

1.  的顶点集  是非空有穷集合，其元素称为顶点或节点。

2.  的边集  为  的多重子集，其元素称为无向边，简称边。

有向图  

有向图  是一个二元组，其中：

1. 顶点集  是非空有穷集合，其元素称为顶点或节点。

2. 边集  为卡氏积  的多重子集，其元素称为有向边，简称边。

3. D 的基图：用无向边代替有向边。

 阶图：  个顶点的图。
零图： 。

平凡图：  阶零图。
空图： 。

设  是无向图  的一条边，称  为  的端点，  与  关联。若 
，则称  与  的关联次数为 ；若 ，则称  为环，此时称  与  的关联次数

为 ；若  不是  端点，则称  与  的关联次数为 。无边关联的顶点称作孤立点。
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设  是有向图  的一条有向边，  为  的始点，  为  的终点，称 
 为  的端点，  与  关联。无边关联的顶点称作孤立点。若有一条有向边的始点与

终点重合，称该边为环。

 为无向图， ：

 的度数 (度) ：  作为边的端点的次数之和。

悬挂顶点：度数为  的顶点。

悬挂边：与悬挂顶点关联的边。

 的最大度 。

 的最小度 。

顶点的度数  

 的出度 ：  作为边的始点次数之和

 的入度 ：  作为边的终点次数之和

 的度数 (度) ：  作为边的端点次数之和

 的最大出度： 。

 的最小出度： 。

 的最大入度： 。

 的最小入度： 。

 的最大度： 。

 的最小度： 。

设图  为无向图或有向图， ，边数 ，则：

推论：任何图 (无向或有向)，度数为基数的顶点个数是偶数。

设有向图 ， ， ，则：
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多重图与简单图  

1. 在无向图中，如果有 2 条或 2 条以上的边关联同一对顶点，则称这些边为平行边，平
行边的条数称为重数。

2. 在有向图中，如果有 2 条或 2 条以上的边具有相同的始点和终点，则称这些边为有向
平行边，简称平行边，平行边的条数称为重数。

3. 含平行边的图称为多重图。

4. 既无平行边也无环的图称为简单图。

完全图  

设  是  阶无向简单图，若  中任何顶点都与其余的  个顶点相邻，则
称  为  阶无向完全图，记作 。设  是  阶有向简单图，若对于任意的
顶点 ，既有有向边 ，又有 ，则称  为  阶有向完全图。

子图  

设 ，  是两个图：

1. 若  且 ，则称  为  的子图，  为  的母图，记作 。

2. 若  且 ，则称  为  的生成子图。

3. 若  且 ，称  为  的真子图。

4. 设  且 ，以  为顶点集，以两端点都在  中的所有边为边集的  的
子图称作  的导出子图，记作 。 

5. 设  且 ，以  为边集，以  中边关联的所有顶点为顶点集的  的子
图称作  的导出子图，记作 。
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补图  

设   为   阶无向简单图，  的补图   定义如下： ，其中 
。

同构  

设两个无向图 ， ，如果存在双射函数 ，使得

对于任意的 ，当且仅当 ，并且  与  的重数相同，
则称  与  是同构的，记作 。

必要条件：

1. 边数相同，顶点数相同

2. 度数列相同 (不计度数的顺序)

3. 对应顶点的关联集及邻域的元素个数相同

通路与回路  

设  中顶点与边的交替序列 ，若  是  的端点 (当 
 是有向图，要求  是  始点，  是  终点)，则称  为顶点  到  的通路，  和 
 分别称为此通路的起点和终点，  中边的数目  为称为  的长度。又若 ，则称  
为回路。

 中所有边互不相同，则称  为简单通路，当  时，称此简单通路为简单回路。

 中除  外所有顶点互不相同，所有的边也互不相同，则称此通路为初级通路或路
径，当  时，称此通路为初级回路或圈。

有边重复出现的通路称为复杂通路吗，有边重复出现的回路称为复杂回路。

表示方法：

1. 用顶点和边的交替序列 (定义)，如 。

2. 用边的序列，如 。

3. 简单图中，用顶点的序列，如 。
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4. 非简单图中, 可用混合表示法, 如 。

无向图：环是长度为  的圈，两条平行边构成长度为  的圈。

有向图：环和两条方向相反边构成的回路分别为长度为  和  的圈。

在无向简单图中，所有圈的长度 ；在有向简单图中，所有圈的长度 。

圈的个数  

定义意义下：

在无向图中，一个长度为  ( )的圈看作  个不同的圈。

在有向图中，一个长度为  ( )的圈看作  个不同的圈。

同构意义下：

所有长度相同的圈都是同构的，因而是 1 个圈。

在一个  阶图  中，若从顶点  到  存在通路，则从  到  存在长度小于等于 
 的通路。

推论：在一个  阶图  中，若从顶点  到  存在通路，则从  到  存在长度小于
等于  的初级通路。

在一个  阶图  中，若存在  到自身的回路，则一定存在  到自身长度小于等于  的回
路。

在一个  阶图  中，若存在  到自身的简单回路，则存在  到自身长度小于等于  的初
级回路。

在一个无向图  中，若从顶点  到  存在通路（当然从  到  也存在通路），则称  与  
是连通的。规定任何顶点与自身总是连通的。

在一个有向图  中，若从顶点  到  存在通路，则称  可达  。规定任何顶点到自身总
是可达的。

若无向图  是平凡图或  中任意两顶点都是连通的，则称  是连通图；否则，称  是非
连通图。
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连通分支  

在无向图中，顶点之间的连通关系是等价关系。设  为一个无向图，  是  中顶点之间
的连通关系。按照  可将  划分成若干个等价类，设为  由它们导出的
导出子图  称为  的连通分支，  的连通分支的个数记为 。，

设  是一个有向图，如果略去  中各有向边的方向后所得无向图是连通图，则称  是弱
连通图，简称连通图。若  中任意两顶点至少一个可达另一个，则称  是单向连通图。
若  中任何一对顶点都是相互可达的，则称  是强连通图。

关联矩阵  

无向图  

设无向图 ， ， ，令  为  与  
的关联次数，称  为  的关联矩阵，记为 。

1. 每一列恰好有两个  或一个 ，这是因为每条边关联两个顶点 (环关联的两个顶点重
合)。

2. 第  行元素之和为  的度数， 。

3. 所有元素之和等于 ， 。

4.  为孤立点当且仅当第  行全为 。

5.  与  平行边当且仅当第  列与第  列相同。

设无环有向图 ， ， ，令：

为 的始点

与 不关联

为 的终点

则称  为  的关联矩阵，记为 。

1. 每一列恰好有一个  和一个 。

2. 第  行  的个数等于  的个数等于 。  中所有  的个数等于所有 
 的个数，且都等于 。
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在有向图中，若存在一条边  以顶点  为始点、以  为终点，则称  邻接到 。

设有向图 ， ， ，令  为  邻接到  的边的

条数，称  为  的邻接矩阵，记作 。

有向图的邻接矩阵有下述性质：

1. 第  行元素之和等于 。 

2. 第  列元素之和等于 。

3. 所有元素之和等于边数 (长度为  的通路数)， 。

4. 长度为  的回路数为 。

有向图的通路数与回路数：

设  为  阶有向图  的邻接矩阵，则  中：
 为  中  到  长度为  的通路数，
 为  中  到自身长度为  的回路数，

 为  中长度为  的通路（含回路）总数，

 为  中长度为  的回路总数。

推论：设 ，则  中元素  为  中  到  长度小于等

于  的通路数，  为  中长度小于等于  的通路（含回路）总数，其中  为 

 中长度小于或等于  的回路总数。

定义  为有向图， ，令：

若 可达

否则

称  为  的可达矩阵，记作 。性质：

1.  主对角线上的元素恒为 。

2.  强连通当且仅当  的元素全为 。



割集  

设无向图  ， ，若  ，且对   的任何真子集 
，则称  为  的点割集。若点割集中只有一个顶点 ，则称  为割

点。

又 ，若  且对  的任何真子集 ， ，则称  
为  的边割集。简称割集。若为边割集中只有一条边 ，则称  为割边或桥。

二部图  

若能将无向图  的顶点集  划分成两个不相交的非空子集  和 ，使得  
中的每条边的两个端点一个属于 ，另一个属于 ，则称  为二部图 (或偶图)。称  
和  为互补顶点子集，此时可将  记为 。

若  中每个顶点都与  中每个顶点均有且仅有一条边相关联，则称二部图  为完全二
部图 (或完全偶图)。当 ，完全二部图  记为 。

一个无向图  是二部图当且仅当  中没有长度为奇数的回路。

设无向图 ， ，若  中任意两条边均不相邻，则称  为  中的匹
配。若在  中再加入任何  条边就都不是匹配了，则称  为极大匹配。

边数最多的匹配称为最大匹配，最大匹配中的边的条数称为  的匹配数，记为 ，简

记为 。
设  为  中一个匹配， ，若存在  中的边与  关联，则称  为  的饱和点，
否则称  为  的非饱和点。若  中每个顶点都是  饱和点，则称  为完美匹配。

设  为二部图， ，  是  中一个最大匹配，若 ，则

称  为  中 V{2} \left|V{1}\right|=\left|V_{2}\right|$ 时，完备匹配是完
美匹配。

到 的完备匹配。当

Hall 定理：设二部图  中， 。  中存在从  到  的完备匹配
当且仅当  中任意  个顶点至少邻接  中的  个顶点。
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相异性条件  

二部图  中，如果存在 ，使得：

1.  中每个顶点至少关联  条边。

2.  中每个顶点至多关联条边。

则  中存在  到  的完备匹配。

欧拉图  

经过图（无向图或有向图）中每条边一次且仅一次并且行遍图中每个顶点的回路（通

路），称为欧拉回路（欧拉通路）。存在欧拉回路的图称为欧拉图，存在欧拉通路，但无

欧拉回路的图称为半欧拉图。

无向图  有欧拉回路，当且仅当  是连通图且无奇度顶点。无向图  有欧拉通路、但无
欧拉回路，当且仅当  是连通图且恰有两个奇度顶点。这两个奇度顶点是欧拉通路的端
点。

有向图  有欧拉回路，当且仅当  是连通的且每个顶点的入度都等于出度。有向图  有
欧拉通路、但无欧拉回路，当且仅当  是连通的，且除了两个顶点外，其余顶点的入度
均等于出度。这两个特殊的顶点中，一个顶点的入度比出度大 ，另一个顶点的入度比出
度小 。任何欧拉通路以前一个顶点为终点，以后一个顶点为始点。

哈密顿图  

经过图中每个顶点一次且仅一次的通路称为哈密顿通路，闭合的哈密顿通路称为哈密顿回

路。存在哈密顿回路的图称为哈密顿图，具有哈密顿通路而无哈密顿回路的图称为半哈密

顿图。

设无向图  是哈密顿图，  是  的任意非空子集，则：

推论：设无向图   中有哈密顿通路，  是   的任意非空子集，则 
。
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无向哈密顿图的一个充分条件  

设  是  阶无向简单图，如果  中任何一对不相邻的顶点的度数之和都大于等于 
，则  中存在哈密顿通路。如果  中任何一对不相邻的顶点的度数之和都大于等于 

，则  中存在哈密顿图。

有向图的哈密通路  

在  阶有向图  中，如果所有有向边均用无向边代替，所得无向图含
有生成子图 ，则有向图  中存在哈密顿通路。

平面图  

如果图  能画在平面上使得除顶点处外没有边交叉出现，则称  是平面图。画出的这种
不出现边交叉的图称为 G 的一个平面嵌入。没有平面嵌入的图称作非平面图。

平面图的面与次数  

设  是一个平面嵌入：

 的面：由  的边将平面划分成的每一个区域。

无限面 (外部面)：面积无限的面，用  表示。

有限面 (内部面)：面积有限的面，用  表示。

面  的边界：包围  的所有边构成的回路组。

面  的次数：  边界的长度，用  表示。

平面图的所有面的次数之和等于边数的  倍。

设  为一个简单平面图，如果在  中任意不相邻的两个顶点之间再加一条边，所得图为
非平面图，则称  为极大平面图。若在非平面图  中任意删除一条边，所得图为平面
图，则称  为极小非平面图。极大平面图必连通，极小非平面图必为简单图。

 阶简单平面图是极大平面图当且仅当它连通且每个面的次数都为 。
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欧拉公式  

设  为  阶  条边  个面的连通平面图，则有：

设  是有  个连通分支的平面图，则：

设  为  阶  条边的连通平面图，每个面的次数不小于 ，则：

设  为有  个连通分支的平面图，且每个面的次数不小于 ，则：

推论：  和  不是平面图。

设平面图 ，有  个顶点，  条边和  个面，  的对偶图  如下：

在  的每一个面  中任取一个点  作为  的顶点。

对  的每一条边 ，若  在  的面  与  的公共边界上，则作边 ，且与 
 相交。

若  为  中的桥且在面  的边界上，则作环 。

无向树  

不含回路的连通无向图称为无向树，简称树。每个连通分支均是树的非连通无向图称为森

林。平凡图称为平凡树。树中度数为  的顶点称为树叶，度数大于等于  的顶点称为分支
点。

设  是  阶  条边的无向图，则下面各命题是等价的：
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1.  连通且不含回路。

2.  的每对顶点之间有唯一的一条路径。

3.  是连通的且 。

4.  中无回路且 。

5.  中无回路，但在任两个不相邻的顶点之间增加一条边，就形成唯一的一条初级回
路。

6.  是连通的且每条边都是桥。

 阶非平凡的树中至少有  片树叶。

设  是无向连通图，  是  的生成子图并且是树，则称  是  的生成树。

生成树  的树枝：  在  中的边。
生成树  的弦：  不在  中的边。
生成树  的余树：所有弦的集合的导出子图。
设  阶连通无向图有  条边，则它的生成树有  条边，余树有  条边。

任何无向连通图都有生成树。

主成分分析  

内积和范数  

对于实向量  和向量 ：

1. 向量  和向量  的内积：

2. 向量  的范数：

(a)  范数 (也称  范数)：  定义为  中非零元的个数。

(b)  范数 (也称和范数或  范数)： 。
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(c)  范数 (也称欧氏范数或  范数)： 。

(d)  范数 (也称无穷范数)： 。

(e)  范数 (也称 Hölder 范数)： 。

求解步骤  

主成分求解步骤如下：

1. 求样本均值  和样本的协方差矩阵 。

2. 求解特征方程 ，解得  个特征根 。

3. 求 每 个 特 征 值 对 应 的 单 位 正 交 特 征 向 量  ， 解 得 
 。

4. 写成主成分的表达式：

SVD 分解与 Moore-Penrose 逆矩阵  

假设我们有一个矩阵 。

第一步计算 U  

计算矩阵 。

对 其 进 行 特 征 分 解 ， 分 别 得 到 特 征 值   和 对 应 的 特 征 向 量 

，可以得到：
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第二步计算  

，其中  是将第一步求出的非零特征值从大到小

排列后开根号的值，这里：

第三步计算 V  

已知 。

计算 

将  拓展为酉矩阵 (也就是正交矩阵，但是支持复数形式)得到：

最终，我们可以得到  的奇异值分解：

计算 Moore-Penrose 逆矩阵  

回归  
已知：

简单回归的最小二乘估计  
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多元回归的帽子矩阵法  

其中称  称为帽子矩阵，它是对称幂等阵，即：

代数系统  

群  

若在一个非空集合  上定义了一个运算，记为”  “，称为乘法，并满足下列条件：

1. 结合律成立，对任意 ，有 。

2. 有单位元素 (幺元) ，满足：对任意 ，有： 。

3.  中任意元素  均有逆元素 ，满足： 。

则称  对于运算“ ”构成一个群，或简称  为一个群。只满足 1)为半群，只满足 1)和 2)为
带幺半群。

若上述定义的运算为加法，则将运算符号”  “改为“ ”，么元改为零元，逆元改为负元。

若群  对于对于上述运算还有交换律成立，即对于任意 ，有 ，则称  
为交换群（或称 Abel 群）。

群是一种代数系统，它是由一个非空集合与一个运算构成的。若集合不同，构成的群当然

不同。对同一个集合，运算不同则构成的群也不同。

按群  具有元素的个数 (元数)多少分为无限群与有限群。

有限群实例：含有  个元素的有限集上的所有可逆映射（称为  元置换），对于映射的乘
法构成一个群，称为  元置换群，或称为  次对称群，记为 。  的每一个元素可以表
示成一个  元置换：
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其中，  为  的某个排列。

无限群实例：非空集合  到其自身的所有可逆映射（或称为变换），对于映射的乘法构成
群，称为集合  的全变换群，记为 。当  为无限集时，  为无限群。  的非空子
集，若对于映射的乘法也构成群，则称为变换群。

群有以下简单性质:

1. 任意一个群的单位元是唯一的。群的任意元的逆元也是唯一的。

2. 若  是一个群，则对任意 ，方程 ，均有唯一解。与

3. 消去律成立，即：

群中可以定义幂：

子群  

如果群  的非空子集  对于  上定义的运算也构成一个群，则称  为  的子群。

设  是任意一个群，  是  的单位元，则单位元群  是  的子群，且  本身也构成  
的子群。这两个特殊的子群，称为  的平凡子群。除此之外，  的其他子群  可称为非
平凡子群。

群  的非空子集  是  的子群的充要条件是：

1. 对任意 ，有 。

2. 对任意 ，有 。

群  的非空子集  是  的子群的充要条件是：对任意 ，有 。

设  是群  的子群，对任意给定的 ，记：
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分别称为  的左陪集与右陪集。

若群  中子群  的任意左陪集同时又是  的右陪集，也就是说，  能够与  的任意元
素  交换，即对任意  有：

则称  为  的正规子群。

交换群的任意子群均是正规子群。

正规子群  可以定义左陪集的乘法运算：

 对任意 ，  中所有  的左陪集构成的集合
对于上述乘法运算构成群。

设  与  是两个群，如果有一个  到  上的一一对应 ，对于  与  的运算，有：

对任意  均成立。那么，就称  同构于 ，记为 ，称满足上述条件的映射

为同构映射（简称同构）。

同构把  的单位元变为  的单位元，把  的逆元变为  的逆元。

三维空间刚体运动  

旋转向量  

三维空间中的旋转也可以表示为向量绕着某一个单位向量旋转一个具体角度。因此，可以

用一个旋转轴和一个旋转角进行刻画，其旋转方向为旋转轴的方向。因此，只使用一个向

量即可进行描述，其方向与旋转轴一致，长度等于旋转角，这种向量称为旋转向量 (或轴
角 angle-axis)，正好为三维：

其中  表示旋转角度，  表示单位旋转向量。

罗德里格斯公式：旋转向量到旋转矩阵
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同样, 对于变换矩阵, 可用一个旋转向量和一个平移向量进行描述, 正好为六维。

旋转矩阵到旋转向量的转换:

从而 ，同时，由  可得：

即通过旋转矩阵的迹求旋转角度，通过旋转矩阵的特征值求单位旋转向量。

轴角的表示也有奇异性，比如转 30 度与转 390 度的轴角表示是一样的。

四元数  

对于 ijk 有：

对 ，若  则称  为虚四元数，或纯虚四元数；若 ，则称  为实四
元数。令 。

四元数的基本运算:

加减法： 。

乘法： 。 

模长： 。
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数乘： 。

共轭： 。

逆： 。

若 ，则 。

单位四元数表示旋转: 单位四元数实际上具有三个自由度, 对应于三维空间中的旋转。

将三维空间中的点  用虚四元数  表示，以及一个由四元数  指定
的旋转，则旋转后的点  可表示为：

上述乘法均为四元数乘法，结果  也是虚四元数，其虚部就是旋转后点的坐标。

任意单元四元数描述了一个旋转, 该旋转也可用旋转矩阵或旋转向量表示。

三维空间中, 从四元数到旋转矩阵的变换关系为：

三维空间中，绕单位向量  逆时针旋转 ，对应于单位四元数  。
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