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不定积分的代数解法

郑华盛
(南昌航空大学数学与信息科学学院，江西南昌330063)

[摘要]基于积分运算是微分运算的逆运算，利用线性代数方法，提出了一种求解几类特殊函数不定积

分的新方法，并结合实例验证了方法的有效性．
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众所周知，微积分学是高等数学的主要内容，积分运算与微分运算二者互为逆运算．但积分的计算

要比微分的计算更为复杂，更为灵活，更具有技巧性．文献Eli对不定积分的一些基本计算方法作了较为

详细地介绍．文献[2]从微分的角度研究了不定积分的解法．本文主要从线性代数的角度研究如何求解

不定积分，进而探索新的积分方法，提出一种计算不定积分的代数方法，并成功地应用于求解高等数学

中几类特殊函数的不定积分．

1 主要结论

先给出有关分块矩阵逆的一个结论：

引理-口1， 设A一[兰三]，G一[三三]，其中B，。皆为可逆方阵，则
厂 B一1 o] r o I)一1]

A_1一I ，l， G_1一l 1．
L——D一1CB一1 D一1 J LB一1 o J

下面利用线性代数中线性空间与线性变换的概念，给出计算不定积分I厂(z)dx的一种新方法．主

要结论如下：

定理1 设V为碾上全体可微函数所组成的一个线性空间，Pi(z)∈V，(i一1，2，⋯，胛)，P，(工)，

P：(z)，⋯，P。(z)线性无关，

W—Span(p1(z)，P2(z)，⋯，P。(z))， 厂(z)∈W，

且微分运算D关于w是封闭的，即V p(z)∈W，Dp(z)一P7(z)∈W，则

(i)D(pl(z)，P2(z)，⋯，P。(z))一(p1(z)，P2(z)，⋯，P。(z))A，其中A∈R似”；

(ii)若Dp，(z)，Dp：(z)，⋯，Dp。(z)线性无关，则A可逆；

(iii)若A可逆，不妨设A-1一(6ii)。。。，则

If(x)dx一∑忌，Ip，(x)dx—
J ·=1 o

∑愚，(p。(z)，Pz(z)，⋯，P。(z))
j一1
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其中C为任意常数．

证(i)由已知，有

Dpl(z)一P：(z)一n11P1(z)+n21P2(z)+⋯+口。1P。(z)，

DP 2(z)一P；(z)一口12Pl(z)+口22P2(z)+⋯+口。2P。(z)，

即

Dp。(z)一p：(z)一a1．p1(z)+口2。P 2(z)+⋯+口。P。(z)．

D(p1(z)，P2(z)，⋯，P。(z))=(pl(z)，P2(z)，⋯，p。(z))A，

其中A一(口4)。。。．

(ii)若Dp，(z)，Dpz(z)，⋯，Dp。(z)线性无关，则由

A1。DPI(z)+A2·Dp 2(z)+⋯+A。·Dp。(z)一O，

得A1=A2一⋯一A。一0，即

fallA

Ia21A
<

【口。1A

+a12A2

+口22A2

+an2A2

—J—-···

—J一···

—+-●●●

+a1■

+口2。A

十口。A

一0．

一0．

==0

只有零解，从而得lA l≠o，即A可逆．

(iii)若A可逆，不妨设A．1一(％)。×。，则在相差任意常数的情况下，微分变换D可逆，且其逆变换
D_1满足

‘

D一1(pl(z)，P2(z)，⋯，p。(z))一(p1(z)，P2(z)，⋯，P。(z))A一1+C，

即

D-1p』(z)一Jl pj(z)dz一(p。(z)，p。(z)，⋯，p。(z))

因为厂(z)EW，于是有厂(z)一∑kiPJ(z)，从而得
J=1

b1』

62j

●

：

b可

+C，_f=1，2，⋯，72．

If(x)dx一∑忌一PJ(z)dz一∑志J(p。(砒p。(我⋯，p。(圳
o

i一1
J

：一1

blJ

62』
●

：

b可

+C．

定理1给出了计算不定积分的一种代数解法，它可以同时方便地求出J_p，(z)dz(．『=l，2，⋯，咒)．
若仅需计算某个j．p，(z)dz，则只需求A一-的第J列即可．具体计算时，应根据／(z)及其分项的导数形
式选取基函数P，(z)，P。(z)，⋯，P。(z)．

2应用实例

为了验证本文方法的有效性，我们计算以下五种类型的不定积分．

类型一 J．酽c。啦dz与，e“sinflrdz型积分(其中口z+卢z≠。)．
例1求，酽c。s肛如，其中口2+p 2≠O-
解设厂(z)一酽cosflx，则，7(z)一口e“co啦一卢e4 sin肛，且由e4co啦及e“sill触求导后的表达

式，可知选取基函数
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p1(X)一酽cos／3x， p2(z)2e“sinflx，

则有

D(p1(z)，p2(z))=(p：(z)，p；(z))一(p·(z)，p2(z))A，

其中A。(-=J9 ￡)．而∥=南口，
u ‘|u (；：p)，故由定理·得

卜in／虹dz
口2+卢2
e“(acos肛+pin肛)+C，

矗≯酽‘一佛。啦+商啦’+c·
本文方法可同时求出I酽cos肛如及l e“si咿如的值，避免两次使用分部积分公式．类似地，求

fsin(1nz)如和fc。s(1nx)dz，只需作变换1nz一￡，即可化为jg Si眦出和etcOSt出型积分，按上述方
法求解即可．

类型二 -rc。s仳si唯如，-rsi眦c。啦dz，』si眦sin／呈rdx及J-c。淞c。啦dz型积分(其中
I口l≠I J9I)

例2求l cosaxsin肛dx，其中l口I≠l卢I．

解设，(z)=cosaxsin／虹，则

／(z)=一口sinax·sin／空r+．|9 COSt拉·sin／量r’

且由sinaxsin癣及cosaxsinflr求导后的表达式，可知选取基函数

p1(z)一cosaxsinflz， p2(z)一sinaxcos肛'

p3(z)一sinax sin#r，P4(z)一COSlZ27 COS#Z：’

则有

其中

而由引理1，得

D(p1(z)，p2(z)，p3(z)，p4(z))

A==

0

O

一口

一(爿(z)，五(z)，一(z)，一(z))

=(p1(z)，p2(z)，p3(z)，p4(z))A，

o 口一卢

0 卢一口

一e 0

卢 a 0

∥=f矿O，乞1

0

0

O 0

0 0

／O B、
一I I．
＼D 0，

旦一卫
S S

卫一旦
S S

其中s=口2一卢2，故由定理1得

．fc。淞si啦dz=a。p s(z)+知t(z)+c

口 一卢2

a

S

O

一卫
S

口
__——

S

O

0 0

(asinaxsin#r+肚os凹cos肛)+C．

本文解法还可以同时求出不定积分j．sin凹c。s触dj：．fsin船sinterdz及』c。s凹c。s肛dz，虽然略有
计算量，但思路清晰，不难计算，而且无需应用积化和差公式．

口匕s
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类型三 I P。(z)rdx型积分(其中P。(z)为z的m次多项式)．
J

r

例3求l z2e3Zdx．
J

解 设，(z)=z2e3工，则

／(z)=2xe3。+3x2eh，

且由xe3。及x2e缸求导后的表达式，可知选取基函数

p1(z)=z2e缸，P2(z)=xeh，p3(z)5 eh，

则有

D(pl(z)，P2(z)，p3(z))一(硝(z)，五(z)，一(z))

一(Pl(z)，p2(z)，P3(z))A，

其中A=

3 0

2 3

0 1

．而A_1=

1

3

2

9

2

27

O O

百1 0
5

1 1

9 3

，故由定理1得

J．z2e31dz一号p。(z)一可2 p。(z)+刍p。(z)+c

一了1 z2e3z一吾ze32+莠e妇+c．
本文方法还可同时求得不定积分卜es：dz及fesz如，无须多次使用分部积分公式．
注 (i)当m较大时，A为稀疏矩阵，可将A分块后由引理1求A～，计算并不复杂，

(ii)对于IP(z)(1nx)”dx(其中m为正整数，P(z)为z的任意实数幂次的线性组合)型积分，作变

换z—e。，即可化为l￡”P(e‘)e‘dt型积分，按例3方法求解即可．

类型四 IPm(z)CO啦如与IP。(z)sin肛如型积分(其中P。(z)为z的m次多项式)．

例4求I z3cos2xdx．

解设厂(z)=z3cos2x，则厂(z)=3x2cos2x一2jc3 sin2x，且由z2cos2x与z3sin2x求导后的表

达式，可知选取基函数

Pl(z)=z3cos2x，p2(z)=z3sin2x，P3(z)=X2eos2x，P4(z)=z2sin2x，

P5(z)=xcos2x， p6(z)一xsin2x，P7(z)一cos2x， p8(z)=sin2x，

则有

D(pl(z)，p2(z)，⋯，p8(z))=(pl(z)，p2(z)，⋯，P8(z))A，

其中

A==

而由引理1可先求扩1，D_1，再求A～，得

，口0＼
一Ic D卜
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故由定理1可得

，z3c。s2xdx一虿1 p2(z)+百3 p3(z)一百3 p6(z)一百3 p，(z)+c

一百1 z3sin2z+导X2COS2z—百3 zsin2z一詈c。s2z+c．

本文方法还可同时得到，z3sin2zdz，fx COS2z如，，≯sin2zdz，fxcos2z如及，zsin2zdz等8个
不定积分的计算结果，不必多次使用分部积分公式．当m较大时，A为稀疏矩阵，可将A分块由引理1

求得A～，虽然稍有计算量，但计算并不困难．

类型五 IP。(z)rcos肛dz与IP。(z)e盯sin肛dz型积分(其中P。(z)为z的m次多项式)．

例5求lz酽cos#cdx(其中口2-4-卢2≠0)．

解设，(z)=z酽cos肛，则

厂(z)一earco啦-4-簖酽co印一肛酽si啦，
且由r cos肛，zrco啦及zr siI恤求导后的表达式，可知取基函数

Pl(z)一zearcos肛，Pz(z)一ze“sil她，
P3(z)=rco啦，P4(z)=∥sin／虹，

则有

D(p1(z)，P2(z)，P3(z)，P4(z))一(pa(z)，pz(z)，p3(z),p4(z))A，

其中

由引理1得

A一1

A：=

口 卢0 0

—8 a 0 0

1 0 口 J9

0 1一卢口
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其中l=口2+p 2，故由定理1得

J．z∥c。耻如一争。(z)一知。(z)一与拦p知)+簪。(z)+c

2研1(otxe*。co渺棚啦一筹№啦+舞既inflx)+c．
同时还可得到Ixe”sinflrdx，I e“cosflrda：及I∥siI恤如的计算结果，不用多次应用分部积分

公式．

本文方法的优点是：可同时求得多个不定积分lPi(x)dx(j=1，2，⋯，挖)的结果．当m较大时，虽

然形式上似乎求A-1的计算工作量稍大一些，但因为此时A为稀疏矩阵，可通过矩阵分块，由引理1不

难求得A～，也并不复杂．若只需要求某个IPi(x)dx，则仅需求出A“的第i列即可．综上所述，本文方

法不失为计算上述五种类型不定积分的一种较为新颖、直接且实用的方法．该方法从线性变换的角度出

发，用代数方法研究不定积分的求法，对于激发学生将代数方法应用于高等数学中解题，拓展学生的解

题思维具有积极的促进作用．
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Algebraic Method of Solving Indefinite Integral

ZHENG Hua—sheng

(School of Mathematics and Information Science，Nanchang Hangkong University，Nanchang，Jiangxi 330063，China)

Abstract：Based on integral operation is inverse operation of differential operation，a new method to solve indefinite

integral of some representative kinds of functions is presented by linear algebra method．And then，several examples are

given to verify the validation of this method．

Key words：indefinite integral；linear space；linear transformation；basic function；matrix
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