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极限计算方法总结

《高等数学》是理工科院校最重要的基础课之一，极限是《高等数学》的重要组成部分。

求极限方法众多，非常灵活，给同学们的学习带来较大困难，而极限学的好坏直接关系到《高

等数学》后面内容的学习。下面先对极限概念和一些结果进行总结，然后通过例题给出求极

限的各种方法，以便学员更好地掌握这部分知识。

一、极限定义、运算法则和一些结果

1．定义：（各种类型的极限的严格定义参见《高等数学》函授教材，这里不一一叙述）。

说明：（1）一些最简单的数列或函数的极限（极限值可以观察得到）都可以用上面的

极限严格定义证明，例如： )0,(0lim ¹=
¥®

aba
an
b

n
为常数且 ； 5)13(lim

2
=-

®
x

x
；

î
í
ì

³

<
=

¥® 时当不存在，

时当，

1||
1||0

lim
q

q
q n

n
；等等

（2）在后面求极限时，（1）中提到的简单极限作为已知结果直接运用，而不需

再用极限严格定义证明。

2．极限运算法则

定理 1 已知 )(lim xf ， )(lim xg 都存在，极限值分别为 A，B，则下面极限都存在，

且有 （1） BAxgxf ±=± )]()(lim[

（2） BAxgxf ×=× )()(lim

（3） )0(,
)(
)(lim 成立此时需 ¹= B

B
A

xg
xf

说明：极限号下面的极限过程是一致的；同时注意法则成立的条件，当条件不满足时，

不能用。

3．两个重要极限

（1） 1sinlim
0

=
® x

x
x

（2） ex x
x

=+
®

1

0
)1(lim ； ex

x

x
=+

¥®
)11(lim

说明：不仅要能够运用这两个重要极限本身，还应能够熟练运用它们的变形形式，
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例如： 1
3
3sinlim

0
=

® x
x

x
， ex x

x
=- -

®

2
1

0
)21(lim ， ex

x

x
=+

¥®

3)31(lim ；等等。

4．等价无穷小

定理 2 无穷小与有界函数的乘积仍然是无穷小（即极限是 0）。

定理 3 当 0®x 时，下列函数都是无穷小（即极限是 0），且相互等价，即有：

x～ xsin ～ xtan ～ xarcsin ～ xarctan ～ )1ln( x+ ～ 1-xe 。

说明：当上面每个函数中的自变量 x换成 )(xg 时（ 0)( ®xg ），仍有上面的等价

关系成立，例如：当 0®x 时， 13 -xe ～ x3 ； )1ln( 2x- ～
2x- 。

定理 4 如果函数 )(),(),(),( 11 xgxfxgxf 都是 0xx® 时的无穷小，且 )(xf ～

)(1 xf ， )(xg ～ )(1 xg ， 则 当
)(
)(lim

1

1

0 xg
xf

xx®
存 在 时 ，

)(
)(lim

0 xg
xf

xx®
也 存 在 且 等 于

)(xf
)(
)(lim

1

1

0 xg
xf

xx®
，即

)(
)(lim

0 xg
xf

xx®
=

)(
)(lim

1

1

0 xg
xf

xx®
。

5．洛比达法则

定理 5 假设当自变量 x趋近于某一定值（或无穷大）时，函数 )(xf 和 )(xg 满足：

（1） )(xf 和 )(xg 的极限都是 0或都是无穷大；

（2） )(xf 和 )(xg 都可导，且 )(xg 的导数不为 0；

（3）
)(
)(lim
xg
xf

¢
¢

存在（或是无穷大）；

则极限
)(
)(lim
xg
xf

也一定存在，且等于
)(
)(lim
xg
xf

¢
¢

，即
)(
)(lim
xg
xf

=
)(
)(lim
xg
xf

¢
¢

。

说明：定理 5称为洛比达法则，用该法则求极限时，应注意条件是否满足，只要有一条不

满足，洛比达法则就不能应用。特别要注意条件（1）是否满足，即验证所求极限

是否为“
0
0
”型或“

¥
¥

”型；条件（2）一般都满足，而条件（3）则在求导完毕

后可以知道是否满足。另外，洛比达法则可以连续使用，但每次使用之前都需要注

意条件。

6．连续性
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定理 6 一切连续函数在其定义去间内的点处都连续，即如果 0x 是函数 )(xf 的定义去间

内的一点，则有 )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
®

。

7．极限存在准则

定理 7（准则 1） 单调有界数列必有极限。

定理 8（准则 2） 已知 }{,}{,}{ nnn zyx 为三个数列，且满足：

（1） ),3,2,1(, =££ nzxy nnn

（2） ay
n

n =
¥®

lim ， az
n

n =
¥®

lim

则极限
¥®n

nxlim 一定存在，且极限值也是 a ，即 ax
n

n =
¥®

lim 。

二、求极限方法举例

1．用初等方法变形后，再利用极限运算法则求极限

例 1
1

213lim
1 -

-+
® x

x
x

解：原式=
4
3

)213)(1(
33lim

)213)(1(
2)13(lim

1

22

1
=

++-
-

=
++-

-+
®® xx

x
xx

x
xx

。

注：本题也可以用洛比达法则。

例 2 )12(lim --+
¥®

nnn
n

解：原式= 2
3

1121

3lim
12
)]1()2[(lim =

-++
=

-++
--+

¥®¥®

nn
nn
nnn

n

n

n

分子分母同除以

。

例 3 nn

nn

n 32
3)1(lim

+
+-

¥®

解：原式 1
1)

3
2(

1)
3
1(

lim
3

=
+

+-
=

¥® n

n

n

n上下同除以

。

2．利用函数的连续性（定理 6）求极限

例 4 x
x

ex
1

2

2
lim
®
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解：因为 20 =x 是函数
xexxf
1

2)( = 的一个连续点，

所以 原式= ee 42 2
1

2 = 。

3．利用两个重要极限求极限

例 5 20 3
cos1lim
x

x
x

-
®

解：原式= 6
1

)
2
(12

2
sin2

lim
3

2
sin2

lim
2

2

02

2

0
=

×
=

®® x

x

x

x

xx
。

注：本题也可以用洛比达法则。

例 6 x
x

x
2

0
)sin31(lim -

®

解：原式= 6
sin6

sin3
1

0

sin6
sin3
1

0
])sin31[(lim)sin31(lim -
-

-

®

-
×-

®
=-=- exx x

x
x

x

x
x

x

x
。

例 7
n

n n
n )

1
2(lim

+
-

¥®

解：原式= 31
3

3
1

1
3

3
1

])
1
31[(lim)

1
31(lim -+

-

-
+

¥®

+
-

×
-
+

¥®
=

+
-

+=
+
-

+ e
nn

n
nn

n

n
nn

n
。

4．利用定理 2 求极限

例 8
x

x
x

1sinlim 2

0®

解：原式=0 （定理 2的结果）。

5．利用等价无穷小代换（定理 4）求极限

例 9
)arctan(
)31ln(lim 20 x
xx

x

+
®

解： )31ln(0 xx +® 时， ～ x3 ， )arctan( 2x ～
2x ，

\ 原式= 33lim 20
=

×
® x

xx
x

。
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例 10
xx

ee xx

x sin
lim

sin

0 -
-

®

解：原式= 1
sin

)sin(lim
sin

)1(lim
sin

0

sinsin

0
=

-
-

=
-

-
®

-

® xx
xxe

xx
ee x

x

xxx

x
。

注：下面的解法是错误的：

原式= 1
sin
sinlim

sin
)1()1(lim

0

sin

0
=

-
-

=
-

---
®® xx

xx
xx

ee
x

xx

x
。

正如下面例题解法错误一样：

0limsintanlim 3030
=

-
=

-
®® x

xx
x

xx
xx

。

例 11
x
x

x

x sin

)1sintan(
lim

2

0®

解： 等价与是无穷小，时，当
x

x
x

x
x

xx 1sin)1sintan(1sin0 222 \® ，

所以， 原式= 01sinlim

1sin
lim

0

2

0
==

®® x
x

x
x

x

xx
。（最后一步用到定理 2）

6．利用洛比达法则求极限

说明：当所求极限中的函数比较复杂时，也可能用到前面的重要极限、等价无穷小代

换等方法。同时，洛比达法则还可以连续使用。

例 12 20 3
cos1lim
x

x
x

-
®

（例 4）

解：原式=
6
1

6
sinlim

0
=

® x
x

x
。（最后一步用到了重要极限）

例 13
1
2

cos
lim

1 -® x

x

x

p

解：原式=
21

2
sin

2lim
1

p
pp

-=
-

®

x

x
。
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例 14 30

sinlim
x

xx
x

-
®

解：原式= 20 3
cos1lim
x

x
x

-
®

=
6
1

6
sinlim

0
=

® x
x

x
。（连续用洛比达法则，最后用重要极限）

例 15
xx
xxx

x sin
cossinlim 20

-
®

解：

3
1

3
sinlim

3
)sin(coscoslimcossinlim

20

2020

==

--
=

×
-

=

®

®®

x
xx

x
xxxx

xx
xxx

x

xx
原式

例 18 ]
)1ln(

11[lim
0 xxx +

-
®

解：错误解法：原式= 0]11[lim
0

=-
® xxx

。

正确解法：

。

原式

2
1

)1(2
lim

2

1
1
1

lim

)1ln(lim
)1ln(

)1ln(lim

00

00

=
+

=
-

+=

×
-+

=
+
-+

=

®®

®®

xx
x

x
x

xx
xx

xx
xx

xx

xx

应该注意，洛比达法则并不是总可以用，如下例。

例 19
xx
xx

x cos3
sin2lim

+
-

¥®

解：易见：该极限是“
0
0
”型，但用洛比达法则后得到：

x
x

x sin3
cos21lim

-
-

¥®
，此极限

不存在，而原来极限却是存在的。正确做法如下：

原式=

x
x

x
x

x cos3

sin21
lim

+

-

¥®
（分子、分母同时除以 x）

=
3
1

（利用定理 1和定理 2）
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7．利用极限存在准则求极限

例 20 已知 ),2,1(,2,2 11 =+== + nxxx nn ，求 nn
x

¥®
lim

解：易证：数列 }{ nx 单调递增，且有界（0< nx <2），由准则 1极限 nn
x

¥®
lim 存在，

设 axnn
=

¥®
lim 。对已知的递推公式 nn xx +=+ 21 两边求极限，得：

aa += 2 ，解得： 2=a 或 1-=a （不合题意，舍去）

所以 2lim =
¥® nn
x 。

例 21 )1
2

1
1

1(lim
222 nnnnn +

++
+

+
+¥®



解： 易见：
1

1
2

1
1

1
22222 +

<
+

++
+

+
+

<
+ n

n
nnnnnn

n 

因为 1lim
2

=
+¥® nn

n
n

， 1
1

lim
2

=
+¥® n
n

n

所以由准则 2得： 1)1
2

1
1

1(lim
222

=
+

++
+

+
+¥® nnnnn

 。

上面对求极限的常用方法进行了比较全面的总结，由此可以看出，求极限方法灵活多

样，而且许多题目不只用到一种方法，因此，要想熟练掌握各种方法，必须多做练习，

在练习中体会。另外，求极限还有其它一些方法，如用定积分求极限等，由于不常用，

这里不作介绍。

极限与连续的 62 个典型习题

习题 1 设 miai ,,2,1,0 => ，求 nn
m

nn

n
aaa

1

21 )(lim +++
¥®

 .

解 记 },,,max{ 21 maaaa = ，则有

aaaaa nnnn
m

nn =³+++
11

21 )()(  ， aa
n

=
¥®

lim .另一方面

nnnnn
m

nn mamaaaa
111

21 )()()( ×=£+++  .



8

因为 1)lim(lim
11

==
¥®¥®

n

n
n

n
mm ，故 ama n

n
=×

¥®

1

lim .利用两边夹定理，知

aaaa nn
m

nn

n
=+++

¥®

1

21 )(lim  ，其中 },,max{ 21 maaaa = .

例如 9)9531(lim
1

=+++
¥®

nnnn

n
.

习题 2 求 )
2

2
1

1(lim 222 nnn
n

nnnnn ++
++

++
+

++¥®
 .

解

nnn
n

nnnnnnn
n

++
++

++
+

++
<

++
+++

2222 2
2

1
121 

1
21
2 ++

+++
<

nn
n ,

即
nnn

n
nnnnnn

nn
++

++
++

+
++

<
+
+

2222 2
2

1
1

)2(2
)1( 

)1(2
)1(

2 ++
+

<
nn
nn

2
1

42

11
lim

42
1lim

)2(2
)1(lim 2 =

+

+
=

+
+

=
+
+

¥®¥®¥®

n

n
n
n

nn
nn

nnn
.

2
1

222

11
lim

)1(2
)1(lim

2

2 =
++

+
=

++
+

¥®¥®

nn

n
nn
nn

nn
.

利用两边夹定理知

2
1)

2
2

1
1(lim 222 =

++
++

++
+

++¥® nnn
n

nnnnn
 .

习题 3 求 n

n nn
)
)1(

1
32
1

21
1(lim

+
++

×
+

×¥®
 .

解 n

n nn
)
)1(

1
32
1

21
1(lim

+
++

×
+

×¥®
 n

n nn
))
1

11()
3
1

2
1()

2
11((lim

+
-++-+-=

¥®


1)1()
1

11(lim)
1

11(lim -+

¥®¥® +
-=

+
-= n

n

n

n nn
11 )

1
11()

1
11(lim -+

¥® +
-×

+
-=

nn
n

n

11)1( )
1

11(lim])
)1(

11([lim -

¥®

-+-

¥® +
-×

+-
+=

nn n

n

n

11 1 -- =×= ee

习题 4 求 ),(
1
1lim

1
Nnm

x
x

m

n

x
Î

-
-

®
.

解（变量替换法）令 mn xt = ，则当 1®x 时， .1®t 于是,
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原式
n
m

tttt
tttt

t
t

n

m

tn

m

t
=

++++-
++++-

=
-
-

= -

-

®® )1)(1(
)1)(1(lim

1
1lim 12

12

11 
 .

习题 5 求 x

x x
x )
1

(lim
-+¥®

.

解（变量替换法）令 +¥®+¥®= txtx ,, ，

原式 t

t

t

t t
t

t
t

t
t )

11
(lim)

1
(lim 2

2

+
×

-
=

-
=

¥®¥®

t

t tt
])11()11[(lim 11 --

¥®
-×+=

tt

t tt
--

¥®
-×+= )11()11(lim 101 ==×= - eee .

习题 6 求 x
x

x x
e sin

1

0
)

2
3(lim
+
-

®
( ¥1 型)。

为了利用重要极限，对原式变形

xx
xe

ex
xx

ox

x
x

ox
x

x

ox

x

x

x
ex

x
exx

x
e

sin
1

2
1

1
2

sin
1

sin
1

])
2

11[(lim

)
2
12(lim)

2
3(lim

×
+
--

--
+

®

®®

+
--

+=

+
--++

=
+
-

12
2

sin
1

21
2

])
2

11[(lim --×
+
--

--
+

®
==

+
--

+= ee
x
ex xx

xx
ex
xx

ox

x

习题 7 求 20

211lim
x

xx
x

--++
®

. 解 原式

)211(
)211)(211(lim

20 +-++
+-++--++

=
® xxx

xxxx
x

)211(
41211lim

2

2

0 +-++
--+-++

=
® xxx

xxx
x

)11)(211(
)11(2lim

22

2

0 +-+-++

--
=

® xxxx
x

x

)11)(211(
2lim

20 +-+-++

-
=

® xxxx 4
1

24
2

-=
×
-

= .

习题 8 求
23

564lim
2

-
++

¥® x
xx

x
. 解 由于



10

3
2

23

564
lim

23
564lim

22

=
-

++
=

-
++

+¥®+¥®

x

xx
x

xx
xx

.

而
)23(

)564(
lim

23
564lim

2
2

2

x
x

xx
x

x
xx

xx
-

++
=

-
++

-¥®¥-®

3
2

)23(

)564(
lim

)23(

)564(||
lim

22 -
=

-

++-
=

-

++
=

-¥®-¥®

x

xx

x
x

xx
x

xx

23
564lim

23
564lim

22

-
++

¹
-

++
-¥®+¥® x

xx
x

xx
xx

.故
23

564lim
2

-
++

¥® x
xx

x
不存在。

习题 9 研究下列极限 （1）
x
x

x

sinlim
¥®

.

∵ 原式 x
xx
sin1lim ×=

¥®
，其中 01lim =

¥® xx
， 1|sin| £x . ∴ 上式极限等于 0，即

0sinlim =
¥® x

x
x

.（2）
x

x
x

1sinlim
0
×

®
.

因为 1|1sin| £
x

， 0lim
0
=

®x
x , 所以 01sinlim

0
=×

® x
x

x
.

（3）
x

x
x

1sinlim ×
¥®

. 原式 11

1sin
lim1

1sin
lim

01
===

®¥®

x

x

x

x

x
x

.

习题 10 计算 )1,0(,)(lim
1

0
¹>+

®
aaax xx

x
.

解 原式 xx

x
xaa

1

0
)1(lim -

®
+=

x
x axax

x
xaa

-
- ×

-

®
+=

1

0
)1(lim

x
xx a

xax

x
xaa

-

®
--

®
+×= 0

lim
1

0
])1(lim[ aeea =×= 1 .

习题 11
1

ln
ln

1lim
1
1lim

1
1lim

ln

1

ln

11 -
×

-
=

-
-

=
-
-

®®® x
x

x
e

x
e

x
x x

x

x

xx

a
a

aaa

aaa
a

a

a
=´´=

-
-+

×
-

=
®-®

11
1

)]1(1ln[lim
ln

1lim
0)1(

ln

0ln x
x

x
e

x

x

x
.
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习题 12 已知 5
1

lim
2

1
=

-
++

® x
cbxx

x
，求 cb, 的值。

解 首先 01lim 2

1
=++=++

®
cbcbxx

x
，∴ cb --= 1

原式 51)]([lim
)1(
))(1(lim

11
=-=--=

--
--

=
®®

ccx
x

cxx
xx

，

∴ 6=c ，而 7)61()1( -=+-=+-= cb .

习题 13 下列演算是否正确？

01sinsin
1lim

sin

1sin
lim 20

2
2

0

1

0

=××=

¯

¯®®
有界
x

x
xx

x
x

x

xx
.

习题 14 求 )sin1(sinlim xx
x

-+
+¥®

.

解 原式
2
1cos

2
1sin2lim xxxx

x

++
×

-+
=

+¥®

2
1cos

)1(2
1sinlim2 xx

xxx

++
×

++
=

+¥®
0= .

习题 15 求
1
sinlim

23 2

+
×

¥® x
xx

x
.

解 ∵ 011

1

lim
1

lim
33 2

=
+

=
+ ¥®¥®

x

x
x
x

xx
， 1|sin| 2 £x ，原式 = 0.

习题 16 证明 )()(lim nmkbxk

x
e

nx
mx -+

¥®
=

+
+ （ bknm ,,, 为常数）。

证 bxk

x

bxk

x nx
nmnx

nx
mx +

¥®

+

¥® +
-++

=
+
+ ))((lim)(lim （令

ynx
11

=
+

）

bnyk

y

bkx

y y
nm

nx
mx +-

¥®

+

¥®

-
+=

+
+

= )()1(lim)(lim
bnk

nm
ynmk

y y
nm +-

-
×-

¥®

-
+=

)(
)1(lim

bnk

y

nmknm
y

y y
nm

y
nm +-

¥®

--

¥®

-
+×

-
+= )1(lim])1[(lim )( )()( 1 nmknmk ee -- =×= .
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习题 17 求 x
x

x
3

0
)sin1(lim -

®
.

解 原式 3
sin3

sin
1

0
))sin(1(lim -

×-
×

-

®
=-+= ex x

x
x

x
.

习题 18 求
ax
ax

ax -
-

®

lnlnlim . 解 (连续性法)

原式 ax

axax a
x

a
x

ax
-

®®
=

-
=

1

)ln(limln1lim

aax
a

ax
aax

a

ax a
ax

a
ax 11

])1(limln[]1ln[lim -

®

×
-

®

-
+=

-
+=

a
e

a
e a 1ln1ln
1

=== .

习题 19 试证方程 bxax += sin （其中 0,0 >> ba ）至少有一个正根，并且它

不大于 ba + .

证 设 xbxaxf -+= sin)( ，此初等函数在数轴上连续，\ )(xf 在 ],0[ ba + 上必

连续。∵ ,0)0( >= bf 而

0]1)[sin()()sin()( £-+=++-+=+ baabbabaabaf 若 0)( =+ baf ，则 ba +

就是方程 bxax += sin 的一个正根。

若 0)( <+ baf ，则由零点存在定理可知在 ),0( ba + 内至少存在一点 ),0( ba +Îx ，

使 0)( =xf .即 .sin ba += xx

故方程 bxax += sin 至少有一正根，且不大于 ba + .

习题 21 求 x
x

x cos1
1

0
)(coslim -

®
.

解 原式 111cos
1

0
})]1(cos1{[lim ---

®
=-+= ex x

x
.

习题 20 设 }{ nx 满足 0>nx 且 .1lim
1

<=
-

¥®
r

x
x

n

n

n
试证 .0lim =

¥® nn
x

证  ,1lim
1

<=
-

¥®
r

x
x

n

n

n
取 ,,0

2
1 Nr

$>
-

=e 使得当 Nn > 时有
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,
2

1

1

rr
x
x

n

n -
=<-

-

e 即 ,
2
1

2
10

1

+
=

-
+<<

-

rrr
x
x

n

n 亦即 ,12
10 -

+
<< nn xrx 于是递

推得 N
Nn

nnn xrxrxrx -
<<--

++
<

+
<< )

2
1()

2
1(

2
10 ...2

2
1

,0)
2
1(lim,1

2
1

=
+

\<
+ -

¥® N
Nn

n
xrr 从而由两边夹准则有 .0lim =

¥® nn
x

习题 22 用定义研究函数
ïî

ï
í
ì

£

>
-+

=
00

011
)(

x

x
x
x

xf 的连续性。

证 首先，当
x
xxfx 11)(,0 -+

=> 是连续的。同理，当

0)(,0 =< xfx 也是连续的。而在分段点 0=x 处

),0(00lim)(lim
00

fxf
xx

===
-- ®®

).0(011lim)(lim
00

f
x
xxf

xx
==

-+
=

++ ®®

).0()(lim
0

fxf
x

=
®

所以 故 .),()( ¥+-¥ÎCxf

习题 23 求证 1
2642

)12(531
lim =

××
-××

¥®
n

n n
n




.

证 ∵ 1
2642

)12(531
2
1

<
××

-××
< nn

n
n

n 
 ，而

=×=
¥®¥® n
n

n
n

n nn
1

2
1lim

2
1lim 1

1
111lim

2
1lim =×=×

¥®¥® nn
n

n n
.由两边夹定理知，原式成立.

习题 24 设 .5
2

),1(,
2

)(),(
2

+-=
-

= yyyF
x
xyfyxF 任取 ,00 >x 记

),...2,(),...,2,( 1001 nnn xxFxxxFx == + 试证 nn
x

¥®
lim 存在，并求极限值。

证 ],9)[(
2
15

22
)1(),1( 2

2

+-=+-=
-

= xyyyyfyF

.9)()(,9)1()1( 22 +-=-\+-=-\ xyxyfyyf 故

.
2

9)(),(
2

x
xyyxF +-

= 由题设
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,
2

9
2

9)2(

0

2
0

0

2
00

1 x
x

x
xxx +

=
+-

= ...,
2

9,...,
2

9 2

1
1

2
1

2
n

n
n x

xx
x

xx +
=

+
= + 由于

1)
3
91(

2
1)91(

2
1,39)9(

2
1

22
1

1 =+£+==×³+= +
+

nn

n

n
n

n
nn xx

x
x

x
x

xx

.1 nn xx £\ + 故 }{ nx 单调有下界，故有极限。设 ,lim Axnn
=

¥®

由 ,
2

9
2

9 22

1 A
AA

x
xx

n

n
n

+
=Þ

+
=+ 解出 3=A （舍去 3-=A ）。

习题 25 设 ,...,2,1,
1

1,0 10 =
+

+=> + n
x
xxx

n

n
n 求 .lim nn

x
¥®

解 显然 }{.2
1

1,0 10 n
n

n
n x

x
xxx \<
+

+=> + 有上界 2，有下界 .0

,
1

1
1

1
0

2
00

0
0

0
01 x

xxx
x
xxx

+
-+

=-
+

+=- 当
2
510 0

+
£< x 时

,01 2
00 ³-+ xx 即 ,01 xx ³ 假设 ,1-> nn xx 则

.0
)1)(1(11 1

1

1

1
1 >

++
-

=
+

-
+

=-
-

-

-

-
+

nn

nn

n

n

n

n
nn xx

xx
x
x

x
xxx 故 }{ nx 单增。 nn

x
¥®

\ lim

存在。设 ,lim Axnn
=

¥®
则由

n

n

nnn x
xx
+

+=
¥®+¥® 1

lim1lim 1 得 ,
1

1
A
AA
+

+= 即

2
51,012 +

=\=-- AAA （舍去负值）。当
2
51

0
+

>x 时，有 ,01 xx <

用完全类似的方法可证 }{ nx 单减有下界0，同理可证 .
2
51lim +

=
¥® nn
x

习题 26 设数列 }{ nx 由下式给出 ,...2,1,12,2 11 =+== + n
x

xx
n

n 求 .lim nn
x

¥®

解 }{ nx 不 是 单 调 的 ， 但 }{ 12 -nx 单 增 ， 并 以 3 为 上 界 ， 故 有 极 限 。 设

.lim 12 Bx nn
=-¥®

}{ 2nx 单减，并以 2 为下界，设 .lim 2 Cx nn
=

¥®
在等式

n
n x
x 121 +=+ 两边

按奇偶取极限，得两个关系
B

C
C

B 12,12 +=+= ，解出 .CB = 由于的奇数列与

偶 数 列 的 极 限 存 在 且 相 等 ， 因 此 }{ nx 的 极 限 存 在 ， 记 .lim Axnn
=

¥®
于 是
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).12(limlim 1
n

nnn x
x +=

¥®+¥®
故有 ,12

A
A += 解出 ,21+=A （舍去负值 21- ）

习题 27 设 ,
1
2,0 11 +

+
=> +

n

n
n x

xxx 试证 }{ nx 收敛，并求极限。

证 显然 ,0>nx 假设 ,lim Axnn
=

¥®
则由 ¥®

+
+

=+ n
x
xx
n

n
n 令

1
2

1 ，可解出 2=A （舍去

2- ）。下面证明 }{ nx 收敛于 .2 由于

2)12(
1

)2)(12(2 1
1

1 --<
+

--
=- -

-

-
n

n

n
n x

x
xx ，

递推可得 2)12(...2)12(2 1
1

2
2 --<<--<- -

- xxx n
nn

.0)12(lim 1 =-\ -

¥®

n

n
由两边夹可得 .02lim =-

¥® nn
x 故 .2lim =

¥® nn
x

习题 28 设 .
)(1
)(2)(,0)()( 2

2

11 tf
tftftftf

n

n
n +

=>= + 试证

（ 1 ） )(lim, tft nn ¥®
" 存 在 ；（ 2 ） 当 1)( ³tf 时 ， ;1)(lim =

¥®
tfnn

当 1)( <tf 时 ，

;0)(lim =
¥®

tfnn

证 ,n" 显然有 ,0)( ³tfn 又 .0
)(1
]1)([)()()( 2

2

1 £
+

-
-=-+ tf

tftftftf
n

n
nnn

)(, tft n"\ 单减有下界。\收敛。令 ),()(lim tFtfnn
=

¥®
在原式两边取极限得

.
)(1
)(2)( 2

2

tF
tFtF

+
= 由 此 可 解 出 0)( =tF 或 .1)( =tF 当 1)( ³tf 时 ，

.1
)(2
)(2

)(1
)(2)( 2

2

2
1

2
1

2 =³
+

=
tf
tf

tf
tftf 归 纳 假 设 ,1)( ³tfk 则 ,1)(2 ³tfk 而

n
tf
tf

tf
tftf

k

k

k

k
k "\=³

+
=+ ,1

)(2
)(2

)(1
)(2)( 2

2

2

2

1 ， 有 .1)( ³tfn 因 此 1)( ³tf 时 .1)( =tF 即

1)((,1)(lim ³=
¥®

tftfnn
时）。

当 1)( <tf 时，由 )(tfn 的单减性便知即当 0)( =tF 时，即

0)(lim =
¥®

tfnn
（当 1)( <tf 时）。
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习题 29 xx
x

xx
x x

x
x
x 2sinsin2

1

2

2

0
2sinsin

1

0
)

2sin1
sin1(lim)

2cos
cos(lim

-
-

=
®®

.
)2sin1(

)sin1(lim 4
3

1

4
1

)cos(
2sin
1

2

cos4
1

sin
1

2

0
2

2

e
e
e

x

x
x

x

xx

x
==

-

-
= -

-

-×
-

-
×

-

®

习题 30 若 }{ nx 收敛，则 .0
!
)(lim =

¥® n
x n
n

n

证 }{ nx 收敛，设 .lim Axnn
=

¥®
故 }{ nx 必有界。设

,...2,1, =£ nBxn 因此 ,
!!

)(0
n
B

n
x nn
n ££ 而 ,0

!
®

n
Bn

.0
!
)(lim =\

¥® n
x n
n

n

习题 31 求 !lim .nn

n
n®¥

! 1 2 1(0 ,n

n n
n n n n n

< = × ××× < \
!lim 0)nn

n
n®¥

=

变量替换求极限法

（为求 ),(lim xF
ax®

有时可令 ),(yx j= 而 )]([)( yFxF j= ）

习题 32 求
x
x

x

1)1(lim

1

0

-+
®

ba （ b 为自然数）

解 令 ,1)1(
1

yx =-+ ba 则 ,]1)1[(
a

b -+
=

yx 因此

a

a
b

b

1)1(
lim1)1(lim

0

1

0 -+
=

-+
®® y

y
x
x

yx 11...
lim 1110 -++++

= --® ycycy
y

y b
b

b
b

b

a

.
...

lim 2110 b
a

b
a
b

b
b =

+++
= --® yycyy

习题 33 求 .

111
lim 20 x

x
m

xm

x

--+

®

解 令 ,1)1(,11 -+=Þ=-+ mm yxyx 且当 0®x 时 ,0®y 故 原式

.
2

1
...

...
2
1

lim
]1)1[(

]1)1[(1

lim 222

2

020 m
m

ym

ym

y

y
m

y

ym

m

y

-
-=

+

+
-

-
=

-+

-+-
=

®®

习题 34 求 .0),(lim 12 >- +

¥®
aaan nn

n
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解 先求 ),(lim 12 +

¥+®
- xx

x
aax 令 ,1 t

x
= 则上式

2

2

02

1

02

1
1

0

)ln
1

exp(1
lim1limlim

2

t

a
t

t

t
aa

t
aa

t

t
t

t

t

tt

t

+
--

=
-

×=
-

=
+++ ®

+
-

®

+

®
.ln

ln
1lim 2

2

0
a

t

a
t

t

t
=+=

+®

故原式 .ln a=

用等价无穷小替换求极限

习题 35 求 ).(
cos1

lim 20
NÎ

-
®

n
nn

j
j

j

解 记 ).0(1,cos ®®= jj xnx n 则

原式= 202012

1

0

cos1lim1lim
)...1(
)...1)(1(lim

j
j

jj jjj n
n

n
x

xx
xxx n

n

n -
=

-
=

+++
+++-

®®-

-

®

= )
2
1~cos1,0(

2

)(
2
1

lim 2
2

2

0
uuun

n

n
-®=

®
当

j

j

j

习题 36 设 )(xf 与 x是等价无穷小， ,)( xxf ¹ 求证

（1） ;1)]([lim
0

=
+®

x

x
xf （2） .1

)(
)]([lim

0
=

-
-

+® xxf
xxf xx

x

证 ,~)( xxf 即 ),(1)(),0(1)( x
x
xfx

x
xf a+=\®®

其中 ).0()](1[)(00)( ®+=®® xxxxfx 当，即，当 aa 故

x

x

x

x

xx

x

x

x
xxxxxf )](1[limlim)](1[lim)]([lim

0000
aa +=+=

++++ ®®®®

.1)](1[lim1 0
)(

)(
1

0
==+×=

×

® +
ex

xx
x

x

a
aa

（2）
xxf
x
xfx

x
xfx

ex
xxf
xxf

x

x
xf

x

x

xx

x -

×
×

×

-
×=

-
-

++ ®® )(

)(ln

)(ln

1lim
)(
)]([lim

])(ln[

00
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.1111
)(
)]([lim

.1ln])(1[limln])(1ln[lim

])(1ln[
)(

lim
)(

ln)(lnlim
)(

)(ln
lim

.1)(ln

1lim)(ln

1lim)(ln

1lim

.1limlimlim

0

)(

0

)(

0

000

)(ln

0)(ln

)(ln

0

])(ln[

0

0
1

1ln
lim

1

1ln

0

ln

00

0

=´´=
-
-

Þ

==
-

+=
-

+=

-
+×

-
=

-
-×

=
-

×

=
×

-
=

×

-
=

×

-

=====

+

++

+++

+++

+®

+++

®

-

®

-

®

®®®

®®®

--

®®®

xxf
xxf

e
x

xxf
x

xxf

x
xxf

xxf
x

xxf
xxxfx

xxf
x
xfx

x
xfx

e

x
xfx

e

x
xfx

e

eeeex

xx

x

xxf
x

x

xxf
x

x

xxx

x
xfx

x
xfx

x
xfx

x

x
xf

x

x

x

x

x

x

xx

x

x

x

x

x

习题 37 设 )2(],,0[)( ³Î nnnCxf 为自然数， ).()0( nff = 试证 ],,0[1, nÎ+$ xx

使 ).1()( += xx ff

证（分析：要证 ],,0[1, nÎ+$ xx 使 ).1()( += xx ff 即要证 )()1()( xfxfxg -+= 有

根 x ） 令 )()1()( xfxfxg -+= ， 显 然 在 ]1,0[ -n 上 连 续 ， 于 是

.1,...,1),()1()( -=-+= niififig 记 )},({max)},({min
1010

igMigm
nini -££-££

== 则

,)(1 1

0
Mig

n
m

n

i
£S£

-

=
又 .0)0()()(

1

0
=-=S

-

=
fnfig

n

i
对 函 数 )(xg 应 用 介 值 定 理 ， 知

],1,0[ -Î$ nx 使 ,0)(1)(
1

0
=S=

-

=
ig

n
g

n

i
x 即存在 ],1,0[1, -Î+ nxx 使 ).()1( xx ff =+

习题 38 设 ,],,[)( bdcabaCxf <<<Î 且 证明 ],,[ baÎ$x

使 ).()()()( dfcff baxba +=+

证 （分析：将结果变形 m
ba
bax

D

=
+
+

=
)()()( dfcff ）

记 )},({max)},({min
],[],[

xfMxfm
baxbax ÎÎ

== 则 ],[,)( baxMxfm Î££

于是 Mdfcfm )()()()( bababa +£+£+

或 Mdfcfm £
+
+

£
ba
ba )()(

由介值定理知
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，使
ba
baxx

+
+

=Î$
)()()(],,[ dfcffba 即 ).()()()( dfcff baxba +=+

习题 39 设 ),()( +¥-¥ÎCxf 且 .)]([ xxff = 证 ,x$ 使 .)( xx =f

证 反证法。若不存在点x 使 .)( xx =f 即 ),( +¥-¥Î"x 均有 )(.)( xfxxf ¹ 连续，

不妨设恒有 .)( xxf > 于是 .)()]([ xxfxff >> 此与 xxff =)]([ 矛盾。故 ,x$ 使

.)( xx =f

习题 40 设 ),()( baCxf Î 且 .0)( >xf 又 ,...21 bxxxa n <<<<< 证明至少有一点

),,( baÎx 使 .)()...()()( 21
n

nxfxfxff =x

证 ),,()( 1 nxxCxf Î 故 )(xf 在 ],[ 1 nxx 上 有 最 大 值 M 和 最 小 值 m , 使

.,...,2,1,)(0 niMxfm i =££< 于是 Mxfxfxfm n
n ££ )()...()( 21 由介值定理，知

),,(],[ 1 baxx n ÌÎ$x 使 .)()...()()( 21
n

nxfxfxff =x

习题 41 证明方程 12 =× xx 至少有一个小于 1 的正根。

证 设 ,12)( -×= xxxf 显然 ],1,0[)( Cxf Î 但

,01)0( <-=f ),1,0(,0112)1( 0 Î$\>=-= xf 使 ,012)( 0
00 =-×= xxxf 即 方 程

12 =× xx 至少有一个小于 1 的正根 0x 存在。

习题 42 设
1

lim)( 2

212

+
++

=
-

¥® n

n

n x
bxaxxxf 连续，求 .,ba

解

ï
ï
ï
ï
ï

î

ïï
ï
ï
ï

í

ì

-=
+-

-

=
++

>=
+

++

<+

=

--

¥®

1,
2

1

1,
2

1

1,111

1

lim

1,

)( 2

1222

2

xba

xba

x
x

x

x
b

x
a

x

xbxax

xf n

nn

n

故 .1)01(,)01(,)01(,1)01( -=---=+-+=-=+ fbafbaff 由于 )(xf 在=1，-1

处连续，所以 .1,0
1
1

==Þ
î
í
ì

-=-
=+

ba
ba
ba
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习题 43 试证方程 xxxex
2

cos p+= 至少有一个实根。

证 做函数 .
2

cos)( xxxexf x p
--= 显然

),1,0(,01)1(,01)0( Î$\>-=<-= xeff 使 .0)( =xf 即 xxxex
2

cos p+= 在 )1,0( 内

必有实根。

习题 44 求 32

1
)(

xx
x

xf
-
-

= 的连续区间。

（解：先改写为分段函数，结论为： )),1()1,0()0,( +¥-¥ 

习题 45 求b为何值时，函数
î
í
ì

£<-
££-

=
32,2
20,1

)(
2

xbx
xx

xf ，在 ]3,0[ 上处处连续。

只需讨论分段点处的连续性： ),2(3)1(lim)02( 2

2
fxf

x
==-=-

-®

),2(22)2(lim)02(
2

fbbxf
x

=-=-=+
+®

要在 2=x 处连续，必有 .
2
5,322 =Þ=- bb

习题 46 设 0,0 1 >> xa ，定义 ,...2,1),3(
4
1

31 =+=+ n
x
axx
n

nn 求 nn
x

¥®
lim

解 }{.)(
4
1 44 331 n

n
nnn

n
nnnn xa

x
axxx

x
axxxx \=×××³+++=+ 有下界 .4 a 即 ,NnÎ"

有 .4 axn ³ 又 1)3(
4
1)3(

4
1

4
1 =+£+=+

a
a

x
a

x
x

nn

n ，即 }{ nx 单减有下界，故有极限。设

Axnn
=

¥®
lim 且 .04 >³ aA 有 )3(lim

4
1lim 31

n
nnnn x

axx +=
¥®+¥®

有 4
3 )3(

4
1 aA

A
aAA =Þ+=

（舍去负根）（注意：先证明极限的存在是必要的。）

习题 47

.,...,,,0 ,1121 nn xaxxaaaxaxa +=+=+==> +设 .lim,..2,1 nn
xn

¥®
= 求

（解： }{ nx 单增有上界 a+1 ，可解出极限
2

411 aA ++
= ）

习题 48 设 ],1,0[)( Cxf Î 且 ,1)(0 ££ xf 证明 ],1,0[Î$x 使 .)( xx =f

证 若 ,0)0( =f 则 取 .0=x 若 ,1)1( =f 则 可 取 .1=x ,0)0( >f ,1)1( <f 则 令
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,)()( xxfxg -= 必 有 ]1,0[)( Cxg Î 且 ,0)1()0( <× gg 由 零 点 定 理 知 ),1,0(Î$x 使

,0)( =xg 即 .)( xx =f

习题 49 (选择题)设 )(),( xxf j 在 ),( +¥-¥ 内有定义， )(xf 连续且 )(,0)0( xf j¹ 有

间断点，则

(A) )]([ xfj 必有间断点，(B) 2)]([ xj 必有间断点，

(C) )]([ xf j 必有间断点，(D)
)(
)(
xf
xj 必有间断点.

解 选[D]（(A) 因 )(xf 的值域可能很小。

(B)反例
î
í
ì

=
¹

=
0,0
0,1

)(
x
x

xj 而 1)]([ 2 ºxj 无间断点。

(C) )(xj 总有定义。

习题 50 证明方程 )0,0(sin >>+= babxax 至少有一个正根，且不超过 .ba +

证 设 ],,0[)(),,()(,sin)( baCxfCxfxbxaxf +Î\+¥-¥Î-+=  而

.0]1)[sin(
)()sin()(,0)0(

£-+=
+-++=+==

baa
abbbaabafbf

如果 ,0)( =+ baf 则 ba + 即为 )(xf 的零点.如果 ,0)( <+ baf 则由介值定理知

),,0( ba +Î$x 使 ,0)( =xf 即x 为所求,故原命题成立.

习题 51 若函数 )(xf 可以达到最大值和最小值，求证 ).(min)](max[ xfxf -=-

证 设 ),()(min 0xfxf = 则 对 任 意 x 有 ),()( 0xfxf ³ 或 有

)).(min)(()( 0 xfxfxf -=-£- 由 x的任意性，可知

).(min)()](max[ 0 xfxfxf -=-=-

习题 52 设 ],[)( baCxf Î 且恒大于零，证明
)(

1
xf

在 ],[ ba 上连续.

证 任取 ],[0 bax Î 由于 )(xf 在 0x 处连续且大于 ,0,0 1 >$\ d 使当 ,10 d<- xx 时

（若 ax =0 为左端点，则应为 ,0 1d<-£ ax 类似处理 )0 bx = 有
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(*)..........0)(
2
1)( 0 >> xfxf

,
2

)(,0 0
2

ee xf
对>" 可 找 到 ,02 >$d 使 当 ,20 d<- xx 时 有

(**)..........
2

)()()( 0
2

0 exfxfxf <-

取 },,min{ 21 ddd = 则当 d<- 0xx 时，有

.
)]([

2
1

)]([
2
1

)]([
2
1

)()(
)()(
)()(

)(
1

)(
1

2
0

2
0

2
0

0

0

0

0

e
e
=

×
<

-
<

-
=-

xf

xf

xf

xfxf
xfxf
xfxf

xfxf

故知
)(

1
xf

在 0xx = 处连续。由 0x 的任意性，知
)(

1
xf

在 ],[ ba 上连续.

习题 53 设
ïî

ï
í
ì

£+

>=
,0,

,0,1sin)(
xe

x
x

xxf
x b

a

试讨论 )(xf 在 0=x 处的连续性.

解 ,1)00(,1)0( bb +=-+= ff 而

î
í
ì

£
>

=×=+
+® 0

0,01sinlim)00(
0 a

aa

不存在，x
xf

x

10 -=>\ ba ，当 时， )(xf 在 0=x 处连续，

10 -¹> ba ，当 时， 0=x 为 )(xf 的跳跃间断点（第一类间断点).当 ，0£a 时

0=x 为第二间断点。

习题 54 设函数
ïî

ï
í
ì

>

£-
= 0,2sin

0,cos5
)( x

xtg
x

xxe
xf

x

a
问当 ?,=a )(xf 在 0=x 处连续。 解

.22lim2sinlim)00(,4)00(,415)0(
00 aaa

===+=-=-=
++ ®® x
x

xtg
xfff

xx

，当 )0(0)0(0)-0( fff =+=\ 即
2
1,42

== a
a

时， )(xf 在 0=x 处连续。

习题 55 求函数
x

xxf
psin
1)(

2 -
= 的间断点，并判定其类型.

解 因当 nx = （ n为任一整数）时， nxx =\= ,0sinp 是 )(xf 的间断点。再细分，
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当 1±¹n 时， ,
sin

1lim
2

¥=
-

® x
x

nx p
不存在，故除 1± 处的任何整数都是 )(xf 的第二类

间断点。因

.2
sin

1lim,2)
sin
2

sin
(lim

)
sincoscossin

2(lim)
)1(sin

2(lim
sin

1lim

2

1

2

0

2

0

2

0

12

1

ppppp

pppppp

=
-

-=--=

+
+

=
+

+
=

-

-®®

®®

+=

®

x
x

t
t

t
t

tt
tt

t
tt

x
x

xt

tt

tx

x

同理

亦即 1±=x 是 )(xf 的第一类（可去）间断点.

习题 56 求函数

ï
ï
î

ï
ï
í

ì

>
-

£
+

=

ox
x

x
x

xx

xf

,
4

sin

0,

2
cos

)1(

)(

2

p

p
的间断点并判定其类型。

解 )(xf 的分段点为 .0=x .0

2
cos

)1(lim)(lim
00

=
+

=
-- ®® x

xxxf
xx p



0.
2
1)

4
sin(

4
sinlim)(lim 200

=\-=-=
-

=
-+ ®®

x
x

xf
xx

pp 是 )(xf 的第一类（跳跃）间断

点。当 0<x 时， ,

2
cos

)1()(
x

xxxf
p
+

= 在点

,...)2,1,0),...(12(,...,5,3,1 =+----= kkx 处 ， )(xf 无 意 义 ， 故

),...12(,...,5,3,1 +----= kx 是 )(xf 的间断点。因为

1,2

)12(2
sin

lim

2
cos

)1(lim)(lim
0

)1(
2

11

-=\-=

-×=
+

=
®

+=

-®-®

x

u
u
u

x

xxxf
u

xu

xx

p

ppp

p

是第一类（可去）间断点。显然 ,...5,3 --=x 都是极限为¥的第二类间断点。当 0>x

时， ,
4

sin)( 2 -
=

x
xxf 在点 2=x 时， )(xf 没定义，故 2=x 是 )(xf 的间断点。又

,
4

sinlim 22 -® x
x

x
 不存在，故为第二类间断点。

习 题 57 设 函 数 ),,0[)( ¥+ÎCxf 且 ,)]()1([lim Axfxf
x

=-+
+¥®

试 证
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.)(lim A
x
xf

x
=

+¥®

证 因 为 连 续 ， 所 以 )(),,0[, xfba +¥Î" 在 ),0[],[ +¥Ìba 上 有 界 。 又 因 为

,)]()1([lim Axfxf
x

=-+
+¥®

所以 ,,0 1K$>"e

当 1Kx > 时，恒有 ,
3

)()1( e
<--+ Axfxf 取 ,11 +> Kx 则存在自然数 n 使得

11 +<-£ nKxn .记 nKxl --= 1 ，则 ,10 <£ l 且 ,1 nlKx ++= 于是

.)(])()([)( 111 A
x
lK

x
lKfA

n
lKfxf

x
nA

x
xf +

-
+

+-
+-

=- 下面估计上式右边三项

的绝对值。

（1）

A
n

lKfxfA
n

lKfxf
x
n

x
n

-
+-

£-
+-

\£
)()(])()([,1 11 =

A
n

lKfnlKf
-

+-++ )()( 11

å
=

--++-++=
n

i
AilKfilKf

n 1
11 ])1()([1

.
33

1)1()(1
1

11
ee

=×<--++-++£ å
=

n
n

AilKfilKf
n

n

i

（2）因为 )(xf 在 ]1,[ 11 +KK 上有界，即 ,0>$M 使 Mxf £)( .故 ,3
2 e

MK =$ 当

2Kx > 时，恒有 .
3

)(

2

1 e
=<

+
K
M

x
lKf

（3）因为 ,0lim 1 =
+

+¥®
A

x
lK

x
故 ,03 >$K 使当 3Kx > 时恒有 .

3
)( 1 e

<
+ A
x

lKf 综合

（1），（2），（3） ,0>"Þ e 取

},,1max{ 321 KKKK += ，则当 Kx > 时，恒有

.)(lim,)( A
x
xfA

x
xf

x
=\<-

+¥®
e

习题 68 若 )(xj 和 )(xy 为连续周期函数，当 +¥<<¥- x 时，有定义，且
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,0)]()([lim =-
¥®

xx
x

yj 证明 ).()( xx yj º

证 先证明 )(xj 和 )(xy 有相同周期。设 )(xj 的周期为 p ,则 ),()( xpx jj =+ 由于

当 ¥®x 时, ,0)()( ®+-+ pxpx yj 即得 0)]()([lim =+-
¥®

pxx
x

yj ，以及

)]()([lim pxx
x

+-
¥®

yy = )]()([lim pxx
x

+-
¥®

yj .....(*)..........0)]()([lim =--
¥®

xx
x

yj

现在说明 )(xy 的周期也是 p。若不然，则至少存在一个 ,0x 使 ).()( 00 pxx +¹yy 设

)(xy 的周期为 Nq, 为任意正整数，

,0 Nqxx += 以及 ,0)()( 00 >+-= pxx yya 此时恒有

)()()()( 00 pNqxNqxpxx ++-+=+- yyyy

ayy =+-= )()( 00 pxx .

但由（*），对充分大的 ,x 必成立 ,)()( ayy <+- pxx 这显然矛盾（矛盾于 a= ）

.qp =\ 下面证明 ).()( xx yj º 若结论不真，则至少存在一个 ,1x 使 ).()( 11 xx yj ¹ 记

,0)()( 11 >-= xx yjb 则 ,1 Npxx +=" 恒 有 ,)()( byj =- xx 这 与

,0)]()([lim =-
¥®

xx
x

yj 矛盾。于是 ).()( xx yj º
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.1)1sin(lim

)

2
sin
2sinlim(lim)

2
sin2

sinlim(lim

)

2
sin2
2

sin

8
sin2

4
sin

4
sin2

2
sin

2
sin2

sinlim(lim

,

2
sin2
2

sin

2
cos

2
cos

2
sin2)

2
2sin(

2
sin

)
2

cos
8

cos
4

cos
2

coslim(lim59

0

00

1

0

1

=×=

×=
×

=

××=

=\

=×=

××××

®

¥®®¥®®

-

¥®®

-

¥®®

x
x

x

x

x
x

x
x

x

x

x

x

x

x

x
x

x

x
x

xxxx

xxxx

x

n

n

nx

n
nnx

n

n

nx

n

n

n

nnnn

nnox







原式

于是

解

求习题

.
)1(

)0
1

1(
1

}11

])1(1[1

{lim11

1lim

.)1...111(1

....321

1,...321

)....321(lim60

2

1

132

1432

32

32

-
=-

--
=

-
-

-

-
=\

-++++=-

++++=

++++=

++++

+¥®¥®

+

+

¥®

a
a

aa
a

a
n

a

aa

a

S

a
n

aaaa
S
a

S

a
n

aaa

S
aa

n
aaa

S

a
n

aaa

n

n

nnn

nnnn

n

nnn

nn

则记解

求极限习题

习题 61 试证 .1,0lim >=
¥®

a
a
n
nn

其中
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.0limlim

.1)11(1

,0,1).11(1

1
1

,

1

11

==

<<+=

>>$>+=

+
=

+

==

¥®¥®

+

+
+

nnnn

n

n

n

n

n

n

n
n

a
nx

q
nax

x

NnNa
na

a
n

a
n
a
n

x
x

a
nx

n

故

有

时，使得当则

则设证



习题 62
ïî

ï
í
ì

=

¹==
0,

0,)ln(cos
)(? 2

xa

x
x
x

xfa 在 0=x 点连续。

解

2
1)

2
sin1ln(lim

)
2

sin1ln(
lim)ln(coslim

2

2

2

2
sin2

2
sin2

1
2

0

2

2

020

=-=

-
=

-
×

-
®

®®

x

x

x
x

xx

x

x

x

x
x

如果函数在 0=x 连续，则 .
2
1

=a

.lim

)(lim.

)(2

¥-=
+++

-++

=-++

+¥®

+¥®

x

x

x

xxxx

xxxx

xxxx

分子分母除以

63

附加：（未整理）
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2 2

2 2

2

2 2

2

2

2

2

2

2

2

limsin ( )

limsin [ ( ) ]

lim{ }

limsin [ ( )]

lims

( 1) sin[ ( )]

in

limsin

limsin
11 1

sin
2

1

n

n

n

n

n

n

n

n

n n

n n n n

n n n

n
n n n
n

n n n

n n n

n

p

p p

p

p

p

p

p

p

®¥

®¥

®¥

®¥

®¥

®¥

®¥

+

= + - +

=

= + -

=
+ +

=
+ +

-

=

+

=
+ +

=

-

2 1

2 21 1 1 1

2 2 2 2lim lim( 1 ) 1

lim 1 ( )

n
n

n n

n

n

n

n nn n n
n

n n
n nn

n

®¥ ®¥

®¥

-

+ -
£ = × × × × × £

+ -
= + - =

\ =





个

根据“夹逼准则”

1

1

10

1

1

10

1 1

1 10 0

10

1lim 1
1
10 0

1lim 1
1

1 1lim lim
1 1

x

x

x
x

x

x

x
x

x x

x x
x x

x e
x

e

e

x e
x

e

e

e e

e e

+

-

+ -

+

®

-

®

® ®

® ®+¥ ® +¥

-
\ =

+

® ® -¥ ®

-
\ = -

+

- -
¹

+

Þ Þ

Þ Þ

+


所以， 0x = 是函数

1

1
1( )
1

x

x

ef x
e

-
=

+
的跳跃间断点
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2

2

1

20

2 2 2
2

0

2 2 2 2 2

0

2

2 2 20

lim (arctan arctan )
1

arctan arctan
1lim 1

arctan arctan
1lim

1 1
1 ( 1)1 ( )

1lim
2

1 1
1 ( 1)lim

2
2lim

2 (1 )[( 1)

n

x

t
x

t

t

t

t

a an
n n
a a
x x

x
atat
t

t
aa ata t t

t
t

a t t a ta
t
t ta

t a t t

+

+

+

+

®¥

®+¥

=

®

®

®

®

-
+

-
+=

-
+=

× - ×
+ ++

+=

-
+ + +=

+
=

+ + +

洛必达法则

2 2 ]a t
a=

【附注：本题用拉格朗日中值定理比较简便】

3 3 40 0

2 30

20

1
(1 ) (1 )1lim lim

(1 )lim ( )
3 4

2 (1 )lim
6 12

2 1
1

1

0

2
1
2

x
x

x x

x x

x

x x

x

axe bx e axbx
x x bx
be bx e a

x bx
be bx e
x bx

b

b

b

a

a

® ®

®

®

+
- + - ++ =

+
+ + -

= \
+

+ +
=

+
\ + =

ì = -ïï\ í
ï =
ïî

= +
洛必达法则

洛必达法则

令 1x t= + ，则 1x® 等价于 0t®
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ln(1 ) ln ln(1 )lim lim
ln(1 2 ) ln 2 ln(1 2 )

ln(1 )lim
ln 2 ln(1 2 )

11 ln(1 )
lim 1ln 2 ln(1 2 )
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x x x
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30 20
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30 30 20 20

50 50

50 30 20

50 50

30 20
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30 20
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(2 1) (3 1)lim
(2 7)

1 1(2 ) (3 )
lim 7(2 )
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0

0

1sin cos
lim

(1 cos ) ln(1 )
1sin cos1lim lim

1 cos ln(1 )
1sin cos1 lim

2
1 sin 1lim( cos )
2
1 (1 0)
2
1
2

x

x x

x

x

x x
x

x x

x x
x

x x

x x
x

x
x x
x x

®

® ®

®

®

+

+ +

+
=

+ +
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=

= +

= +

=

ln(1 ) ~
sin ~

3 3 3sin ln(1 ) ~ ln(1 ) ~

1 1 1sin ln(1 ) ~ ln(1 ) ~

3 1lim [sin ln(1 ) sin ln(1 )]

3 1lim [sin ln(1 )] lim [sin ln(1 )]

3 1lim( ) lim( )

3 1
2

x

x x

x x

u u
u u

x x x

x x x

x
x x

x x
x x

x x
x x

®¥

®¥ ®¥

®¥ ®¥

+

\ + +

+ +

\ + - +

= + - +

= × - ×

= -
=

令
3

t x p
= -
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3
0

0

0

0

0

sin( ) sin3lim lim
1 2cos 1 2cos( )

3
sinlim

1 (cos 3 sin )
sinlim

1 cos 3 sin
1lim 1 cos 3

sin
1lim

tan 3
2

1
3

x

t

t

t

t

t

x t
x t

t
t t
t

t t

t
t

t

p

p

p®

®

®

®

®

®

-
=

- - +

=
- -

=
- +

=
-

+

=
+

=

3 23

3 23

38

8 3

3 23

8

3 23

8

1 3lim

( 1 3)
( 1 3

2

( 1 3)lim
(2 )

(4 2 )lim
( 1 3)

4 2lim
1 3

4 4 4
3 3

(4 2 )
(4

(1 9)
(8

2 )

)

2

)

x

x

x

x

x
x

x
x

x

x x
x

x
x

x x

x
x

x

x

x
x

®-

®-

®-

®-

- -
+

- -
=

+

- +
=

- +

- +
=

- +
+ +

=

- -
+

-

-

-
+

- +

-

+

- +

= -

+

令
1t
x

= ，则

1

0

0

0

0

1 1lim (cos sin )

lim(cos sin )

1exp[lim ln(cos sin )]

ln(cos sin )exp[lim ]

cos sinexp[lim ]
cos sin

exp(1)

x

x

t

t

t

t

t
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t t

t t
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t
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+

+

+
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洛必达法则

设
1( ) ( ) ( )
4

F x f x f x= - + ，



33

则 ( )F x 在
3[0 , ]
4

上连续，

1 1 3(0) ( ) ( ) ( )
4 2 4
1 1 1 1 3 3[ (0) ( )] [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] [ ( ) (1)]
4 4 2 2 4 4

(0) (1)
0

F F F F

f f f f f f f f

f f

+ + +

= - + - + - + -

= -
=

（1）若
1 1 3(0) ( ) ( ) ( )
4 2 4

F F F F、 、 、 中至少一个等于 0，

则命题已经得证；

（2）若
1 1 3(0) ( ) ( ) ( )
4 2 4

F F F F、 、 、 都不等于 0，

则其中必有一正一负（因为不可能全正或全负）

根据零点定理，在这两个点之间，必然有点x

使得 ( ) 0F x = ，即
1( ) ( )
4

f fx x= +

比如

2

2 cos
x

e x
-

-
开始不妨多展开几项

2

2 3 4 5
5

2 2 2 2
2 3 4 5

2 2
52

6 8 10
10

2 4

2

2

4

646
6 6

1 ( )
2! 3! 4! 5!

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 21 ( ) [( ) ]

2 2! 3! 4! 5! 2

( )
48 384 3840

cos 1 ( ) ( )
2! 4!

1
2

1
6! 720

8

242

x

x

x x x xe x o x

x x x x
x xe o

x x x o x

x x x xx o x

x

x

x

x o x

-

= + + + + + +

- - - -
\ = + - + + + + + -

= - + - +

= -

+

+ - + = -- +

-

+

结果发现，蓝色部分可以抵消，红色部分不能抵消，

其余部分，更是高阶无穷小。于是

2 4 4 4
4 42 cos ( ) ( )

8 24 12

x x x xe x o x o x
-

- = - + = +

即

2 4
2 cos ~

12

x xe x
-

-

那么，熟练以后，就可以如下书写过程了：
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2
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4

2
2

2
2

2 2
2

4
2

2

4

2 4
4

1
2

1 ( )
2!
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21 ( ) [( ) ]

2 2! 2

8

2

( )

c 1os 1 ( ) (
4
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2! 4! 2

x

x

x

x

xe x o x

x
x xe o

x

x

o x

x xx o x o x

-

= + + +

-
\ = + - + + -

= +

= - + + ++= -

+-

2 4 4 4
4 42 cos ( ) ( )

8 24 12

x x x xe x o x o x
-

- = - + = +

即

2 4
2 cos ~

12

x xe x
-

-

20

20

20

2 20 0

1 arcsin coslim

( 1 arcsin cos )( 1 arcsin cos )lim
( 1 arcsin cos )

1 arcsin coslim
( 1 arcsin cos )

1 1 cos arcsinlim lim( )
1 arcsin cos

1 1 3( 1)
2 2 4

x

x

x

x x

x x x
x

x x x x x x
x x x x

x x x
x x x x

x x x
x xx x x

®

®

®

® ®

+ -

+ - + +
=

+ +
+ -

=
+ +

-
= × +

+ +

= × + =

所以，
3
4

a =
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