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摘要：泰勒公式在分析和研究数学问题方面，有着重要应用，本文阐述了泰勒公式在研究方程根的唯一

存在性、判断级数敛散性和定积分不等式、等式的证明方面的应用及技巧。
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由泰勒中值定理我们知道，若函数f(X)在含有

X0的某个开区间(&，b)内有赢铡Et+1阶的导数，贝|j

淄X在(a，b)内时，f(x)可表示为：

f(x)=f(韵≥+f7(№>(x一两)+者f(xo)(x一№)2

¨一+掣(x训n+筹酱(x—xo)n+l 9其

中≮忑莆(x—xo)n+‘嗍做拉格靛臣(1。agrange)余
项，是比(x—x0)“高阶的无穷小，这里￡是xo与X之

阅酌菜个值。泰勒公式常用予逸数的近傲毒}算并虽

可有满意的精确度。例如，用于三角函数近似计算可

造出三角酾数表，用于解方程可有牛顿近似法求方程

鼹近似舞等等。泰勒公式成功地将～些蜗数表示为

简单的多项式函数，逡种化繁为简的功熊，使泰勒公

式除了应用于近似计算以外，还成为分析和研究其他

数学|、司题懿肖力杠抒。下瑟举倒阐述泰勒公式的应

用及技巧。

一、应用泰勒公式证明根的唯一存在性问题

。泰勒公式露蔫予搬的唯一套在性酶谖鳃。

例1：设f(x)在[a，+OO)上二阶可导，且f(a)>

0，f’(a)<0，对x6(a，+∞)，f，，(x)≤0，证明：f(x)=0

巍(鑫，÷OO)内存在唯一实稷。

分析：这里f(x)是抽象函数，直接讨论f(x)=0

的根有困难，由题设f(x)在[a，十。。)上二阶可导，且f

(鞋)>8，f’(a)<0，霹考虑将f(x)在a点嶷开一酴泰

勒公式，然后设法应用介值定理进行证明。

证明：因为f”(x)≤0，所以f7(x)单调减少，又f

<轾)<e，因戴X>a时，f 7(X)<}’(a)<0，故f(x)在(a，
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+OO)上严格单谰减少。东a点展开～阶泰勒公式有

f(x)：f(a)十f，(a)(x—a)+￡{掣(x—a)2(a<∈
<x)

逡题设文a)<0，，(毫)≤0，予是有1，ing+(x。)=～。。，

从而必存在b>a，使得f(b)<0，又因为f(a)>0，在

[a，b]上应用连续函数的介值定理，存在xo∈<a，b)，

使f(xo)=0，盛f(x)的严格单调性知Xo唯一，因此方

程f(x)=0在(a，+。o)内存在唯一实根。

：、应用泰勒公式判断级数的敛教性

海级数的遴瑷表达式是壶不同类型丞数式构成

的繁难形式时，往往利用泰勒公式将级数通项简化或

统一形式，以便予利用判敛准则。

倒2：讨论级数墨．(专一√Inl
4 粤)的敛散性n 11n2 V

分析：直接根据通项去判断该级数是正项级数还

是菲正项级数眈较困难，麟两也就无法恰当选择判敛

方法，注意到In鼍}=In(1+吉)，若将其泰勒展开
为i的幂的形式，开二次方后恰与；1褶呼应，会使判

n
√rl

敛容易进行。

解．．．～嘹砘(1+詈)=吉一嘉+嘉一n n n +，n。 ‘n。
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··’ 墨。未茏收敛，由正项级数比较判别法知原
级数收敛。

’该题利用泰勒公式后还结合运用了放缩等技巧，

这是运用比较判别法常用的技巧。

例3：设f(x)在点x=0的某一邻域内具有二阶

连续导数．且lim盟吱：0，证明级数至f(上)绝对收

敛。

分析：由题设条件“f(x)在x=0的某一邻域内具

有二阶连续导数”这一信息可提示使用泰勒公式，又

由条件lim盟盟=0易推得f(0)=f’(0)=0，这将使f

(x)在x=0点的泰勒展开式更加简单，便于利用比较

手Ⅱ别法笋0敛。

解：由1im n型=0及f(x)在x=0的某邻域内具

有连续的二阶导数，可知f(0)=limf(x)=0，f’(0)=

lim逝薯华：lim必：0。
将f(x)在x=0的某邻域内展成一阶泰勒公式

f(x)=f(o)+f’(o)x+专f，，(毒)x2=i1 tH(毒)x2(∈在

0与x之问)，又由题设f(x)在属于某邻域内含x=0

点的一个小闭区间连续，因此存在M>0，使

∽(x)I≤M，于是|f(x)『：i1旧(∈){X2≤iM

x2，令X----上，则l f(上)I≤警．{

因为∑七收敛，故∑f(上)绝对收敛。

三、应用泰勒公式证明定积分不等式或等式

泰勒公式在定积分等式或不等式的证明方面也

有着重要应用。应用的关键在于(1)根据题设条件如

何选择要展开的函数；(2)在哪一点的邻域将函数展

开。要解决好这两个关键，其中蕴含着一些技巧。

例4设f(x)在[a，b]上单调增加，且f”(x)>0，

证明mx)dx<(b—a)必掣皿
分析：题设条件告知函数f(X)二阶可导且f，，(X)

>0，高阶导数的存在，提示我们尝试使用泰勒公式。

因为不等式左边被积函数是f(x)，右边有f(a)、f(b)，

我们不妨对V tE[a，b]，将f(t)在点X处展开为泰勒

公式，再令t=a，t=b，进而找出f(x)与f(a)、f(b)的

关系。

证明：对V t∈[a，b]，f(t)在点x处的一阶泰勒展

开式为：

f(t)=f(x)+f’(x)(t—x)+÷f”(∈)(t—x)2，其中

∈在t与x之间。

‘．。f(专)>0 ．。．f(t)>f(x)+f’(x)(t—x) (1)

将t=a，t=b分别代入(1)并相加，得

f(a)+f(b)>2f(x)+(a+b)f’(x)一2xf’(x)(2)

对(2)的两边在[a，b]上积分，则

[f(a)+f(b)](b—a)>2 f：f(x)dx+(a+b)f：f’(x)dx一

2 j：xf7(x)dx≥[f(a)+f(b)](b—a)>2 J：f(x)dx+(a+

b)f(x)I}2[xf(x)I：一』：f(x)dx]≥2[f(a)+f(b)](b—

a)>4 J：f(x)dx

故f。b f(x)dx<丛乓必(b—a)
由例4可知，当已知被积函数f(x)--阶或二阶以

上可导，而且已知最高阶导数的符号时，用泰勒公式

证明定积分不等式往往具有满意的效果。一般先直

接写出f(x)的泰勒展开式(有时根据题意对展开式

进行放缩)，然后再对两边积分证得结果。

例5：设f(x)在[0，1]上有连续的二阶导数，且

f’(o)：f7(1)：0，试证』6f(x)dx=掣+挈
￡∈(0，1)

分析：题设条件f(x)具有连续的二阶导数，提示

可用泰勒公式加以证明。由于题目中要证的等式右

边具有f，，(S)，可考虑将函数F(x)=』5 f(t)dt展开为

二阶泰勒公式，为便于运用题设条件f 7(0)=f’(1)=

0，可在x点作泰勒展开，然后分别令x=1，x=0，这

样既可使展开式得以化简，又可引出f(o)、f(1)，有利

于问题的证明。

证明：V x∈[0，1]，设F(x)=』5 f(t)dt，则F(O)

=0，F’(x)=f(x)，r(x)=f’(x)，F”(x)=f，，(x)，把
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F(u)在u=x(0≤u≤1)处展开二阶泰勒公式：F(．u)=

F(x)+f(x)(U--X)+号f7(x)(o—x)2+六f，(1)(u—
x)3(Tl在u与x之问)，在展开式中，分别令u=1，u=

0，并将所得两式相减：

F(1)一F(O)=』6 f(t)dt=f(x)+i1(1—2x)f’(x)+

者[f，，(T11)(1一x)3+f，，(啦)x3]

其中Tll在x与1之间，1]2在0与X之间。再在

上式右边分别令X=1，x=0，然后相加并注意到

f’(1)=f’(0)，得

2 f 5 f(t)dt=f(1)+f(o)+未-I[f"(-q1)+f，(啦)]
设ITI=min[，(11)，f，(1)2)]，M=max[f"(r／1)，f，，(啦)]，
则 m≤＆掣≤M
因为f，(x)在[0，1]上连续，由介值定理知存在∈∈(0，

1)，使得
。

r(e)：弛掣
于是2 f 5 f(x)dx=f(1)+f(o)+÷r(e)
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因此f 6 f(x)dx：盟掣+丢f，(e)毒∈(o，1)
由例5可知，当已知被积函数f(X)具有二阶或

二阶以上连续导数时证明定积分等式，一般先作辅助

函数F(x)=f 6 f(t)dt，再将F(x)在所需点(一般是

根据右边表达式确定展开点)进行泰勒展开，然后对

泰勒余项作适当处理(一般利用介值定理)。

综上可知，高阶(二阶及二阶以上)导数的存在是

提示使用泰勒公式最明显的特征之一，只要题设条件

中给出函数f(x)二阶和二阶以上可导，不妨先把f(x)

在指定点展成泰勒公式再说，一般是展成比最高阶导

数低一阶的泰勒公式，然后根据题设条件恰当选择展

开点(展开点未必一定以具体数值拗为最合适，有时

以x为佳)。只要在解题训练中注意分析、研究题设

条件及其形式特点，并把握上述处理原则，就能比较

好地掌握利用泰勒公式解题的技巧。
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