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用等价无穷小代换求极限的两个误区’ 

赵 琼 (湖北经济学院统计与应用数学系 武汉 430205) 

摘 要 普遍认为利用等价无穷小代换求代数和及复合函数的极限时常常隐藏着两个误区，通过 

对其进行探讨可以发现．只要加以适当的条件，代数和各部分为无穷小量以及复合函数的中间变量为无 

穷小量时．对这些部分是可以进行等价无穷小代换的． 
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学必须掌握的基本技能之一．其中，等价无穷小代换的方法因其可以化繁为简，变难为易的优越性 

而倍受青睐．然而，此方法并非万能，它的使用是有条件的，稍不注意就会出现计算错误．本文结合 

具体实例，对计算时常见的两个误区做了一些探析． 

误区一 代数和(或差)的各部分无穷小不能分别做代换 

引理1Ⅲ 在同一变化过程中，~lima=o，lim／~=o，n～n ， ～J9，，_f1．1im 存在，~iJ1．-fi" 

lim吾 lim · 
引理 2Ⅲ 无穷小的等价关系具有下列性质： 

(1) 自反性：口～ 口； 

(2) 对称性：若 口～ ，则卢～口； 

(3) 传递性：若 口～ ， ～ y，则 口～ y． 

定理1 在同一变化过程中，~：lima o，limfl—o，口～口 ， ～』9，，且lim 一五≠千1，则 

抛 -4- ～ 抛  ± ， 

其中m，，l，矗为常数，且 m，，l非零． 

证明 51~lim暑===五≠一1的情形．因为口～口 ， ～ ，由引理1可知： 

lim 一 lim
n／／ 

是≠一 l， 
，l 

Iim搿 _lim ‰ m _l' 
。 

行口 口 。‘ 

所以 栅 + ～ trot 十 ． 

若是lim 忌一一1，则 抛 ～一 ，由引理 2中无穷小等价关系的传递性， 

抛  ～ 抛 ～ 一  ～ 一  ， 
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从而不一定有lim =l，即抛 十 ～抛 +带 不一定成立．事实上，通过后续知识点洛必
n／~ 口十 。 ⋯ 。 。 ⋯ ⋯ ～ 一⋯  ’⋯ ⋯ ⋯  

达法则的学习，此极限的结果可能是多种情况． 

类似可证lim mQ ≠ 1时抛 一印～珊 一 ．文献[3]中只讨论了 = 一 l的情形，该定理 

作了进一步推广． 

当z一 0时常见的等价无穷小有： 

si眦～ ，ta眦～ ，1--cosz～萼，ln(1+z)～z， 一1～z． 
例 1 

错解 

求极限lira 
a--~O 

tan．z— sinx 

sin02x 。 

当 一 0时，sinx～ ，ta眦 ～ z，故 

一 o． —  一 0’ 

错误解析 当 一0时，sinx～z，tanx～z，此时1im导一l，定理1的条件不满足，故分子中 

差的各部分不能直接代换．事实上，学了泰勒公式便可知道，这种代换不成立的原因是由高阶项省 

略的差异引起． 

正确解 当 0时，sin2x～ 2x，tanx—sina：一 tan~(1一COSX)～ z。，故 

． t。 一 sinz ．． 丢 。 】 
—  一  —

(2x—)3一 一16‘ 

例 2 求极限 lim—3ta—n x-- 一2sinx
． 

解 因为 裴 =l—im。z3 x一号≠l，所以 
。． 3tanx一 2sinx ．． 3z一 2 ．． 3 一 2工 】 

— —  

si n 
_  n

x -

m

,．o

—

S ln 一 — 一 一虿’ j卜·o Z z．Z +o z z 

上述例子一方面表明在求 不定式中分子或分母整体做等价无穷小代换的便利，另一方面也 

说明在差(或和)中对其部分做等价无穷小代换并非绝对不可，只要注意定理的条件是否满足． 

误区二 复合函数的中间变量不能做等价无穷小代换 

定理 2【3] 设 口( )，fl(x)为z— z。(或 一 ∞)时的无穷小量，n( )～fl(x)，而 ，(“)为当U 

一 0时的无穷小量，且有厂( )～ ，则当z一，XO(或 z一 。。)时，f(fl(x))～ ，(口(z))． · 

证明 以下只证z— 。的情形，X一，．OO可类似证得． 

因为lima(x)= limfl(x)一0，利用引理 2中无穷小等价关系的传递性得， 
_． P 。 O 

f(fl(x))～fl(x)～口( )～，(口(z))． 

这种方法与文献E3-1中的证法相比，更为简捷和直观． 

例 3 求lira 
x-,-O 

ln(1+ sinx) 

sin(sin~) 。 

解法一 因为当 一 0时 In(1+ )～ ，所以In(1+sin．z)～ sinx，从而 

1． 1n(1+ sinx) 1． sinx ， 

—虿— 一 —sif—t ：=： 。 (下转摹21n S1nx lnx 页) r．O Sl O ～r竹 贝 
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／+(0)一 lim( ) = lim3x 一0， ／一(o)= lira( 。) = lira2x=0， 
l一·0 T+0’ ￡一． t-． 

所以．．厂 (O)= 0． ‘ 

但是，值得注意的是，在定理 2中若去掉左连续(或右连续)，结论是不成立的．例如， 

t )设，( )一( ’x >≤l1，则 ‘ ) 一 2x一2，而／+(1)= 薯三孚=∞． 

(2)设厂( )一{x2 z,，x ~<l1，则 ‘ ) 一 2z一2．一lim。一(2x) = lim，一2—2，但 z)在 一1处 
不连续，因此不可导． 

当然，对于定理2来说，limg ( )不存在，并不能保证／一( )不存在f同样，limh ( )不存 
z一  一  

在，也不能保证／+( 。)不存在． 

由定理 2可得如下的推论： 

推论 如果，(z)在 。点连续，~．1im厂( )存在，则厂( )在 。点可导，且有 

厂(zo)一 lim厂( )． 

但是，值得注意的是，lira厂( )不存在，不能保证／(z。)不存在．例如， 

⋯  
I 。sin一1， ≠0， 厂( )

一 ．{ l
0， ： 0． 

在 z=o处，_~ t
—

im
。f(x)= (2zsin{一sin一10 ,5C／ ，但是， O 、 』 

z sin 

厂(O)一 lim—— = limxsin三 = 0． 
。  

O Z  x-*O 

因此，对于常见的分段函数来说，要讨论其在分段点处的导数，先看其在该分段点处是否连续．如 

果函数在分段点处不连续，当然就不可导．只要函数在分段点处连续，就可以用此两种方法去考虑． 

虽然分段函数在分段点处的导数总可以用定义来求，本文也不能解决所有分段函数的求导问 

题，但对一般常见的分段函数来说，这两个结论能为我们求出其分段点处的导数提供新的思路．对 

初学者容易困惑的地方给出了理论上的依据． 
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解法二 因为当 一 0时 sinx～ ，所以 

li ln(1+sinx)
一 lim l{m ± 一Iim 一1

． — _  —  ●  n ●  1． 
z-'O sln(sln．rJ ．v-~O sln．T ·0$11"IX 

两种方法的区别在于：法一是对复合函数的外层函数进行整体代换，而法二是对复合函数的内 

层函数局部直接代换的，显示了定理2的妙用． 
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