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第 4章 积分不等式葵花宝典

柯西—施瓦茨不等式在学习数学中被广泛应用，并在高等数学、微积分、概率论和线

性代数等方面都有涉及，其所体现的形式也不同，能在欧式空间两向量的内积运算得到统

一，与均值不等式有一定差异，是一个十分重要的不等式。灵活运用柯西—施瓦茨不等式

能够解决很多数学上的难题，例如证明不等式、三角形求解、方程求解和最值计算等，可以

很好地将这些问题完美地解决。

回过头我们再想在考研数学中如何搞定柯西—施瓦茨不等式，那八一就给大家介绍

一下常用的四种证明思想，并给出相关推论 (其中相关推论留给读者自行思考)，然后利用

柯西—施瓦茨不等式来证明某些例子。

由于柯西-施瓦茨不等式在实数域、微积分、n维欧氏空间、概率空间有着重要意义，且

有不同形式的推广和应用，这里我重点讲解它在微积分中的推广及其应用。

定理 4.1.方法 1：连续函数柯西-施瓦茨不等式

~

设 f .x/，g.x/在 Œa; b�上可积，则有

 ∫ b

a

f .x/ g .x/ dx

!2

⩽
∫ b

a

f 2 .x/dx

∫ b

a

g2 .x/dx

等号成立的必要条件是存在常数 k使得 f .x/ D kg.x/.

证明：法 1：利用判别式.对任意的 � 2 R有 Œf .x/ C �g.x/�2 ⩾ 0，则

∫ b

a

Œf .x/ C �g.x/�2dx ⩾ 0，

即对任意的 � 2 R有∫ b

a

Œf .x/ C �g.x/�2dx D �2

∫ b

a

g2.x/dx C 2�

∫ b

a

f .x/g.x/g.x/g.x/g.x/dx C

∫ b

a

f 2.x/dx ⩾ 0

因此上述关于 �的一元二次方程的判别式 � ⩽ 0，故

� D

 
2

∫ b

a

f .x/ g .x/ dx

!2

� 4

∫ b

a

f 2 .x/ dx

∫ b

a

g2 .x/ dx ⩽ 0

也就有  ∫ b

a

f .x/ g .x/ dx

!2

⩽
∫ b

a

f 2 .x/dx

∫ b

a

g2 .x/dx

法 2:构造函数.令 F.x/ D

∫ x

a

f 2.t/dt

∫ x

a

g2.t/dt �

�∫ x

a

f .t/g.t/dt

�2

，显然 F.a/ D 0.

F 0 .x/ D f 2 .x/

∫ x

a

g2 .t/ dt C g2 .x/

∫ x

a

f 2 .t/ dt � 2f .x/ g .x/

∫ x

a

f .t/ g .t/ dt

D

∫ x

a

�
f 2 .x/ g2 .t/ � 2f .x/ g .x/ f .t/ g .t/ C g2 .x/ f 2 .t/

�
dt



八
一
考
研
数
学
竞
赛

–28/245–

D

∫ x

a

Œf .x/ g .t/ � g .x/ f .t/�2dt ⩾ 0

故 F.x/在 x ⩾ a上单增，因此 F.x/ ⩾ F.a/ D 0，于是 F.b/ ⩾ F.a/ D 0，即证.
法 3:二重积分.由轮换性可知

∫ b

a

f 2 .x/ dx

∫ b

a

g2 .x/ dx �

"∫ b

a

f .x/ g .x/ dx

#2

D

∫ b

a

f 2 .x/ dx

∫ b

a

g2 .y/ dy �

∫ b

a

f .x/ g .x/ dx

∫ b

a

f .y/ g .y/ dy

D

∫ b

a

∫ b

a

�
f 2 .x/ g2 .y/ � f .x/ g .x/ f .y/ g .y/

�
dxdy

D
1

2

∫ b

a

∫ b

a

�
f 2 .x/ g2 .y/ � 2f .x/ g .x/ f .y/ g .y/ C f 2 .y/ g2 .x/

�
dxdy

D
1

2

∫ b

a

∫ b

a

Œf .x/ g .y/ � f .y/ g .x/�

2

dxdy ⩾ 0

即证.
法 4: 定积分性质. 由题意可知，对区间 Œa; b� 进行 n 等分，分点为 xi D a C

b � a

n
i; i D

1; 2; � � � ; n，根据定积分定义有

∫ b

a

f .x/g.x/dx D lim
n!1

nX
iD1

f .xi / g .xi / �
b � a

n

∫ b

a

f 2.x/dx D lim
n!1

nX
iD1

f 2 .xi / �
b � a

n
;

∫ b

a

g2.x/dx D lim
n!1

nX
iD1

g2 .xi / �
b � a

n

由上式可得

 
nX

iD1

f .xi / g .xi /

!2

⩽
 

nX
iD1

f 2 .xi /

! 
nX

iD1

g2 .xi /

!
，根据极限的保号性可知即证成

立.

推论 4.1

~

设 f .x/，g.x/在 Œa; b�上可积，则有Minkowski不等式s∫ b

a

.f .x/ C g .x//2dx ⩽

s∫ b

a

f 2 .x/ dx C

s∫ b

a

g2 .x/ dx

推论 4.2

~

设 f .x/，g.x/在 Œa; b�上可积，且 f .x/ > 0; g.x/ > 0，则有 Holder不等式

∫ b

a

f .x/ g .x/ dx ⩽
 ∫ b

a

f p .x/ dx

! 1
p
 ∫ b

a

gq .x/ dx

! 1
q

其中 p; q > 0;
1

p
C

1

q
D 1.



八
一
考
研
数
学
竞
赛

–29/245–

推论 4.3

~

设 f .x/，g.x/在 Œa; b�上可积，且 f .x/ > 0; g.x/ > 0，当 p 2 .1; C1/时，则有

 ∫ b

a

.f .x/ C g .x//pdx

! 1
p

⩽
 ∫ b

a

f p .x/ dx

! 1
p

C

 ∫ b

a

gp .x/ dx

! 1
p

推论 4.4

~

设 f1.x/; f2.x/; � � � ; fn.x/均在 Œa; b�上可积，则有ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌

∫ b

a

f 2
1 .x/ dx

∫ b

a

f1 .x/ f2 .x/ dx :::

∫ b

a

f1 .x/ fn .x/ dx∫ b

a

f2 .x/ f1 .x/ dx

∫ b

a

f 2
2 .x/ dx � � �

∫ b

a

f2 .x/ fn .x/ dx

:::
:::

: : :
:::∫ b

a

fn .x/ f1 .x/ dx

∫ b

a

fn .x/ f2 .x/ dx � � �

∫ b

a

f 2
n .x/ dx

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
⩾ 0

等号成立的条件是当且仅当 n个函数组 f1.x/; f2.x/; � � � ; fn.x/线性相关.

推论 4.5

~

设 f1.x/; f2.x/; � � � ; fn.x/均在 Œa; b�上可积，则有

ˇ̌̌̌
ˇ
∫ b

a

f1 .x/ f2 .x/ � � � fn .x/ dx

ˇ̌̌̌
ˇ ⩽

 ∫ b

a

jf n
1 .x/jdx

! 1
n

:::

 ∫ b

a

jf n
n .x/jdx

! 1
n

等号成立的条件是当且仅当 n个函数组 f1.x/; f2.x/; � � � ; fn.x/线性相关.

定理 4.2.方法 2：多元函数柯西-施瓦茨不等式

~

设二元函数 f .x; y/; g.x; y/在平面区域D内可积，则有

�“
D

f .x; y/g.x; y/d�

�2

⩽
�“

D

f 2.x; y/d�

��“
D

g2.x; y/d�

�

证明：由于
“

D

.f .x; y/ C �g.x; y//2d� ⩾ 0，其中 �是任意实数，则有

“
D

f 2.x; y/d� C 2�

“
D

f .x; y/g.x; y/d� C �2

“
D

g2.x; y/d� ⩾ 0

因此上述关于 �的一元二次方程，且

“
D

g2.x; y/d� ⩾ 0，其判别式 � ⩽ 0，故

� D

�
2

“
D

f .x; y/g.x; y/d�

�2

� 4

“
D

f 2.x; y/d�

“
D

g2.x; y/d� ⩽ 0
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由此即可得

�“
D

f .x; y/g.x; y/d�

�2

⩽
�“

D

f 2.x; y/d�

��“
D

g2.x; y/d�

�
推论 4.6

~

设二元函数 f .x; y/; g.x; y/在平面区域D内非负可积函数，则有

�“
D

.f .x; y/ � g.x; y//
1
2 d�

�2

⩽
�“

D

f .x; y/d�

��“
D

g.x; y/d�

�

推论 4.7

~

设二元函数 f .x; y/; g.x; y/在平面区域 D 内非负可积函数，且在区域 D 上可积函

数 g.x; y/ ⩾ m > 0; m 2 R，则有

�“
D

f .x; y/d�

�2

⩽
�“

D

f .x; y/g.x; y/d�

��“
D

f .x; y/

g.x; y/
d�

�
或 �“

D

f .x; y/d�

�2

⩽
�“

D

g.x; y/d�

��“
D

f 2.x; y/

g.x; y/
d�

�

以上推广的证明八一均省略，均易证.

下面我们直接利用柯西一施瓦茨不等式证明一些不等式：

例 4.1: 设 f .x/在区间 Œ0; 1�上连续，且 1 ⩽ f .x/ ⩽ 3，证明：

1 �

∫ 1

0

f .x/ dx

∫ 1

0

1

f .x/
dx �

4

3

证明：由 Cauchy-Schwarz不等式：

∫ 1

0

f .x/ dx

∫ 1

0

1

f .x/
dx ⩾

 ∫ 1

0

p
f .x/

s
1

f .x/
dx

!2

D 1

又由基本不等式得：

∫ 1

0

f .x/ dx

∫ 1

0

3

f .x/
dx �

1

4

�∫ 1

0

f .x/ dx C

∫ 1

0

3

f .x/
dx

�2

再由条件 1 � f .x/ � 3，有 .f .x/ � 1/ .f .x/ � 3/ � 0，则

f .x/ C
3

f .x/
� 4 )

∫ 1

0

�
f .x/ C

3

f .x/

�
dx � 4

即可得

1 �

∫ 1

0

f .x/ dx

∫ 1

0

1

f .x/
dx �

4

3
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例 4.2: 已知 f .x/ ⩾ 0，在 Œa; b�上连续，

∫ b

a

f .x/dx D 1，k为任意实数,求证

 ∫ b

a

f .x/ cos kxdx

!2

C

 ∫ b

a

f .x/ sin kxdx

!2

⩽ 1

证明：对所求证的不等式左边利用 Cauchy-Schwarz不等式

 ∫ b

a

f .x/ cos kxdx

!2

⩽
∫ b

a

f .x/ dx �

∫ b

a

f .x/ cos2 kxdx D

∫ b

a

f .x/ cos2 kxdx (4.0.1)

同理可得  ∫ b

a

f .x/ sin kxdx

!2

⩽
∫ b

a

f .x/ sin2 kxdx (4.0.2)

然后 (1.1)与 (1.2)式相加即证.

例 4.3: 设 f .x/在区间 Œ0; 1�上连续，且 f .x/ > 0; x 2 Œ0; 1�，证明：

∫ 1

0

f 3.x/dx∫ 1

0

f 2.x/dx

⩾

∫ 1

0

f 2.x/dx∫ 1

0

f .x/dx

证明：由 Cauchy-Schwarz不等式：

∫ 1

0

f 3 .x/ dx

∫ 1

0

f .x/ dx D

∫ 1

0

�
f

3
2 .x/

�2

dx �

∫ 1

0

�
f

1
2 .x/

�2

dx

⩾
�∫ 1

0

�
f

3
2 .x/ f

1
2 .x/

�
dx

�2

D

�∫ 1

0

f 2 .x/ dx

�2

即证.

例 4.4: 设函数 f .x/在区间 Œa; b�上有连续的导函数，且 f .a/ D 0证明：

∫ b

a

f 2 .x/ dx ⩽ .b � a/2

2

∫ b

a

f 02 .x/ dx

证明：由 N-L公式，f .x/ D f .x/ � f .a/ D

∫ x

a

f 02 .x/ dt，于是由 Cauchy-Schwarz得

f 2 .x/ D

�∫ x

a

f 0 .t/ � 1dt

�2

⩽
∫ x

a

f 02 .t/ dt

∫ x

a

12dt ⩽ .x � a/

∫ b

a

f 02 .t/ dt .x ⩾ a/

然后通过比较定理可得∫ b

a

f 2 .x/ dx ⩽
∫ b

a

.x � a/dx

∫ b

a

f 02 .t/ dt D
.b � a/2

2

∫ b

a

f 02 .x/ dx
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例 4.5: 设 f .x/ W Œa; b� ! R且

∫ 1

0

xf .x/dx D 0,证明

∫ 1

0

f 2.x/dx ⩾ 4

�∫ 1

0

f .x/dx

�2

证明：由 Cauchy-Schwarz不等式得

�∫ 1

0

f .x/dx

�2

D

�∫ 1

0

�
1 �

3

2
x

�
f .x/dx

�2

⩽
∫ 1

0

�
1 �

3

2
x

�2

dx �

∫ 1

0

f 2.x/dx

D
1

4

∫ 1

0

f 2.x/dx

即证.

例 4.6: 设 f 2 C 2Œa; b�; f .a/ D f .b/ D 0; f 0.a/ D 1; f 0.b/ D 0,证明

∫ b

a

.f 00.x//2dx �
4

b � a

证明：对 ∀c 2 Œa; b�有

∫ b

a

.x � c/f 00.x/dx D .c � a/ �

∫ b

a

f 0.x/dx D c � a

由 Cauchy-Schwarz不等式得

.c � a/2
D

 ∫ b

a

.x � c/f 00.x/dx

!2

⩽
∫ b

a

.x � c/2dx

∫ b

a

�
f 00.x/

�2 dx

即 ∫ b

a

�
f 00.x/

�2 dx ⩾ .c � a/2∫ b

a
.x � c/2dx

D
3

.b � a/

��
b�c
c�a

�2

�
b�c
c�a

C 1

�

考虑
b � c

c � a
D

1

2
，则 c D

a C 2b

3
，可得

∫ b

a

�
f 00.x/

�2 dx ⩾ 4

b � a

例 4.7: 设 f .x/ W Œ0; 1� ! R是可微函数,且 f .0/ D f .1/ D �
1

6
,求证

∫ 1

0

.f 0.x//2dx � 2

∫ 1

0

f .x/dx C
1

4
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证明：对 ∀t 2 R，由 Cauchy-Schwarz不等式得

�∫ 1

0

.x C t /f 0.x/dx

�2

⩽
∫ 1

0

.x C t/2dx

∫ 1

0

�
f 0.x/

�2 dx

即

3

3t2 C 3t C 1

�
1

6
C

∫ 1

0

f .x/dx

�2

⩽
∫ 1

0

�
f 0.x/

�2 dx

考虑 m D
3

3t2 C 3t C 1
，则原不等式成立只需证明下式不等式恒成立

m

�
1

6
C

∫ 1

0

f .x/dx

�2

⩾ 2

∫ 1

0

f .x/dx C
1

4

因此 �∫ 1

0

f .x/ dx C
1

6
�

1

m

�2

C

�
1

36
�

1

4m

�
�

�
1

6
�

1

m

�2

⩾ 0

令
1

36
�

1

4m
D

�
1

6
�

1

m

�2

，解得 m D 12，即 t D �
1

2
.因此

∫ 1

0

�
f 0.x/

�2 dx ⩾ 2

∫ 1

0

f .x/dx C
1

4

例 4.8: 设 f .x/ W Œ0; 1� ! R上的连续可微函数,且
∫ 1

2

0

f .x/dx D 0,求证

∫ 1

0

.f 0.x//2dx � 12

�∫ 1

0

f .x/dx

�2

证明：由 Cauchy-Schwarz不等式可得

∫ 1
2

0

�
f 0.x/

�2 dx

∫ 1
2

0

x2dx ⩾
 ∫ 1

2

0

xf 0.x/dx

!2

D

�
1

2
f

�
1

2

��2

)

∫ 1
2

0

�
f 0.x/

�2 dx ⩾ 24

�
1

2
f

�
1

2

��2

同理可得

∫ 1

1
2

.1 � x/2dx

∫ 1

1
2

�
f 0.x/

�2 dx ⩾
 ∫ 1

1
2

.1 � x/f 0.x/dx

!2

D

 ∫ 1

1
2

f .x/dx �
1

2
f

�
1

2

�!2

即 ∫ 1

1
2

�
f 0.x/

�2 dx ⩾ 24

 ∫ 1

1
2

f .x/dx �
1

2
f

�
1

2

�!2

根据 2
�
a2

C b2
�
⩾ .a C b/2 得

∫ 1

0

�
f 0.x/

�2 dx ⩾ 24

�
1

2
f

�
1

2

��2

C 24

 ∫ 1

1
2

f .x/dx �
1

2
f

�
1

2

�!2

⩾ 12

 
1

2
f

�
1

2

�
C

∫ 1

1
2

f .x/dx �
1

2
f

�
1

2

�!2

D 12

�∫ 1

0

f .x/dx

�2
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�
注意：设 f .x/ W Œa; b� ! R是连续可微函数，且

∫ b

a

f .x/dx D 0，求证：

 ∫ 2b�a

a

f .x/ dx

!2

�
2 .b � a/3

3

∫ 2b�a

a

�
f 0 .x/

�2dx

例 4.9: 设 f .x/ W Œ0; 1� ! R上的连续函数,且
∫ 1

0

f 3.x/dx D 0,求证

∫ 1

0

f 4.x/dx ⩾ 27

4

�∫ 1

0

f .x/dx

�4

证明：令 In D

∫ 1

0

f n.x/dx，显然 I2 ⩾ I 2
1 .对 ∀m 2 R由 Cauchy-Schwarz不等式可得

�∫ 1

0

�
m C f 2.x/

�
� f .x/dx

�2

⩽
∫ 1

0

�
m C f 2.x/

�2 dx �

∫ 1

0

f 2.x/dx

化简可得 �
I2 � I 2

1

�
m2

C 2I 2
2 m C I2I4 ⩾ 0

由判别式4 ⩽ 0得

I4 ⩾ I 3
2

I2 � I 2
1

故本题只需证明
I 3

2

I2 � I 2
1

⩾ 27

4
I 4

1

由均值不等式得 �
I2 � I 2

1

�
I 4

1 D
1

2

�
2I2 � 2I 2

1

�
� I 2

1 � I 2
1 ⩽ 4

27
I 3

2

即 ∫ 1

0

f 4.x/dx ⩾ 27

4

�∫ 1

0

f .x/dx

�4

例 4.10: 设 f .x/是 Œ0; 1�上的连续可微函数，且 f .1/ D 0，试证明：

∫ 1

0

jf .x/j2dx C

�∫ 1

0

jf .x/j dx

�2

⩽ 4

∫ 1

0

x2
ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌2 dx

证明：考虑到 g .x/ D

∫ 1

0

jf .x/jdx，由 Cauchy-Schwarz不等式，我们有

4

�∫ 1

0

x
ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌
� jf .x/j dx C g .x/

∫ 1

0

x
ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌
dx

�2

⩽ 4

∫ 1

0

x2
ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌2 dx

�∫ 1

0

.jf .x/j C g .x//2dx

�
由题设，我们应该注意到∫ 1

0

x
ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌
� jf .x/j dx ⩾

ˇ̌̌̌∫ 1

0

xf 0 .x/ dx

ˇ̌̌̌
D

1

2

∫ 1

0

jf .x/j2dx
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0

jf .x/jdx D

∫ 1

0

ˇ̌̌̌∫ 1

x

f 0 .t/ dt

ˇ̌̌̌
⩽

∫ 1

0

∫ 1

x

jf .t/jdt D

∫ 1

0

x
ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌
dx

)

�∫ 1

0

jf .x/j2dx C 2g .x/

∫ 1

0

jf .x/jdx

�2

⩽ 4

∫ 1

0

x2
ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌2 dx

�∫ 1

0

.jf .x/j C g .x//2dx

�
因此我们只需要证明"∫ 1

0

jf .x/j2dx C

�∫ 1

0

jf .x/jdx

�2
#�∫ 1

0

.f .x/ C g.x//2dx

�
⩽
�∫ 1

0

jf .x/j2dx C 2g .x/

∫ 1

0

jf .x/jdx

�2

经化简

�∫ 1

0

jf .x/jdx

�4

⩾ 0显然成立，即证.

定理 4.3.方法 3：琴声不等式

~

若函数 f .x/在闭区间 Œa; b�上连续，且 m ⩽ f .x/ ⩽ M，又 g.x/是 Œm; M�上的连

续的凸函数，则有：

g

 
1

b � a

∫ b

a

f .x/dx

!
�

1

b � a

∫ b

a

g .f .x//dx

若 g.x/是 Œm; M�上的连续凹函数时，上式中的不等号相反.

例 4.11: 证明：对于连续函数 f .x/ > 0，有

ln
∫ 1

0

f .x/dx ⩾
∫ 1

0

lnf .x/dx

证明：令 g.x/ D lnx，则 g0 .x/ D
1

x
，g00 .x/ D �

1

x2
< 0，所以 g.x/为凹函数，可由上式琴声不等

式定理，可得

ln
∫ 1

0

f .x/dx ⩾
∫ 1

0

lnf .x/dx

或利用定积分定义，将 Œ0; 1�分 n等分，可取 �x D
1

n
，由“算术平均数 ⩾几何平均数“得：

1

n

nX
kD1

f

�
k

n

�
⩾ n

s
f

�
1

n

�
� � � f

�n

n

�
D exp

1

n

nX
kD1

ln f

�
k

n

�

)

∫ 1

0

f .x/dx ⩾ exp lim
n!1

1

n

nX
kD1

ln f

�
k

n

�
D exp

∫ 1

0

ln f .x/dx

然后两边取对数即证.

定义 4.1.琴声不等式
若函数 f .x/在区间 I上是凸，且 x1; x2; � � � ; xn 2 I ，就有:

f .x1/ C f .x2/ C � � � C f .xn/

n
⩾ f

�
x1 C x2 C � � � C xn

n

�
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|

对于严格凸函数，等式成立当且仅当 x1 D x2 D � � � D xn.

若函数 f .x/在区间 I上是凸，且 x1; x2 2 I ，就有:

Rf .x1/ C .1 � R/ f .x2/ ⩾ f .Rx1 C .1 � R/ x2/

例 4.12: 设 f .x/在 Œa; b�.a ⩾ 0/上有二阶导数，且在 Œa; b�上有 f 00 .x/ ⩾ 0，求证：

∫ b

a

tf .t/ dt �
2b � a

6
Œ.2b C a/ f .b/ C .2a C b/ f .a/�

证明：利用琴声不等式，对于任意 R 2 Œ0; 1�，则有：

Rf .x1/ C .1 � R/ f .x2/ ⩾ f .Rx1 C .1 � R/ x2/

所以再令 t D xb C .1 � x/a有：

∫ b

a

tf .t/ dt D .b � a/

∫ 1

0

Œxb C .1 � x/ a� f .xb C .1 � x/ a/

� .b � a/

∫ 1

0

Œxb C .1 � x/ a� Œxf .b/ C .1 � x/ f .a/� dx

�
2b � a

6
Œ.2b C a/ f .b/ C .2a C b/ f .a/�

定理 4.4.方法 4：斯蒂文森不等式

~

设在区间 Œa; b�上，g1.x/，g2.x/连续，f .x/一阶可导，对任意 x 2 Œa; b�，都成立以下

不等式：

∫ x

a

g1.t/dt ⩽
∫ x

b

g2.t/dt，且

∫ b

a

g1.t/dt ⩽
∫ b

a

g2.t/dt .若 f .x/在 Œa; b�上

单调递减，则

∫ b

a

f .x/g1.t/dt ⩽
∫ b

a

f .x/g2.t/dt；若 f .x/在 Œa; b�上单调递减则不

等式变号。

例 4.13: 证明： ∫ �
2

0

sin x

1 C x2
dx �

∫ �
2

0

cos x

1 C x2
dx

证明： 对任意 x 2 Œ0;
�

2
�，有 1 � cos x ⩽ sin x，即得到

∫ x

0

sin tdt �

∫ x

0

cos tdt，显然有∫ �
2

0

sin xdx D

∫ �
2

0

cos xdx D 1，且函数
1

1 C x2
在 Œ0;

�

2
� 上单调递减，所以可以利用斯蒂文森

不等式，若 f .x/在 Œa; b�上单调递减，则

∫ b

a

f .x/g1.t/dt ⩽
∫ b

a

f .x/g2.t/dt，即有：

∫ �
2

0

sin x

1 C x2
dx �

∫ �
2

0

cos x

1 C x2
dx

�
注意：此题证法可利用 Chebyshew不等式，另解见例 36.
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定理 4.5.方法 5：积分中值定理法

~

积分第一中值定理：设 f W Œa; b� ! R为一连续函数，g W Œa; b� ! R，且 g.x/

可积函数在积分区间不变号，那么存在一点 � 2 Œa; b�使得

∫ b

a

f .x/g.x/ dx D f .�/

∫ b

a

g.x/ dx

积分第二中值定理：若 f .x/，g.x/ 在 Œa; b� 上黎曼可积且 g.x/ 在 Œa; b� 上单

调，则存在 � 2 Œa; b�使得

b∫
a

f .x/g.x/dx Dg.a/

�∫
a

g.x/dxCg.b/

b∫
�

g.x/dx

例 4.14: 设 a > 0，f .x/在 Œ0; a�上连续可导，证明：

jf .0/j ⩽ 1

a

∫ a

0

jf .x/j dx C

∫ a

0

ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌
dx

证明：由积分第一中值定理，有

1

a

∫ a

0

jf .x/j dx D jf .�/j ; � 2 Œ0; a�

又由

∫ a

0

ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌
dx ⩾

∫ �

0

ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌
dx ⩾

ˇ̌̌̌
ˇ
∫ �

0

f 0 .�/dx

ˇ̌̌̌
ˇ D jf .�/ � f .0/j ⩾ jf .0/j � jf .�/j

即
1

a

∫ a

0

jf .x/j dx C

∫ a

0

ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌
dx ⩾ jf .�/j C jf .0/j � jf .�/j D f .0/

例 4.15: 设 f .x/在 Œ0; 1�上连续可导，证明：ˇ̌̌̌
f

�
1

2

�ˇ̌̌̌
⩽

∫ 1

0

jf .x/j dx C
1

2

∫ 1

0

ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌
dx

证明：由积分第一中值定理，有
∫ 1

2

0

jf .x/j dx D
1

2
jf .�/j ; � 2

�
0;

1

2

�
.

再由 N � L公式，f .
1

2
/ D f .�/ C

∫ 1
2

�

f 0.x/dx，所以有：

ˇ̌̌̌
f

�
1

2

�ˇ̌̌̌
⩽ jf .�/j C

∫ 1
2

0

ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌
dx ⩽ 2

∫ 1
2

0

jf .x/j dx

∫ 1
2

0

ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌
dx .1/

ˇ̌̌̌
f

�
1

2

�ˇ̌̌̌
⩽ jf .�/j C

∫ 1

1
2

ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌
dx ⩽ 2

∫ 1

1
2

jf .x/j dx

∫ 1

1
2

ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌
dx .2/
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用 (1)与 (2)式相加即证.

例 4.16: 设 f .x/ W Œ0; 1� ! R 是连续函数，且

∫ 1

0

f .x/dx D

∫ 1

0

xf .x/dx，证明：存在

� 2 .0; 1/，使得

∫ �

0

f .x/dx D 0.

证明：令 F.x/ D

∫ x

0

f .t/dt，则有

∫ 1

0

F.x/dx D

∫ 1

0

∫ x

0

f .t/dtdx D

∫ 1

0

.1 � x/f .x/dx D 0

由积分第一中值定理可得，存在 � 2 .0; 1/，使得

∫ �

0

f .x/dx D 0.

定理 4.6.方法 6：微分中值定理法

~

罗尔中值定理：若函数 f .x/ 在闭区间 Œa; b� 上连续，在开区间 .a; b/ 内可导，

且满足 f .a/ D f .b/，那么在 .a; b/内至少存在一点 �，使得 f 0.�/ D 0.

拉格朗日中值定理：若函数 f .x/在闭区间 Œa; b�上连续，在开区间 .a; b/内可

导，那么在 .a; b/内至少存在一点 �，使得 f 0 .�/ D
f .b/ � f .a/

b � a
.

柯西中值定理：若函数 f .x/，g.x/在闭区间 Œa; b�上连续，在开区间 .a; b/内

可导，且 g0.x/在 .a; b/内每一点均不为 0，那么在 .a; b/内至少存在一点 �，使

得
f .b/ � f .a/

g.b/ � g.a/
D

f 0.�/

g0.�/

泰勒中值定理：若函数 f .x/ 在闭区间 Œa; b� 上 n 阶连续，在开区间 .a; b/ 内

n C 1可导，对任意 x 2 .a; b/内，至少存在一点 � 2 .a; b/，使得

f .x/ D f .x0/ C f 0.x0/.x � x0/ C � C
f .n/ .x0/

nŠ
.x � x0/n

C Rn .x/

其中 Rn .x/ D
f .nC1/ .�/

.n C 1/Š
.x � x0/nC1为拉格朗日余项.

例 4.17: 设 f .x/在 Œa; b�上有一阶连续导数，f .a/ D f .b/ D 0，求证：

∫ b

a

jf .x/j dx �
.b � a/2

4
M

其中M 为
ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌
在 Œa; b�上的最大值。

证明：由拉格朗日中值定理得：(
f .x/ D f 0 .�1/ .x � a/ ; �1 2 .a; x/

f .x/ D f 0 .�1/ .x � b/ ; �1 2 .x; b/
)

(
jf .x/j � M .x � a/

jf .x/j � M .b � x/
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则由定积分性质得：

∫ b

a

jf .x/j dx D

∫ aCb
2

a

jf .x/jdx C

∫ b

aCb
2

jf .x/jdx

⩽
∫ aCb

2

a

M .x � a/dx C

∫ b

aCb
2

M .b � x/dx

D
.b � a/2

4
M

例 4.18: 设 f .x/ W Œ0; 1� ! R 是连续函数，且

∫ 1

0

f .x/dx D

∫ 1

0

xf .x/dx，证明：存在

� 2 .0; 1/，使得

∫ �

0

xf .x/dx D 0.

证明：令 F.x/ D

∫ x

0

f .t/dt; G.x/ D
1

x

∫ x

0

F.t/dt，则有

G.0/ D G.1/ D 0，G0.x/ D
xF.x/ �

∫ x

0
F.t/dt

x2

由罗尔定理可得，存在 � 2 .0; 1/，使得

�F.�/ �

∫ �

0

F.t/dt D

∫ �

0

xF 0.x/dx D 0

即 ∫ �

0

xf .x/dx D 0

例 4.19: 设 f .x/在 Œ0; 2�上有一阶连续导数，满足 f 0.x/j ⩽ 1; f .0/ D f .2/ D 1，求证：

1 ⩽
∫ 2

0

f .x/dx ⩽ 3

证明：由拉格朗日中值定理得：

f .x/ � f .0/ D f 0 .�1/ x; �1 2 .0; x/

f .x/ � f .2/ D f 0 .�2/ .x � 2/; �2 2 .x; 2/

即

f .x/ ⩾ 1 � x; f .x/ ⩾ x � 1与f .x/ ⩽ 1 C x; f .x/ ⩽ 3 � x

因此 ∫ 2

0

f .x/dx ⩾
∫ 1

0

.1 � x/dx C

∫ 2

1

.x � 1/dx D 1

与 ∫ 2

0

f .x/dx ⩽
∫ 1

0

.1 C x/dx C

∫ 2

1

.3 � x/dx D 3

即证.

例 4.20: 设 f .x/ W Œ0; 1� ! R 是连续函数，且

∫ 1

0

f .x/dx D

∫ 1

0

xf .x/dx，证明：存在
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� 2 .0; 1/，使得

(1) .� � 1/f .�/ D f 0.�/

∫ �

0

.x � 1/f .x/dx

(2) f .�/ D f 0.�/

∫ �

0

f .x/dx

(3) �f .�/ D

∫ �

0

xf .x/dx

(4) �f .�/ D 2

∫ 0

�

xf .x/dx

(5) �2f .�/ D

∫ �

0

xf .x/dx

证明：令 F .x/ D

∫ x

0

f .t/dt ,且
∫ 1

0

F.x/dx D 0.

考虑辅助函数

G1.x/ D e�f .x/

∫ x

0

.t � 1/f .t/dt

G2 .x/ D e�f .x/

∫ x

0

f .t/ dt ) G2 .x/ D �f 0 .x/ e�f .x/

∫ x

0

f .t/dt C e�f .x/f .x/

G3 .x/ D e�x

∫ x

0

tf .t/ dt ) G0
3 .x/ D �e�x

∫ x

0

tf .t/dt C xe�xf .x/

G4 .x/ D e2x

∫ x

0

tf .t/ dt ) G0
4 .x/ D 2e2x

∫ x

0

tf .t/dt C xe2xf .x/

G5 .x/ D
1

x

∫ x

0

tf .t/dx ) G0
5 .x/ D

∫ x

0

tf .t/dt � x2f .x/

x2

由罗尔定理可得，存在 � 2 .0; 1/使得 G0.�/ D 0.�
注意：这里的 G3也可以这样构造

G3.x/ D x2

∫ x

0

f .t/dt ) G0
3.�/ D 2x

∫ x

0

f .t/dt C x2f .x/

显然 G.0/ D 0，通过罗尔定理存在 � 2 .0; 1/，使得 G0
3.�/ D 0.

2�

∫ �

0

f .x/dx C �2f .�/ D 0 ) �f .�/ D 2

∫ 0

�

f .x/dx

例 4.21: 设 f .x/在 Œ0; 1�上有二阶连续可微，证明：

∫ 1

0

ˇ̌
f 0.x/

ˇ̌
dx ⩽ 9

∫ 1

0

jf .x/jdx C

∫ 1

0

ˇ̌
f 00.x/

ˇ̌
dx

证明：对 ∀x1 2

�
0;

1

3

�
; x2 2

�
2

3
; 1

�
，由拉格朗日中值定理得：

ˇ̌
f 0.�/

ˇ̌
D

ˇ̌̌̌
f .x1/ � f .x2/

x1 � x2

ˇ̌̌̌
⩽ jf .x1/ � f .x2/j ⩽ 3 jf .x1/j C 3 jf .x2/j
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因此对 ∀x 2 Œ0; 1�有

ˇ̌
f 0.x/

ˇ̌
D

ˇ̌̌̌
f 0.�/ C

∫ x

�

f 00.t/dt

ˇ̌̌̌
⩽
ˇ̌
f 0.�/

ˇ̌
C

∫ x

�

ˇ̌
f 00.t/

ˇ̌
dt

⩽ 3 jf .x1/j C 3 jf .x2/j C

∫ 1

0

ˇ̌
f 00.x/

ˇ̌
dx

在上述不等式两端分别对 x1; x2 在

�
0;

1

3

�
;

�
2

3
; 1

�
上进行积分得

ˇ̌
f 0.x/

ˇ̌
⩽ 9

∫ 1
3

0

jf .x/jdx C 9

∫ 1

2
3

jf .x/jdx C

∫ 1

0

ˇ̌
f 00.x/

ˇ̌
dx

⩽ 9

∫ 1

0

jf .x/jdx C

∫ 1

0

ˇ̌
f 00.x/

ˇ̌
dx

因此对 x在 Œ0; 1�上积分可得

∫ 1

0

ˇ̌
f 0.x/

ˇ̌
dx ⩽ 9

∫ 1

0

jf .x/jdx C

∫ 1

0

ˇ̌
f 00.x/

ˇ̌
dx

例 4.22: 设 f .x/二阶可导，且 f 00.x/ ⩾ 0又 u.t/为任一函数，对 a > 0试证：

1

a

∫ a

0

f .u .t// dt ⩾ f

�
1

a

∫ a

0

u .t/ dt

�

证明：由泰勒中值定理由

f .x/ D f .x0/ C f 0 .x0/ .x � x0/ C
1

2Š
f 00.�/ .x � x0/2 : � 2 .x0; x/

题设 f 00.x/ > 0，即 f .x/ ⩾ f .x0/ C f 0 .x0/ .x � x0/

令 x0 D
1

a

∫ a

0

u.t/dt; x D u .t/，则有

f .u.t// ⩾ f

�
1

a

∫ a

0

u.t/dt

�
C f

�
1

a

∫ a

0

u.t/dt

��
u.t/ �

1

a

∫ a

0

u.t/dt

�
从 0到 a的积分有∫ a

0

u .t/ dt ⩾ af

�
1

a

∫ a

0

u .t/ dt

�
Cf 0

�
1

a

∫ a

0

u .t/ dt

��∫ a

0

u .t/ dt �

∫ a

0

u .t/ dt

�
D af

�
1

a

∫ a

0

u .t/dt

�
即证

1

a

∫ a

0

f .u .t// dt ⩾ f

�
1

a

∫ a

0

u .t/ dt

�
例 4.23: 设 f .x/在 Œa; b�二阶连续可导，f .a/ D f .b/ D 0; M D max

x2Œa;b�

ˇ̌
f 00.x/

ˇ̌
，证明：

ˇ̌̌̌
ˇ
∫ b

a

f .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ ⩽ .b � a/3

12
M
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证明：对 ∀x 2 .a; b/，由泰勒公式可得

f .a/ D f .x/ C f 0 .x/ .a � x/ C
1

2
f 00 .�/ .a � x/2 ; � 2 .a; x/

f .b/ D f .x/ C f 0 .x/ .b � x/ C
1

2
f 00 .�/ .b � x/2 ; � 2 .x; b/

两式相加

f .x/ D f 0.x/

�
x �

a C b

2

�
�

1

4

�
f 00.�/.a � x/2

C f 00.�/.b � x/2
�

再两边积分∫ b

a

f .x/dx D

∫ b

a

f 0.x/

�
x �

a C b

2

�
dx �

1

4

∫ b

a

�
f 00.�/.a � x/2

C f 00.�/.b � x/2
�

dx

其中 ∫ b

a

f 0.x/

�
x �

a C b

2

�
dx D

∫ b

a

�
x �

a C b

2

�
df .x/ D �

∫ b

a

f .x/dx

于是 ∫ b

a

f .x/dx D �
1

8

∫ b

a

�
f 00.�/.a � x/2

C f 00.�/.b � x/2
�

dx

因此 ˇ̌̌̌
ˇ
∫ b

a

f .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ ⩽D

M

8

∫ b

a

�
.a � x/2

C .b � x/2
�

dx D
M

12
.b � a/3

�
注意：当题目条件出现二阶连续导数，且知某些点函数值时，往往采用泰勒公式.

另解：利用分部积分法导出

∫ b

a

f .x/dx与 f 00.x/的有关积分关系.

∫ b

a

f .x/ dx D

∫ b

a

f .x/ d .x � a/ D �

∫ b

a

f 0 .x/ .x � a/ d .x � b/

D

∫ b

a

f 00 .x/ .x � a/ .x � b/ dx C

∫ b

a

f 0 .x/ .x � b/ dx

D

∫ b

a

f 00 .x/ .x � a/ .x � b/ dx C

∫ b

a

.x � b/dx

D

∫ b

a

f 00 .x/ .x � a/ .x � b/ dx �

∫ b

a

f .x/dx

因此 ∫ b

a

f .x/dx D
1

2

∫ b

a

f 00 .x/ .x � a/ .x � b/dx

即 ˇ̌̌̌
ˇ
∫ b

a

f .x/ dx

ˇ̌̌̌
ˇ ⩽ 1

2
M

∫ b

a

.x � a/ .b � x/dx D
1

4
M

∫ b

a

.b � x/d .x � a/2

D
1

4
M

∫ b

a

.x � a/2dx D
M

12
.b � a/3
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定理 4.7.方法 7：函数单调法

~

设 f 0 .x/在 .a; b/内存在且不变号，则当 f 0 .x/ ⩾ 0时，则 f .x/在 .a; b/内单增；当

f 0 .x/ ⩽ 0时，则 f .x/在 .a; b/内单调.

例 4.24: 设 f .x/在 Œ0; b�上有连续且单调递增，当 a 2 Œ0; b�试证：

∫ b

a

xf .x/dx ⩾ b

2

∫ b

0

f .x/dx �
a

2

∫ a

0

f .x/dx

证明：作辅助函数

F .u/ D

∫ u

a

xf .x/ dx �
u

2

∫ u

0

f .x/ dx C
a

2

∫ a

0

f .x/ dx .a � u � b/

即

F 0 .u/ D uf .u/ �
1

2
uf .u/ �

1

2

∫ u

a

f .x/ dx D
1

2
uf .u/ �

1

2

∫ u

a

f .x/ dx

D
1

2

�
f .u/ � .u � 0/ �

∫ u

0

f .x/ dx

�
D

1

2

�∫ u

0

f .u/ dx �

∫ u

0

f .x/ dx

�
D

1

2

∫ u

0

Œf .u/ � f .x/�dx ⩾ 0

于是由拉格朗日中值定理由

F .b/ D F .a/ C F .�/ .b � a/ D F .�/ .b � a/ ⩾ 0 .a < � < b/

即原不等式恒成立.

例 4.25: 设 f .x/在 Œa; b�上二阶可导，且 f 00 .x/ ⩾ 0，证明：

∫ b

a

f .x/ dx �
b � a

2
.f .a/ C f .b//

证明：由 f 00 .x/ ⩾ 0，则 f 0 .x/在 Œa; b�上单增，对任意 x 2 .a; b/，有：

f 0 .'/ D
f .x/ � f .a/

x � a
� f 0 .x/ ; ' 2 .a; x/

) f .x/ � f .a/ C .x � a/ f 0 .x/

即有：∫ b

a

f .x/ dx �

∫ b

a

f .a/ dx C

∫ b

a

.x � a/ f 0 .x/ dx D .b � a/ .f .a/ C f .b// �

∫ b

a

f .x/dx

) 2

∫ b

a

f .x/ dx � .b � a/ .f .a/ C f .b// )

∫ b

a

f .x/ dx �
b � a

2
.f .a/ C f .b//
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例 4.26: 设 f .x/在 Œa; b�上二阶可导，且 f 00 .x/ ⩽ 0，证明：

∫ b

a

f .x/dx ⩽ .b � a/f

�
a C b

2

�

证明：f .x/在 x0 D
a C b

2
处的一阶泰勒公式为

f .x/ D f

�
a C b

2

�
C f 0

�
a C b

2

��
x �

a C b

2

�
C

f 0.�/

2Š

�
x �

a C b

2

�2

其中 � 2 .x;
a C b

2
/，利用条件 f 00 .x/ ⩽ 0可得

f .x/ ⩽ f

�
a C b

2

�
C f 0

�
a C b

2

��
x �

a C b

2

�
两边从 a到 b取积分得∫ b

a

f .x/dx ⩽ .b � a/f

�
a C b

2

�
C f 0

�
a C b

2

�∫ b

a

�
x �

a C b

2

�
dx D .b � a/f

�
a C b

2

�
即证.

例 4.27: 设 f .x/在 Œ0; 1�上可微，且当 x 2 .0; 1/时，0 < f 0.x/ < 1，f .0/ D 0，试证：

�∫ 1

0

f .x/ dx

�2

>

∫ 1

0

f 3 .x/dx

证明：令 F .x/ D

�∫ 1

0

f .x/ dx

�2

�

∫ 1

0

f 3 .x/dx，即

F 0 .x/ D 2f .x/

∫ x

0

f .t/ dt � f 3 .x/ D f .x/

�
2

∫ x

0

f .t/ dt � f 2 .x/

�
由 x 2 .0; 1/时，0 < f 0.x/ < 1，f .0/ D 0，即 f .x/ > 0.

设 G .x/ D 2

∫ x

0

f .t/ dt � f 2 .x/，则 G.0/ D 0，有 G0 .x/ D 2f .x/
�
1 � f 0 .x/

�
> 0，所以

G.x/ > 0，因此当 x 2 .0; 1/时，F 0.x/ > 0.

例 4.28: 设 f .x/在 Œ0; 1�上连续且单调递增，试证

∫ 1

0

xf .x/dx ⩾ 1

2

∫ 1

0

f .x/dx

证明：令 F.x/ D

∫ x

0

tf .t/dt �
x

2

∫ x

0

f .t/dt，即

F 0.x/ D
1

2

∫ x

0

.f .x/ � f .t//dt ⩾ 0

可知 F.x/单调递增，即 F.1/ ⩾ F.0/，则原不等式成立.



八
一
考
研
数
学
竞
赛

–45/245–

定理 4.8.方法 8：二重积分法

~

若函数 f .x/ 在 Œa; b� 上可积，函数 g.x/ 在 Œc; d � 可积，则二元函数 F.x; y/ D

f .x/g.y/在矩阵区域D W .x; y/ W a ⩽ x ⩽ b; c ⩽ y ⩽ d 上可积，且有：

“
D

f .x/ g .y/dxdy D

∫ b

a

f .x/dx

∫ d

c

g .y/dy

例 4.29: 设 f .x/在 Œ0; 1�上有一阶连续导数，试证：

∫ 1

0

jf .x/jdx ⩽ max
�∫ 1

0

ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌
dx;

ˇ̌̌̌∫ 1

0

f .x/dx

ˇ̌̌̌�

证明：由题易知 ∫ 1

0

jf .x/jdx D

ˇ̌̌̌∫ 1

0

f .x/dx

ˇ̌̌̌

假设存在 � 2 .0; 1/，使得 f .�/ D 0，有 f .x/ D

∫ x

�

f 0.t/dt，所以

∫ 1

0

jf .x/jdx ⩽
∫ 1

0

ˇ̌̌̌∫ x

�

f 0 .t/ dt

ˇ̌̌̌
dx ⩽

∫ 1

0

∫ 1

0

ˇ̌
f 0 .t/

ˇ̌
dtdx D

∫ 1

0

ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌
dx

即证.

例 4.30: 设 f .x/在区间 Œa; b�上连续，且 f .x/ > 0，证明：

∫ b

a

f .x/dx

∫ b

a

1

f .x/
dx ⩾ .b � a/2

证明：记D W .x; y/ D a ⩽ x ⩽ b; a ⩽ y ⩽ b，有

I D

∫ b

a

f .x/dx

∫ b

a

1

f .x/
dx D

∫ b

a

f .y/dy

∫ b

a

1

f .x/
dx D

“
D

f .y/

f .x/
dxdy

I D

∫ b

a

f .x/dx

∫ b

a

1

f .x/
dx D

∫ b

a

f .x/dx

∫ b

a

1

f .y/
dy D

“
D

f .x/

f .y/
dxdy

因此

2I D

“
D

�
f .x/

f .y/
C

f .y/

f .x/

�
dxdy ⩾ 2

“
D

dxdy D 2 .b � a/2

) I D

∫ b

a

f .x/dx

∫ b

a

1

f .x/
dx ⩾ .b � a/2

即证.

定义 4.2.方法 9：定积分性质法

若 f .x/ 在 Œa; b� 上非负可积，则

∫ b

a

f .x/dx ⩽ 0；若 f .x/ 在 Œa; b� 上恒正，则∫ b

a

f .x/dx > 0，若 f .x/与 g.x/在 Œa; b�上可积，且 f .x/ ⩽ g.x/，则

∫ b

a

f .x/dx ⩽
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|

∫ b

a

g.x/dx；若 f .x/在 Œa; b�上可积，则

ˇ̌̌̌
ˇ
∫ b

a

f .x/ dx

ˇ̌̌̌
ˇ ⩽

∫ b

a

jf .x/j dx

例 4.31: 试证：若 f .x/在 Œa; b�上连续，对一切的 x 2 Œa; b�，f .x/ ⩾ 0，且 f .x/ ¤ 0，则∫ b

a

f .x/dx > 0.

证明：由题意知，可假设存在一点 x0 2 .a; b/，使得 f .x0/ > 0，又由 f .x/ 在 x0 上连续，则存在

� > 0，当 x 2 .x0 � �; x0 C �/时，有 f .x/ > 0，从而我们可以得到：

∫ b

a

f .x/dx ⩾
∫ x0C�

x0��

f .x0/ dx0 D 2�f .x0/ > 0

即证.

例 4.32: 证明：
1

2
<

∫ 1

0

1
p

4 � x2 C x4
dx <

�

6

证明：设

f .x/ D
1

p
4 � x2 C x4

) f 0 .x/ D
x
�
1 � 2x2

�q
.4 � x2 C x4/

3

令 f 0 .x/ D 0，得 x1 D 0; x2 D
1

p
2
，又 f .0/ D f .1/ D

1

2
，f .

1

2
/ D

1
p

2
，由积分估计可得：

1

2
<

∫ 1

0

1
p

4 � x2 C x4
dx <

∫ 1

0

1
p

4 � x2
dx D

�

6

即证.

定义 4.3.方法 10：留数法

|

设 D 是复平面上单连通开区域，C 是其边界，函数 F.z/ 在 D 内除了有限个奇点

a1; a2; �; an外解析，在闭区域D C C 上除了 a1; a2; �; an外连续，则有：∮
C

F .z/dz D 2�i

nX
iD1

Res ŒF .z/ ; ai �

例 4.33: 设函数 f .x/在 Œ0; 2��上连续，且有M D max
x2Œ0;2��

f .x/，当 a > 0，试证：

∫ 2�

0

f .�/

a C cos �
d� ⩽ 2�

p
a2 � 1

M

证明：令 z D ei�，则有 cos � D
ei� C e�i�

2
D

z2 C 1

2z
，所以：

∫ 2�

0

1

a C cos �
d� D

∮
jzjD1

1

iz
�
a C

z2C1
2z

�dz D

∮
jzjD1

2

i .z2 C 2az C 1/
dz
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D �2i

∮
jzjD1

1�
z �

�
�a C

p
a2 � 1

�� �
z �

�
�a �

p
a2 � 1

��dz

再令

F .z/ D
1�

z �

�
�a C

p
a2 � 1

�� �
z �

�
�a �

p
a2 � 1

��
显然 F.z/在D W jzj ⩽ 1内有且仅有一个单极点 �a C

p
a2 � 11，根据留数计算公式得：

Res
h
F .z/ ; �a C

p
a2 � 1

i
D

1

2
p

a2 � 1

则由留数定理得： ∫ 2�

0

1

a C cos �
d� D �2i

2�i

2
p

a2 � 1
D

2�
p

a2 � 1

因为 f .�/ ⩽ M;
1

a C cos �
> 0，所以得

∫ 2�

0

f .�/

a C cos �
d� ⩽M

∫ 2�

0

1

a C cos �
d� D

2�
p

a2 � 1
M

即证.

定理 4.9.方法 11：Favard不等式

~

若函数 f .x/ W Œ0; 1� ! R是一个非负凹函数,则有

∫ 1

0

f p.x/dx ⩽ 2p

p C 1

�∫ 1

0

f .x/dx

�p

证明：不妨考虑 f .0/ D f .1/ D 0，f .x/有连续的二阶导数，则 f 00.x/ < 0，即

f .x/ D �

∫ 1

0

K.x; t/f 00.t/dt

其中 Green函数

K.x; t/ D

(
t.1 � x/ 0 ⩽ t ⩽ x ⩽ 1

x.1 � t/ 0 ⩽ x ⩽ t ⩽ 1

由Minkowski不等式可得

�∫ 1

0

f p.x/dx

� 1
p

D

 ∫ 1

0

�∫ 1

0

K.x; t/
�
�f 00.t/

�
dt

�p

dx

! 1
p

⩽
∫ 1

0

�∫ 1

0

Kp.x; t/
�
�f 00.t/

�p dx

� 1
p

dt

D
1

.p C 1/
1
p

∫ 1

0

t.1 � t /
ˇ̌
f 00.t/

ˇ̌
dt

又∫ 1

0

f .x/dx D �

∫ 1

0

∫ 1

0

K.x; t/f 00.t/dtdx D �

∫ 1

0

∫ 1

0

K.x; t/f 00.t/dxdt D �
1

2

∫ 1

0

t .1 � t/f 00.t/dt
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因此 ∫ 1

0

f p.x/dx ⩽ 2p

p C 1

�∫ 1

0

f .x/dx

�p

例 4.34: 若函数 f .x/ W Œ0; 1� ! R是一个非负凹函数,且 f .0/ D 1，证明：

∫ 1

0

xf .x/dx ⩽ 2

3

�∫ 1

0

f .x/dx

�2

证明：法 1：令 F.x/ D

∫ x

0

f .t/dt，利用凹函数性质得到

F.x/ D x

∫ 1

0

f Œux C .1 � u/ � 0�du ⩾ x

∫ 1

0

Œuf .x/ C .1 � u/�du D
xf .x/

2
C

x

2

考虑

I D

∫ 1

0

xf .x/dx; U D

∫ 1

0

f .x/dx

即原命题等价于证明：2U 2
� 3I ⩾ 0

又有

I D

∫ 1

0

xdF.x/ D F.1/ �

∫ 1

0

F.x/dx ⩽ U �

∫ 1

0

�
xf .x/

2
C

x

2

�
dx D U �

I

2
�

1

4

因此 3I ⩽ 2U �
1

2
，也就是

2U 2
� 3I ⩾ 2U 2

�

�
2U �

1

2

�
D 2

�
U �

1

2

�2

⩾ 0

即证.
法 2：令 F.x/ D

∫ x

0

f .t/dt，利用 f .t/的凹函数性质得到

f .t/ � f .0/

t
⩾ f .x/ � f .0/

x

即有∫ 1

0

F .x/ dx D

∫ 1

0

∫ x

0

f .t/ dtdx ⩾
∫ 1

0

∫ x

0

�
f .x/ � 1

x
t C 1

�
dtdx D

1

2

∫ 1

0

.xf .x/ C x/dx

因此 ∫ 1

0

xf .x/dx D F.1/ �

∫ 1

0

F.x/dx ⩽
∫ 1

0

f .x/dx �
1

2

∫ 1

0

.xf .x/ C x/dx

所以 ∫ 1

0

xf .x/dx ⩽ 2

3

�∫ 1

0

f .x/dx �
1

4

�
⩽ 2

3

�∫ 1

0

f .x/dx

�2
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�
注意：法 1与法 2本质上是一样的，但是法 2写的更为清晰。

例 4.35: 若函数 f .x/ W Œ0; 1� ! R是一个非负凹函数,且 f .0/ D 1，证明：

2

∫ 1

0

x2f .x/dx C
1

12
⩽
�∫ 1

0

f .x/dx

�2

证明：法 2：令 F.x/ D

∫ x

0

f .t/dt，利用 f .t/的凹函数性质得到

f .t/ � f .0/

t
⩾ f .x/ � f .0/

x

即有∫ 1

0

F .x/ dx D

∫ 1

0

∫ x

0

xf .t/ dtdx ⩾
∫ 1

0

∫ x

0

x

�
f .x/ � 1

x
t C 1

�
dtdx D

1

2

∫ 1

0

x2 .f .x/ C 1/dx

因此 ∫ 1

0

x2f .x/dx D F.1/ � 2

∫ 1

0

xF.x/dx ⩽
∫ 1

0

f .x/dx �

∫ 1

0

�
x2f .x/ C x2

�
dx

所以

2

∫ 1

0

x2f .x/dx C
1

12
⩽

∫ 1

0

f .x/dx �
1

4
⩽
�∫ 1

0

f .x/dx

�2

�
注意：此题可推广为

p C 2

2

∫ 1

0

xpf .x/dx C
2pf .0/ � .p C 1/

4.p C 1/
⩽
�∫ 1

0

f .x/dx

�2

.p > 0/

定理 4.10.方法 12：Chebyshev不等式

~

若函数 f .x/; g.x/是 Œa; b�上的连续函数,且 f .x/; g.x/在 Œa; b�上单调性一致，则

有 ∫ b

a

f .x/dx �

∫ b

a

g.x/dx ⩽ .b � a/

∫ b

a

f .x/g.x/dx

证明：对 x; y 2 Œa; b�，则 Œf .x/ � f .y/�Œg.x/ � g.y/� ⩾ 0，即

f .x/g.x/ C f .y/g.y/ ⩾ f .x/g.y/ C f .y/g.x/

对上式关于 x在 Œa; b�上积分得

∫ b

a

f .x/g.x/dx C .b � a/f .y/g.y/ ⩾ g.y/

∫ b

a

f .x/dx C f .y/

∫ b

a

g.x/dx

对上式关于 y 在 Œa; b�上积分得

.b�a/

∫ b

a

f .x/g.x/dxC.b�a/

∫ b

a

f .y/g.y/dy ⩾
∫ b

a

g.y/dy

∫ b

a

f .x/dxC

∫ b

a

f .y/dy

∫ b

a

g.x/dx
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将上式中 y 改为 x即证

∫ b

a

f .x/dx �

∫ b

a

g.x/dx ⩽ .b � a/

∫ b

a

f .x/g.x/dx

�
注意：Chebyshev不等式更一般的不等式形式为：若函数 f .x/; g.x/; p.x/是 Œa; b�上的连

续函数且 ∀x 2 Œa; b�; p.x/ ⩾ 0，而 f .x/; g.x/在 Œa; b�上单调性一致，则有

∫ b

a

p.x/f .x/dx

∫ b

a

p.x/g.x/dx ⩽
∫ b

a

p.x/d.x/

∫ b

a

p.x/f .x/g.x/dx

1. 如果 f .x/; g.x/单调性不一致，则不等式变号；

2. 此不等式成立的条件可适当减弱，f .x/; g.x/; p.x/的连续性可弱化为可积.

例 4.36: 证明： ∫ �
2

0

sin x

1 C x2
dx ⩽

∫ �
2

0

cos x

1 C x2
dx

证明：考虑 y D sin x; y D
1

1 C x2
在 Œ0;

�

2
�上单调性相反，由 Chebyshev不等式可得

∫ �
2

0

sin xdx �

∫ �
2

0

1

1 C x2
dx ⩾ �

2

∫ �
2

0

sin x �
1

1 C x2
dx

即 ∫ �
2

0

sin x

1 C x2
dx ⩽ 2

�

∫ �
2

0

1

1 C x2
dx

同理考虑 y D cos x; y D
1

1 C x2
在 Œ0;

�

2
�上单调性相同，由 Chebyshev不等式可得

∫ �
2

0

cos xdx

∫ �
2

0

1

1 C x2
dx ⩽ �

2

∫ �
2

0

cos x

1 C x2
dx

即
2

�

∫ �
2

0

1

1 C x2
dx ⩽

∫ �
2

0

cos x

1 C x2
dx

因此 ∫ �
2

0

sin x

1 C x2
dx ⩽

∫ �
2

0

cos x

1 C x2
dx

例 4.37: 设 f .x/在区间 Œ0; 1�上连续，且 f .x/单调递增，证明：

∫ 1
0 xf 2.x/dx∫ 1
0 xf .x/dx

⩾
∫ 1

0 f 2.x/dx∫ 1
0 f .x/dx

证明：此题可利用 Chebyshew不等式的一般形式:

∫ b

a

p.x/f .x/dx

∫ b

a

p.x/g.x/dx ⩽
∫ b

a

p.x/d.x/

∫ b

a

p.x/f .x/g.x/dx



八
一
考
研
数
学
竞
赛

–51/245–

其中这里的 p.x/ D f .x/; g.x/ D x，且 f .x/; g.x/单调性相同，有

∫ 1

0

p.x/f .x/dx

∫ 1

0

p.x/g.x/dx ⩽
∫ 1

0

p.x/dx

∫ 1

0

p.x/f .x/g.x/dx

即 ∫ 1

0

f 0.x/dx

∫ 1

0

xf .x/dx ⩽
∫ 1

0

f .x/dx

∫ 1

0

xf 2.x/dx

由于 f .x/在 Œ0; 1�上恒正，两边同除以

∫ 1

0

xf .x/dx

∫ 1

0

f .x/dx即证.

例 4.38: 设连续函数 f; g W Œ0; 1� ! .0; C1/且 f .x/;
g.x/

f .x/
单调递增，证明：

∫ 1

0

 ∫ x
0 f .t/dt∫ x
0 g.t/dt

!
dx ⩽ 2

∫ 1

0

f .x/

g.x/
dx

证明：由 Chebyshew不等式可得∫ x

0

f .t/dt �

∫ x

0

g.t/

f .t/
dt ⩽ x

∫ x

0

g.t/dt

即 ∫ x

0
f .t/dt∫ x

0
g.t/dt

⩽ x∫ x

0
g.t/
f .t/

dt

由 Cauchy不等式得

x4

4
D

0@∫ x

0

s
g.t/

f .t/

s
t2f .t/

g.t/
dt

1A2

⩽
∫ x

0

g.t/

f .t/
dt

∫ x

0

t2f .t/

g.t/
dt

即 ∫ x

0
f .t/dt∫ x

0
g.t/dt

⩽ 4

x3

∫ x

0

t2f .t/

g.t/
dt

因此

∫ 1

0

 ∫ x

0
f .t/ dt∫ x

0
g .t/ dt

!
dx ⩽

∫ 1

0

∫ x

0

4t2f .t/

x3g .t/
dtdx D

∫ 1

0

∫ 1

t

4t2f .t/

x3g .t/
dt

D 2

∫ 1

0

f .t/

g .t/

�
1 � t2

�
dt ⩽ 2

∫ 1

0

f .t/

g .t/
dt

定理 4.11.方法 13：Minkowski不等式

~

设 f .x/是 Rn
� Rn上的 Lebesgue可测函数，则对任意 1 ⩽ p < C1，由

p

s∫
Rn

ˇ̌̌̌∫
Rn

f .x; y/ dy

ˇ̌̌̌p
dx ⩽

∫
Rn

p

s∫
Rn

jf .x; y/jpdxdy:



八
一
考
研
数
学
竞
赛

–52/245–

例 4.39: 设 f .x/是 Œ0; 1�上的连续可微函数，且 f .0/ D 0，试证明：

∫ 1

0

jf .x/j2

x2
dx ⩽ 4

∫ 1

0

ˇ̌̌
f

0

.x/
ˇ̌̌2

dx

证明：

由闵可夫斯基不等式得

s∫ 1

0

jf .x/j2

x2
dx D

vuut∫ 1

0

 ∫ x

0
f 0 .t/ dt

x

!2

dx D

s∫ 1

0

�∫ 1

0

f 0 .xt/ dt

�2

dx

⩽
∫ 1

0

s∫ 1

0

jf 0 .xt/j2 dxdt D

∫ 1

0

s∫ t

0 jf 0 .x/j2dx

t
dt

⩽

s∫ 1

0

jf 0 .x/j2dx

∫ 1

0

1
p

t
dt D 2

s∫ 1

0

jf 0 .x/j2dx

两边平方即证.

例 4.40: 设 f .x/是 Œa; b�上的连续可微函数，且 f .a/ D 0，试证明：

∫ b

a

ˇ̌
f .x/ f 0 .x/

ˇ̌
dx �

b � a

2

∫ b

a

ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌2dx

证明：注意到 f .a/ D 0，则有
ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌
D

d
�∫ x

a jf 0 .t/jdt
�

dx
，即

∫ b

a

ˇ̌
f .x/ f 0 .x/

ˇ̌
dx D

∫ b

a

ˇ̌̌̌∫ x

a

f 0 .t/ dt

ˇ̌̌̌ ˇ̌
f 0 .x/

ˇ̌
dx D

∫ b

a

ˇ̌̌̌∫ x

a

f 0 .t/ dt

ˇ̌̌̌
d
�∫ x

a

ˇ̌
f 0 .t/

ˇ̌
dt

�
�

∫ b

a

�∫ x

a

ˇ̌
f 0 .t/

ˇ̌
dt

�
d
�∫ x

a

ˇ̌
f 0 .t/

ˇ̌
dt

�
D

∫ b

a

ˇ̌̌̌∫ x

a

f 0 .t/ dt

ˇ̌̌̌
d
�∫ x

a

ˇ̌
f 0 .t/

ˇ̌
dt

�

D
1

2

�∫ x

a

ˇ̌
f 0 .t/

ˇ̌
dt

�2
ˇ̌̌̌
ˇ
b

a

D
1

2

 ∫ b

a

1 �
ˇ̌
f 0 .t/

ˇ̌
dt

!2

�
1

2

∫ b

a

12dt �

∫ b

a

ˇ̌
f 0 .t/

ˇ̌2dt D
b � a

2

∫ b

a

ˇ̌
f 0 .t/

ˇ̌2dx
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