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（一）含有 bax  的积分（1~9）
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代入上式得：将

，则令

的定义域为被积函数证明：
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代入上式得：将

则令证明：
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代入上式得：将

则令

的定义域为被积函数证明：



- 2 -

Cbaxlnbbaxbbax
a

dx
bax

x

Cbaxln
a
bbaxd

baxa
bdx

bax
b

a

Cbaxln
a
bx

a
b

baxd
baxa

bdx
a
b

axd
bax

bbax
a
bdx

bax
abx

a

Cbax
a

dxbax
a

dx
bax

b
a

dx
bax

abx
a

dxbax
a

dx
bax

babxbax
a

dx
bax

x

Cbaxlnbbaxbbax
a

dx
bax

x





 








































 



















   )( 2)(
2
11        

   )(11           

   22                                  

)(122                                  

)(221           

)(
2
1)(1         

121)(1                                 

)2)(1       

   )( 2)(
2
11   .4

22
3

2

33

2

3

22

2

23

2

3

3

2

3

32

1
2

32

2

222

22

2

2

22
3

2

由以上各式整理得：

证明：
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于是

有

则设

的定义域为被积函数证明：

blogblog aa 1 提示：
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于是

有

即

则设

的定义域为被积函数证明：
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于是

有

即

则设

的定义域为被积函数证明：
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代入上式得：将

则令

的定义域为被积函数证明：
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于是

有

则

设：

的定义域为证明：被积函数
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（二）含有 bax  的积分（10~18）
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代入上式得：将

则令证明：

 

Cbaxbabxxa
a

baxbbabxbxabax
a

dxbaxx

baxt

Cbtbt
a

t

Ct
a
bt

a
bt

a

Ct
a
bt

a
bt

a

dtt
a
bdtt

a
bdtt

a

dtbttbtt
a

dxbaxx

a
bttbtt

a
btbaxx

dt
a
tdx

a
btxttbax

Cbaxbabxxa
a

dxbaxx

















































3222
3

22223
3

2

224
3

3

5
3

3
3

2
7

3

14
3

21
3

2
16

3

4
3

2
3

2
6

3

325
3

2

2

325

2

22
2

2

3222
3

2

)()81215(
105

2                                            

)(4235301515 )(
105

2                    

                   

)423515(
105

2                                              

5
4

3
2

7
2                                              

41
14

21
12

61
12                                              

422                                              

)2(2                     

2)(                    

  ,  2   ,     , )0(             

)()81215(
105

2    .12

代入上式得：将

则令证明：
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代入上式得：将

则令证明：
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代入上式得：将

则令证明：
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不能明确积分符号可正可负取值为

则令证明：
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（三）含有 22 ax  的积分（19~21）
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（四）含有 )0(  2  abax 的积分（22~28）
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1

1
                  

)()(1                
)(

1           

0)(          1
)(

   .26

2

22

2

2

于是

有

则

设：证明：

C
bxx

bax
ln

b
a

Cbax ln ·
b
a

bx
xln·

b
a

dx
baxb

adx
xb

dx
xb

a
baxx

dx
b
aC

b
aA

b
B

         
Bb

BaAb
CAa

BbxBaAbxCAa
CxbaxBbaxAx

bax
C

x
B

x
A

baxx

dx
baxx

dx
baxx

x
baxx

dx

0aC
bxx

bax
ln

b
a

baxx
dx

22

2

22

222

2

22

2















































































22

2

2

2
22

2
2

2
2

2
2

4
2

223

2

2

2

4

42

44

2
4

43

22

2

23

2
1

2
                                              

22
1 

2
                                             

1
2

1
2
11

2
 

)(
               

1

1
0

0
                        

)()(                             
)()(1                       

)(
1                 

)(
1

2
1                                    

)()(
      

)(         
2

1
2)(

   .27

于是

有

则

设：

证明：
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（五）含有 )0(  2  acbxax 的积分（29~30）

 




































































































































)4(       
4
4  

4
1

)4(                   
4

2

    2 , 1                 

 
4
4  

4
1                                                                 

)2(
)4()(

1
2
4                                                                 

)4()(
14                                                                 

)()(
14    4  .2              

 
4

2                                                               

)2(
)()(

1
2
4                                                               

)()(
14  4  .1              

)()(
14                     

)()(
4
1             

)0(        
)4(       

4
4  

4
1

)4(                   
4

2

   .29

2

2

2

2

2

2

22

2

22
2

2

22

222
2

22

22

2

2

2

2

2

acbC
acbb2ax
acbb2axln

acb

acbC
b4ac
b2axarctan

bac

cbxax
dx

C
acbb2ax
acbb2axln

acb

baxd
acbb2axa

a

dx
acbb2ax

a

dx
b4acb2ax

a
cbxax

dxacb

C
b4ac
b2axarctan

bac

baxd
b4acb2axa

a

dx
b4acb2ax

a
cbxax

dxacb

dx
b4acb2ax

a
cbxax

dx

b4acb2ax
a

cbxax

a
acbC

acbb2ax
acbb2axln

acb

acbC
b4ac
b2axarctan

bac

cbxax
dx

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

得：综合讨论

，时当

，时当

证明：

C
a
x  arctan

aax
dx




1   19  22：公式

C 
2
1 21 22 





 ax

axln
aax

dx
：公式

 
2
1

)(2
         

)(2
1

2
1

)(2)(2
1

2
1

2
1

)(2
1         

)(2
1

2
11

2
1

)(2
1                

)
)(2

1
2

1(
)(2

1 

2
1

1

1
02

                              

2 2)(1   
2)(2

1   

2
1 11

2
1                                    

2
1 11

2
1  1

2
1

)(
      

)(         
2
1

)(2)(
   28

2
2

2

2

2








































































































bax
dx

bbaxb
x

dx
baxbbbaxabx

bbaxdx
baxbbabxbaxax

dx
baxbb

dx
xabbaxax

dx
baxbabxbaxax

b
B

b
A

         
Ab

BaAa
  

Abx)BaAa(BaxbaxA
bax

B
ax
A

baxax

dx
axbaxbaxax

ax
d

baxbaxaxbax
d

axbax
dx

0a
bax

dx
bbaxb

x
bax

dx.

22

22

2

22

222

222

22
222

22

2222

222

上式于是

有

，则设：

证明：
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（六）含有 )0(  22  aax 的积分（31~44）









































cbxax
dx

a
bcbxaxln

a

dx
cbxaxa

bcbxaxd
cbxaxa

dx
cbxax

b
a

dx
cbxax

bax
a

dx
cbxax

bbax
a

dx
cbxax

x

a
cbxax

dx
a

bcbxaxln
a

dx
cbxax

x

2
2

2
2

2

22

22

2
2

2

 
2

   
2
1                                             

1
2

)(1
2
1                                             

2
12

2
1                                             

2
2
1          

)0(         
2

   
2
1   .30

证明：

C)(                          

                         

                                   

                                   

                                   

                

 ,  1                     

|AB|  , |AC|    BRt              

                                         

                                          

 1                     

   , 01 , 
22

                     

|| , )   )
22

(                      

}{1         

)0(          C)(    31

22

22

22

3
22

2
22

2

22

222

22

22

2

22

22

22

22

22
122




























































axxln
ax

dx
0xax

C xax  ln

Clna xax  ln

C 
a

xax  ln

C tant sect ln
ax

dx
a
xtant 

a
ax

cost
sect

axx,a|BC|,tABCΔ

C tant sect ln

dtsect

dtt seca
 sectaax

dx

 sectaax
cost

sectπtπ

 sectaaxtdt secatanta(ddx  ,πtπtantax

Rx|x
ax

)x(f

aaxxlnC
a
xarsh

ax
dx.

2

2





则中，设在

则可令

的定义域为被积函数证明：

Cttantseclntdtsec  ||  87  ：公式
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 1
)(

                   

|AB|
|AC|sint                          

|AB|  , |AC|,  || , BRt                

1cos1                                              

11  1
)(

                     

)(     , 01 , 
22

                     

||)( , ) (   ,)
22

(                      

}|{
)(

1)(         

)0(          
)(

   .32

2222322

22

22

22

2322

322

322

322

222322

C
axa

xCsint
aax

dx
ax

x
axxaBCtABCΔ

Csint
a

tdt
a

dt
secta

dtt seca
t secaax

dx

t secaax
cost

sectπtπ

t secaaxtdt secatantaddx πtπtantax

Rxx
ax

xf

aC
axa

x
ax

dx

2
33

33

332












































则中，设在

则可令

的定义域为被积函数证明：



Caxdx
ax

xaxt

Ctdt

dt
at

t
t

atdx
ax

x

dt
at

ttdtatdx

atxttax

aCaxdx
ax

x



































22

22

22

22

22

22

22
2
1

22

2222

22

22

                    

                                              

                     

2)(
2
1                       

  , )0(             

)0(               .33

代入上式得：将

则令证明：

C
ax

Cax

axdax

dxaxdxaxxdx
ax

x

aC
ax

dx
ax

x


































22

2
3122

222
3

22

22
3

222
3

22

322

22322

1                                             

)(

2
31

1
2
1                                             

)()(
2
1                                             

)(
2
1)(

)(
         

)0(          1
)(

   .34

证明：
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 C)( 
22

                                             

C)( )( 
22

                    

31)(       C)( 1                      

39)(       C)( 
22

                    

1                                        

          

)0(          C)( 
22

   .35

22
2

22

22222
2

22

22

2

22

22

22
2

2222

22

222

22

222

22

2

22
2

22

22

2






































axxlnaaxx

axxlnaaxxlnaaxxdx
ax

x

axxlnxd
ax

axxlnaaxxdxax

xd
ax

adxax

dx
ax

aaxdx
ax

x

aaxxlnaaxxdx
ax

x

公式

公式

证明：



 C)( 
)(

                                      

                                       

                                                 

                                                 

 
)(

                   

1,                           

|AB|  , |AC|,  || , BRt                

                                                   

cos1                                                  

1  
)(

                     

)(
     , 01 , 

22
                     

)(
   ) (   ,)

22
(                      

}|{
)(

)(         

)0(           C)( 
)(

   .36

22

22322

2

22

22

22

22

22

322

2

22

22

22

322

2

322

2

322

2

322

2

22

22322

2














































































axxln
ax

xdx
ax

x
0xax

Clna
ax

x xax ln

C
ax

x 
a

xax ln

Csint tant sectlndx
ax

x

a
ax

cost
 sect ,

a
xtant 

ax
xsint

axxaBCtABCΔ

Csint tant sectln

dttdtsectdt
sect

dtsect

dt
sect

tsecdt
sect

ttantdt seca
t seca

ttandx
ax

x

t seca
ttan

ax
x

cost
sectπtπ

|t seca|
ttana

ax
xtdt secatantaddx πtπtantax

Rxx
ax

xxf

aaxxln
ax

xdx
ax

x

1

1

1

1

22
2

3

2

3

2

33

22
2





则中，设在

，则可令

的定义域为被积函数证明：

Ctantsectlndtt  |  |  sec  87  ：公式
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1                                                                                       

 )( 
2
1                                                                                       

 )( 
2
1                   

 )( 
2
1                                           

  
2
1                                           

1                                           

1                    

2)(
2
1                       

  , )0(             

)0(           
  

1   .37

22

2

222

222

222

22

22

22

2

22

222222

22
2
1

22

2222

22

22

C
x

aaxln
a

C
x

aax ln
a

C
aax
aax ln

aaxx
dxaxt

C
at

at ln
a

C
at
at ln

a

dt
at

dt
at

t
attaxx

dx

dt
at

ttdtatdx

atxttax

aC
x

aaxln
aaxx

dx

































































代入上式得：将

则令证明：

C 
2
1 21 22 





 ax

axln
aax

dx
：公式

bnlogblog a
n

a  提示：

  1                  

11                                                

)1(

2
11

1
2

1                                                

)1(
1

1
2

1                                                

1
2

2
1                                                

11
111                    

1  , )0(   1                   

11         

)0(              .38

2

22

222

22
2

2
1122

2

22

222

22

2

2

22
2

2

22

22222

2

22

222

C
xa
ax

axx
dx

x
t

Cta
a

Cta
a

tad
taa

dt
ta

ta
a

dt
ta

tdt
a

t
x

d
ax

t
xt

x
t

x
d

axaxx
dx

aC
xa
ax

axx
dx




























































代入上式得：将

则令

证明：
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 Caxxln
2

aax
2
xdxax

axxlnaaxxdxax

Caxxlna

dx
ax

adx
ax

xdxax

axxdx
ax

xdxax

dx
ax

xaxx

axdxaxxdxax

a Caxxln
2

aax
2
xdxax.

22
2

2222

2222222

222

22

2

22

2
22

22

22

2
22

22

2
22

222222

22
2

2222







































)(                           

)( 2                         

)(                                                                             

                                                

                                                      

                                               

      1        

)0(     )(    39

1

即

②得，由①

②又

①

：证法 

    Caxxln
2

aax
2
xdxax

lna
2

aaxxln
2

aax
2
x                                                                            

|
a

axx|ln
2

aax
2
x |tantsect|lnatantsecta

a
xtant,

a
xa

cost
sect                   

xa|AB|x,tanta|AC|

a|BC|,tBABCΔ  ,tantax

C|tantsect|lna
2

tantsecta
2

dtantsecta

 C|tantsect|lnsectdt

sectdtatantsecta
2

dtantsecta

sectdtdtantsect

dt
cost

dt
tcoscost

dt
tcos

tcos                                          

dt
tcos
tsintantdtsecttant tantdsect

       tantdsectatantsecta                                            

dtantsectatantasectdadxax

sectaax
tcos

tsec,
2
πt

2
π

,sectattanaax 
2
πt

2
πtantax

0a      Caxxln
2

aax
2
xdxax.

22
2

2222

2
22

2
22

222
2222

22

22

2
222

1

222

23

2

3

2

22

222

22

222

22
2

2222





















































 






)(                       

)( 

2
1·

2
1                   

1

·                   

   Rt                      

           11                   

                                                87                          

                               )·(1                   

                                                                                                        

1111

                     

                                          

)·(·                     

·    , 01                               

·1 )(      2        

)()(    39

综合①②③④⑤得

则

，中，可设在

⑤联立③④有

④）（公式又

③联立①②有

②

又

①

，则令：证法




tsecttan 221  提示：

)0(  )(131 


 a Caxxlndx
ax

22

22
：公式
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Caxxlnaaxaxxdxax

Cxaxln
8

3aax
8

xa3axaxx

C
a

xaxlna
8
3

a
x

a
ax

8
a3ax

a
ax

a
xatantdtseca

a
ax

t
 sect ,

a
xtant 

axxaBCtABCΔ

Ctantsectlna
8
3tantsecta

8
3tanttsecatantdtseca

Ctantsectlntantsect

 dtsecttantsecttantdtseca

                                                                                                   dttsectantdsect

                                                     dtsectdttsectantsect

sectdttsectantsect

sectdtttantantsect

sectdtanttantsecttantdsect

tantdsectatanttsecatantdtseca

tantdsectatantdtsecatanttseca

tantdsecttsecatanttseca

tantdsectttanatanttseca

dttsecttanatanttseca

dttantsecttsectantatanttseca

tsecdtantatanttseca

tantdtsecatantadtsecadxax

tsecaax
cost

sectπtπ

t secaax πtπtantax

Rxxaxxf

aCaxxlnaaxaxxdxax

4

3

33

3

3

3

2

2

33

33

23

23

323

23

33

333

33

33

)( 
8
3)52(

8
 )(                

   )(
4

                              

   
4

     

 
cos

1                         

|AB|  , |AC|,  || , BRt                    

   
4
1                  

                        
2
1 

2
1                                                                

 
2
1 

2
1                   

                      

                                           

)1(                                         

                                         

                       

                 )  3 (
4
1                       

  3  3                                                  

  )1(3                                                  

  3                                                  

 3                                                  

  3                                                  

                                                    

  ) (   )(                     

)(     , 01 , 
22

                     

||)(    ,)
22

(                       

}|{)()(          

)0(          )( 
8
3)52(

8
 )(   .40

2242222322

2222
2

2222

1

22
4

224
22

3

224
4

22

22

1
4444

1

4

444

444

44

44

44

44

44

4322

322

322

322

2242222322

则中，设在

联立①④得

④

联立②③得：

③又

②

①移项并整理的：

则可令

的定义域为被积函数证明：







Ctantsectlndtt  |  |  sec  87  ：公式
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Cax

Cax

axdax

dxaxdxaxx

aCaxdxaxx






















322

2
1122

222
1

22

22
1

2222

32222

)(
3
1                                             

)(

2
11

1
2
1                                             

)()(
2
1                                             

)(
2
1        

)0(          )(
3
1   .41

证明：
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Caxxlnaaxaxxdxaxx

axxlnaxaxlnaxax

Cxaxlnaaxaxx

Caxxxaxlnaaxxa

C
a

ax
a
xa

a
xaxlna

a
ax

a
xatdsectsectanta

a
ax

t
 sect ,

a
xtant 

axxaBCtABCΔ

Csectttanatantsectlnatantsectatdsectsectanta

Ctantsectlntantsect

 dtsecttantsectsectdtant

 sectdtant dtsecttantsect

dtsectttan dtsecttantsect

sectdtttantantsect

tdtsectantsecttantdsecttantsectsectdtant

tsecttanatdsectanta

tsecttanatdsectantatdsectsectanta

dsecttanttsecatsecttanatdsectanta

dtttantsecatsecttanatdsectanta

tdtantsecatsecttanatdsectanta

tdsecttanatdsectantatdsecttantanta

tdsectsectanta

tdtsecttanatantdsectttanatantadsectttanadxaxx

sectttanaaxx
cost

sectπtπ

 sectattanaaxx πtπtantax

Rxxaxxxf

aCaxxlnaaxaxxdxaxx

2

32

2

2

3

3

32

3

23

33

32

2

3222

2

2

)( 
8

)2(
8

                 

)( 
8

    
8

       0                       

   
8

)2(
8

                                        

4
   

88
                                        

4
   

88
       

 
cos

1                         

|AB|  , |AC|,  || , BRt                    
4

   
88

            

                        
2
1 

2
1                                                                 

 
2
1 

2
1                       

                                                  

                                                  

)1(                                               

                                

              
4

 
4

                                                                               

) (
4
1                      

  3                                            

  3                                            

                                             

   )1(                                           

                                            

   ) (   )(          

 )(     , 01 , 
22

                     

||)(    ,)
22

(                       

}|{)(          

)0(          )( 
8

)2(
8

    .42

22
4

2222222

22
4

22
4

22

22
4

2222

2
22

3
22

4
22

4

1

22

3

34224224
4

22

22

1

444
4

1

44

444

2444

3444

444

444

4

443222

3222

2222

222

22
4

2222222

，

则中，设在

联立①②得：

②

移项并整理得：

①

移项并整理的：

则可令

的定义域为被积函数证明：







Ctantsectlndtt  |  |  sec  87  ：公式
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 )(                                                                                        

 )( 
2

                   

 )( 
2

   
2
1                                           

1                                             

                     

2)(
2
1                       

  , )0(                     

}0|{)(          

)0(           
  

   .43

22
22

22
22

222

222
22

22
22

22

2
2

22
2

22

222

22

2

2222

22

22
2
1

22

2222

22

22
22

22

C
x

aaxlnaax

C
x

aax lnaax

C
aax
aax lnaaxdx

x
axaxt

C
at

at lnatC
at
at ln

a
at

dt
at

adtdt
at

aat

dt
at

tdt
at

t
at

tdx
x

ax

dt
at

ttdtatdx

atxatttax

xx
x

axxf

aC
x

aaxlnaaxdx
x

ax












































































代入上式得：将

则且令

的定义域为被积函数证明：

C)(    2 , 1                    

C)(    , 0 2.               

C)(         0                         

                                               

                      

1                           

|AB|  , |AC|,  || , BRt                  

1                                               

1                                              

1                                               

 )1(                       

     , 01 , 
2

0                             

,  ) (   ,)
2

0(     , 0 1.                  

}0|{)(         

)0(           C)(    .44

22
22

2

22

22
22

2

22

22
22

2

22
22

22
22

2222

2

22

22

22

22

2

22

2

22

2

22

2

22

22
22

2

22





























































































xaxln
x

axdx
x

ax

xaxln
x

axdx
x

axx

xaxln
x

axdx
x

axxax

Clna xax ln
x

ax

C
x

ax 
a

xax lndx
x

ax

a
ax

cost
  sect ,

a
xtant ,

ax
xsint

axxaBCtABCΔ

C
sint

 tant sectln

dsint
tsin

dtsectdt
tsin

costdtsect

dt
tsin
tcos

cost
dtsectdt

ttan
sectdtsect

dtttan
ttan

secttdt seca
ttan a

sectdx
x

ax
ttan a

sect
x

ax
cost

sectπt
ttan a
  secta 

x
ax

tdt secatantaddx πttantaxx

xx
x

axxf

aaxxln
x

axdx
x

ax

1

1

1

22

2

2

2

2
2

2
2

222

2

得：综合讨论

同理可证得：时当

则中，设在

，

则可令时当

的定义域为被积函数证明：





Ctantsectlndtt  |  |  sec  87  ：公式

C 
2
1 21 22 





 ax

axln
aax

dx
：公式
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（七）含有 )0(  22  aax 的积分（45~58）

        2  1                          

||                                                                      

||                                                                      

||
1||                                                                      

||  1                              

       .  2                       
                                                                              

                             

  1                               

      Rt                           

     
2

0                         

    )
2

0(         . 1                     

}{ 1    1        

)0(         45

3

 C|axx|lnC
a

|x|arsh
|x|

x
ax

dx,

Caxxln

C
a

axxln

C
axx

ln Caxxln

Caμμln
aμ

dμ
ax

dx
μx,xμax,ax

C|axx|ln

|
a

axx|ln|ttantsec|ln
ax

dx

a
ax

|BC|
|AC|ttan,

a
x

tcos
tsec

ax|AC|,x|AB|a|BC|,tBABCΔ

C |tantsect|ln                                                

sectdtdt
tanta

tantsecta
ax

dx                           

tantaaxπt tanta1tsecaax   

tantdtsectadxπtsectax,ax

axax|x
ax

f(x)

a   C|axx|lnC
a

|x|arsh
|x|

x
ax

dx.

22
122

5
22

42

22

4224
22

4
22

2222

22

22

22

22

22

2

22

22222

22

22
122


































































 



，可写成综合讨论

可知由讨论

即时，令即当

则，中，可设在

，

则，可设时当

或的定义域为被积函数：证法
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，可写成综合讨论

可知由讨论

即时，令即当

则，可设时当

或的定义域为被积函数：证法
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得：综合讨论

代入得：将

可知由讨论

即时，令即当

则，中，可设在

，

则，可设时当

或的定义域为被积函数：证明
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得：综合讨论

代入得：将

可知由讨论

即时，令即当

则，中，可设在

，

则，可设时当

或的定义域为被积函数：证明
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得：综合讨论

代入得：将

可知由讨论

即时，令即当

则，中，可设在

）

）

，

则，可设时当

或的定义域为被积函数：证明
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，可写成综合讨论

可知由讨论

即时，令即当

则，可设时当

或的定义域为被积函数：证法
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，可写成综合讨论

可知由讨论

即时，令即当

即

中，设在

则，可设时当

或的定义域为被积函数：证法
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得：综合讨论

代入上式得：将

可知由讨论

即时，令即当

代入上式得：即将

则，可设时当

或的定义域为被积函数：证明
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得：综合讨论

同理可证时，可设当

则，中，可设在

移项并整理得：

，

则，可设时当

或的定义域为被积函数：证明
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得：综合讨论

代入上式得：将

得：由讨论

则时，令即当

则中，设在

将③式代入②式得：

③

移项并整理得：

又

②移项并整理得：

①

则可令时，当

或的定义域为被积函数证明：
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，可写成：综合讨论

可知由讨论

即时，令即当

，则中，设在

则

可设时当

或的定义域为被积函数：证法
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，可写成：综合讨论

可知由讨论

即时，令即当

即

中，设在

则

，可设时当

或的定义域为被积函数：证法
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（八）含有 )0(  22  axa 的积分（59~72）
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：公式
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则，可设

的定义域为被积函数：证明
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证明：
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则，中，设在

则，可设

的定义域为被积函数：证明
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则，中，设在

则，可设

的定义域为被积函数：证明



costsint sin2t          
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tsintcoscos2t
2
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2
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 提示：
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则，中，设在

则，可设

的定义域为被积函数：证明
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得：综合讨论

同理可证可设时，当

则，中，设在

则，可设时，当

且的定义域为被积函数：证明
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得：综合讨论

同理可证可设时，当

则，中，设在

则，可设时，当

且的定义域为被积函数：证明
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则，中，设在

②得：由①

②

又

①

则，可设

的定义域为被积函数：证明
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联立①②得：

②公式又

①移项并整理得：

证明：
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则，可设

的定义域为被积函数：证明
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则中，设在

联立①④得：

④

联立②③得：

③又

②

①

移项并整理得：

则可令

的定义域为被积函数证明：
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得：综合讨论

同理可证可设时，当

则，中，设在

则，可设时，当

且的定义域为被积函数：证明
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得：综合讨论

同理可证可设时，当

则，中，设在

则，可设时，当

且的定义域为被积函数：证明
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（九）含有 )0(  2  acbxa 的积分（73~78）
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恒成立成立，则若被积函数证明：
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恒成立成立，则若被积函数证明：

 Caxxlnaaxxdxax 222222     
22

   53 
2

：公式

C|axx|ln
ax

dx 22

22



 45：公式



- 49 -

 

 

C22 
2

1                 

22  
2

                                                    

)73 (         22  1
2

1
2

                 

1
2

1                                 

1
2

)(
2
1                                 

1
2

21
2
1                       

 
22

21                        

)2()(           

)0(         C22  
2

1   .75

2

3

2

2

1
2

3

1
2

2

2

2

2

22
1

2

22

22

2

2

3

2

2





































 




























 cbxaxabaxln 
a

bcbxax
a

dx
cbxax

x

C cbxaxabaxln
a

b

C cbxaxabaxln
aa

bdx
cbxaxa

b

dx
cbxaxa

bcbxax
a

dx
cbxaxa

bcbxaxdcbxax
a

dx
cbxaxa

bdxbax
cbxaxa

dx
a
b

a
bax

cbxax
dx

cbxax
x

dxbaxcbxaxd

a cbxaxabaxln
a

bcbxax
a

dx
cbxax

x

公式又

上式

变换成可将
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01           

)0(          C21   .67

222

2

222

2

2

2








































4acb
baxarcsin

a

dx
bax4acb

a
axbxc

dx
a

bax
a
4acb

cbaxb
a

axbxc

4acba

axbxc
axbxc

f(x)

a
4acb
baxarcsin

aaxbxc
dx

2

2

2

2

2





有解成立，则若被积函数证明：

有误原题：  C21
2








 4acb

baxarcisn
aaxbxc

dx
2
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C2
88

2                                             

2
8

)(4
8

2                                             

2
2

)2()(
2

2
4

1                                             

)2( )2()(
22

1                                             

 )2()(
2

1                

4
)2(

4
                                                 

])2([
4
1                         

0Δ        0                                      
0            

)0(          C2
88

2   .77

3

2

3

2

3

22

3

22

222

2

222

22

3

22


















































































4acb
baxarcsin

a
4acbaxbxc

a
bax

C
4acb
baxarcsin

a
4acbaxbxca

a
bax

C
4acb
baxarcsin4acbbax4acbbax

a

baxdbax4acb
aa

dxbax4acb
a

dxaxbxc

a
bax

a
4acb

cbaxb
a

axbxc

4acba
axbxcaxbxcf(x)

a
4acb
baxarcsin

a
4acbaxbxc

a
baxdxaxbxc

2

2

2

2

2

2
2

2

2

2

2

2

2




有解成立，则若被积函数证明：

 
22

   67
2

2222 C
a
xarcsinaxaxdxxa ：公式

 

C2
2

1             

2
2

)(4
2

1             

2
2

)2()(
2

1             

)2( 
)2()(

1
2

)2( 
)2()(

2
2

1             

)2( 
)2()(

2
2
1

2
12             

 
)2()(

2          

)2(
4
1                                                 

])2([
4
1                         

0Δ        0                                      

0            

)0(          C2
2

1   .87

3

2

3

2

3

3

22

3

223223

22

222

2

222

2

2

3

2

2



































































4acb
baxarcsin

a
baxbxc

a

C
4acb
baxarcsin

a
baxbxca

a

C
4acb
baxarcsin

a
bbax4acb

a

baxd
bax4acba

bbaxd
bax4acb

bax
a

baxd
bax4acb

bbax
aa

a

dx
bax4acb

xadx
axbxc

x

bax4acb
a

cbaxb
a

axbxc

4acba

axbxc
axbxc

xf(x)

a
4acb
baxarcsin

a
baxbxc

a
dx

axbxc
x

2

2

2

2

22

2

2

2

2

2





有解成立，则若被积函数证明：

C
a
xarcsin

xa
dx




 22
 : 59公式

C    61 22

22



 xadx

xa
x

：公式
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（十）含有 或 ))(( xbax  的积分（79~82）
bx
ax






C )( )()(                                                    

C   )(   )()(                                                     

C   )()(                                                     

C)(   )(           

C
)1(

)( 
1

1  )(                                     

C
1
)( 

1
1  )( 

1
1  )(                                      

C]
)1(2

 
1

1  
2
1)[(2 

1
1  )(                   

1  ,  1  ,  
1

1  ,  
1

1                         

|AB|   1|AC|    1 |BC|  B Rt                      
2
1  

2
11

2
1

2
1                                           

11
2
1

2
1 111                                           

1
)1(

1                      

  , )1( )
2

(0                             

)0(      
)1(

1 
)1(

1                    

   
)1(

1)(2 
1
1  )( 

)1(
1)(2 

1
1  

2
1)(2                       

)1(
1)(2

1
1)(2  

)1(
1)(2

1
1)(2                      

]
)1(

1
1

1[)(2
)1(
11)(2                       

)1(
)(2

)1(
)(2                     

)1(
)(2    

1
    )0(        0    :        

C )( )()(   79

1

1

1

12

2

122

122

2

22

2

22

233

2

3

2

4422

422

2222

2222

222222

22222

2

22

2

22

222

2




























































































































































































































bxaxlnab
bx
axbx

bxaxlnabablnba
bx
axbx

bxax
ablnba

bx
axbx

ab
bx

bx
axba

bx

bxax

bx
ab

lnbadx
bx
ax

bx
axt

t
tba

t
tlnba

t
tba

t
tlnba

t
tlnba

t
t

t
tlnba

t
tlnbadx

bx
ax

t
tksin

t
kcos

t
kcot

t
t

ksin
kcsc

t  tk  ABCΔ
ksin
kcoscotk  cscklndk

ksinksin
kcos

dk
ksin

dk
ksinksin

kcosdk
ksin

dk
ksin

dk
ksin

ksin

dk
ksin
kcosdk

ktan
kseckdktanksec

ktan
dt

t

kdktanksecksecdktantπkksect

tdt
t

dt
t

dt
t

ba
t
tlnbadt

t
ba

t
tlnba

dt
t

badt
t

badt
t

abdt
t

ab

dt
tt

abdt
t

tab

dt
t

tbadt
t

battdx
bx
ax

dt
t

bat dx
t
btaxt

bx
axt

bx
ax

bxaxlnab
bx
axbxdx

bx
ax.

代入上式得：将

，则，中，在

，则可令

对于

，则，令可证明 
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C)()(                                                        

C)()(                                                        

C)(  )(    

C
1

)(
1
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C
11

1)(
1
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1
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1
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4
1

2
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2
4
1

2
                                           

2
2
1

2
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2
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2
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)0(     
)1(
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1
1  )( 
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1
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2
1)(2                       

)1(
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1
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]
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1
1
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)1(
11)(2                       

)1(
)(2
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)(2    

1
    )0(        0    :        

C )()(   80

1

1
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1222
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xb
axbx

ab
axarcsinab

xb
axxb

ab
axarcsinab

ab
xb

xb
axab

xb
ax

ab
xbarcsinabdx

xb
ax

xb
axt

t
tab

t
tarcsinab

t
t

t
ab

t
tarcsinabdx

xb
ax

t
tksin

t
kcos

t  k  ABCΔ

Ckcosksinabkab

Cksinkabkabdx
xb
ax

Cksink

dkkcoskddkkcos

dkkcosdk
ksec

kdksec
ksec

dt
t

kdksecdtksectπkktant

tdt
t

dt
t

ba
t
tlnbadt

t
ba

t
tlnba

dt
t

baarcsintabdt
t

abdt
t

ab

dt
tt

abdt
t

tab

dt
t

tabdt
t

abttdx
xb
ax

dt
t

abt dx
t
btaxt

xb
axt

xb
ax

ab
axarcsinab

xb
axbxdx

xb
ax.

代入上式得：将

，则，中，在

，则可令

对于

，则，令可证明 
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  2
))((

                     

                            

|BC||AC||AB|   |BC|                       

 |AC|  B Rt                 

                     

2                                                          

)19 (       2
1

12                                                          

)1(
)(211  

||
1                     

1
)(||     ,                        

)1(
)(2   

1
)( ||   

1
                         

  
||

1
))((

   :        

)(               2
)(

   81

22

2

222

2

2

2

222

2

2

2

C
ab
axarcsin

xbax
dx

ab
axarcsinμ,  

ab
axμsin

ab  xb

axμ  ABCΔ
xb
axarctanμ

xb
axμtan

C
xb
axarctan

Ctarctandt
t

dt
t

abtt
t

t
ab

dx
xb
ax

ax

t
tabaxab

dt
t

abt dx
t

tabax
t
btax

xb
axt

dx
xb
ax

axxbax
dx

baC
ab
axarcsin

xb)(ax
dx.









































































































，

，中，在

，则令

公式

于是

，，则，令

证明
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4
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1
(

4
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C)
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1
1

1                                                                                     

111
1

1
(
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C)(
8
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8
1

8
1

8
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32
1
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4
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1

8
                                          

4
4
1

2
2

8
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2
4
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4
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  , )1( )
2

(0             )0(       
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)1(
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)1(

)(2
1
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1
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)(2
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1
    )0(        0  
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)(    C 
4

)())((
4

2))((   82

2

22

2

2

2

2222

3

2

2

222

22

2

22

2

22

2

33
2
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33
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22
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2
2

6

2
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2

2632
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2
2
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xb
axarcsinabxbaxbaxdxxbax

ax
xbt

t
tt

t
tarcsinab

t
t

t
t

t
tarcsinab

t
t

tt

t
t

t
t

tt
tarcsinabdxxbax

t
ksin

t
tkcos

t  tk  ABCΔ

kcosksinkcosksinkab

kcosksinkcosksinkabdxxbax

Ckcosksinkcosksink

Ckcosksinkcosksink

Cksink

Cksink

dkksindkkcosksin

dkkcosksindk
ksec
ktankdksec

ksec
ktandt

t
t

kdksecdtksectπkktanttdt
t

t

dt
t

tba

dt
t

batt
t
abdxxbax

t
abaxba

t
ab

t
atabatax

dt
t

batdt
t

batttat dx
t
atbxt

ax
xbt

ax
xb

dx
ax
xbaxdxxbax

ba
xb
axarcsinabxbaxbaxdxxbax.

代入上式得：将

，则，中，在

联立以上两式得：

，则可令对于

，则，令可

证明
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（十一）含有三角函数的积分（83~112）

 

 

C||                                

1                                  

C|1|1 
2
1                                

1
1  

2
1C|

1
1|

2
1                                

C|1|
2
1|1|

2
1                                

1
1

2
1

1
1

2
1

1
1                                

1          

CC|)
24

( |   87

2

2

2

2

2

2








































 



xtanxsecln

C
cox

xsin
xcos

ln

xcos
xsinlnC

xcos
xsinln

C
xsin

xsinln
xsin
xsinln

xsinlnxsinln

xsind
xsin

xsind
xsin

xsind
xsin

dx
xcos

xcosdx
xcos

xdxsec

x|tanxsec|lnxπtanlnxdxsec.

：证明

Ccosx

dcosx dxsinx

sinx cosxsinxcosx

 dxsinx dxsinx

Ccosxdxsinx
















                                    

                    

 )(                    

)(        

    .83

的原函数为即

证明：



Cxsin

xsind dxxcos

xcosxsin xcosxsin

Cxsindxxcos.













                                       

                      

 )(            

    84

的原函数为即证明：

Ccosxln

xcos d
xcos

 dx
xcos

sinx dxxtan

Ccosxlndxxtan.















                                   

1                                

        

       85

证明：

Cxsinln

xsin d
xsin

 dx
xsin
xcos dxxcot

Cxsinlndxxcot.















                                   

1                                

        

       86

证明：
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 1                                    

 )1(  
2
1                                   

)1( 
1

)1(  
2
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1

1  
2
1                                   

 1  
2
1 1  

2
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)1( 
1

1
2
1)1( 

1
1

2
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1
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1
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2
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1
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2

                        

1

22
2

2
2

22

2

2

2
2

                    

 
2

                                        

2
 

2

1                                      

22
2

22
2

1                      

22
2                           

2

1
2
1

2
                       

2
2

2
1

22
2

22

22
2

11    1        

    
2

      88

2

2

2

12

2

1

1

2

22

2

2

2

222

Cxcotxcscln

C
sint

costln

C
tsin
tcosln

C
tcos

tcosln

C
cost

costln

Ccostlncostln

tcosd
cost

tcosd
cost

tcos)d
costcost

tcosd
tcos

dt
tsin

sint

dt
sint

dxxcsc

CxcotxcsclnCxtanlndxxcsc

xcotxcsc
xsin

xcos
xcosxsin

xsin

xcosxsin

xsin

xcos

xsinxtan

Cxtanln

xtand
xtan

xtandxcos
xcosxsin

dxxcsc

xtandxcosdx

dx
xcos

xtand

xtan

xtan

xcosxsin

xcosxsin

xcosxsinxsin
xcsc

CxcotxcsclnCxtanlndxxcsc.

2

2









































































































：证法

又

：证法
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Cxtan

ttanddxxsec

xsecxtan xsecxtan

Cxtandxxsec.













                                         

                       

 )(            

    89

2

22

2

的原函数为即证明：

Ccotx

cotxdx dxcsc

xcscxcot xcsccotx

dxxcscx dxcsc

Ccotxx dxcsc.

2

22

2











 

 


                                         

                      

 )(         

 )(          

   90

22 的原函数为即

证明：



Cxsec

xsecdx dxtanxsec

xtanxsecxsec xtanxsecxsec

Cxsecx dxtanxsec.
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   91

的原函数为即证明：

Cxcsc

xcscdx dxcotcscx

xcotcscxxcsc xcotcscxxcsc

dxxcotcscxx dxcotcscx

Cxcscx dxcotcscx.













 


                                    

          

 )(         

 )(          

   92

的原函数为即

证明：



Cxsinx

xdcos2xdx

 dxcos2x dxxsin

Cxsinxdxxsin.















2
4
1

2
                                  

2 
4
1

2
1                                  

)
2
1

2
1(        

2
4
1

2
    93

2

2

证明：

2
21 2 xcosxsin 

提示：

Cxsinx

xdcos2xdx

 dxcos2x dxxcos

Cxsinxdxxcos.















2
4
1

2
                                  

2 
4
1

2
1                                  

)
2
1

2
1(        

2
4
1

2
    94

2

2

证明：

2
21 2 xcosxcos 

提示：
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dxxsin
n

nxcosxsin
n

dxxsin

dxxsinnxsinxcosdxxsinn

dxxsinndxxsinnxsinxcos

dxxsinxsinnxsinxcos

dxxsinxcosnxsinxcos

dxxcosxsinnxcosxsinxcos

xsindxcosxsinxcos

xcosdxsin

dxxsinxsindxxsin

dxxsin
n

nxcosxsin
n

dxxsin.

nnn

nnn

nnn

nn

nn

nn

nn

n

nn

nnn

 11                           

 )1(                      

 )1( )1(                                   

 )(1)1(                                   

 )1(                                   

 )1(                                    

                                    

                                    

           

 11    95

21

21

21

221

221

21

11

1

1

21

移项并整理得：

证明：



























































dxxcos
n

nxcosxsin
n

dxxsin

dxxcosnxcosxsindxxcosn

dxxcosndxxcosnxcosxsin

dxxcosxcosnxcosxsin

dxxcossxsinnxcosxsin

dxxsinxcosnxsinxcosxsin

xcosdxsinxcosxsin

xsindxcos

dxxcosxcosdxxcos

dxxcos
n

nxsinxcos
n

dxxcos.

nnn

nnn

nnn
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nn
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n
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 )1(                      
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 )1(                                   

 )1(                                    

                                     

                                    

           

 11    96

21

21

21

221

221

21

11

1

1

21

移项并整理得：

证明：
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xsin
dx

n
n

xsin
xcos

n
dx

xsin
dx

dx
xsin

n
xsin

xcos

dx
xsin

n
xsin

xcotdx
xsin

dxn

dx
xsin

ndx
xsin

dxn
xsin

xcot

dx
xsin

xsinn
xsin

xcot

dx
xsin
xcosn

xsin
xcot

dxxcosxsinnxcot
xsin

xcot
xsin

dxcot
xsin

xcot

xcotd
xsin

dx
xsinxsin

dx
xsin

dx
xsin

dx
n
n

xsin
xcos

n
dx

xsin
dx.

nnn

nn

nnn

nnn

nn

nn

n
n
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n
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2

2

2

2

1
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1
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1
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1
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1
1    97

移项并整理得：

证明：

















































































xcos
dx

n
n

xcos
xsin

nxcos
dx

dx
xcos

n
xcos

xsin

dx
xcos

n
xcos

xsin
xcos

dxn

dx
xcos

ndx
xcos

dxn
xcos

xsin

dx
xcos

xcosn
xcos

xtan

dx
xcos
xsinn

xcos
xtan

dxxsinxcosnxtan
xcos

xtan
xcos

dxtan
xcos

xtan

xtand
xcos

dx
xcosxcosxcos

dx
xcos

dx
n
n

xcos
xsin

nxcos
dx.
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n
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2
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1
2

1
1    98

移项并整理得：

证明：
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1111211
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1

211
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xdxsinxcos
nm

nxsinxcos
nm

xdxsinxcos

xdxsinxcos
nm

nxcosxsinxdcos
nm

dxxsinxcosn
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xsin

xcosxsinxsinxcosn

dxxcosxsinxsinxcosn
dxxsinxsinxcosnxcosxcosxsinnxcosxsind

xcosxsinxdcos
nm

xcosxsin
nm

xcosxdsinxcos
nm

xdxsinxcos

xdxsinxcosnmxcosd

xdxsinxcos
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mxsinxcos
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xdxsinxcos

xdxsinxcos
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mxsinxcosxdsin
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nmnmnm
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证明②：

证明①：
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证明：
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2
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2
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代入上式得：将

时即，当

则令证明：
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a
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t
t
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dx.

代入上式得：将

时即，当

则令证明：
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2
21θ   2 θcoscos 

：提示

C
a
xarctan
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22 
  1   19 ：公式
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代入上式得：将

时即，当
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代入上式得：将

，即当

则，令证明：
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C
a
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22 
   1   19 ：公式
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2
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：公式

blogblog aa 1 提示：
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证明：
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证明：
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证明：
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（十二）含有反三角函数的积分（其中 0a )（113~121）
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则，中，可设在

则令证明：
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则，中，可设在
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则，中，可设在

则令证明：
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证明：
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则，中，可设在
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证明：
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（十三）含有指数函数的积分（122~131）
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证明：
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ax
aln

dxa
aln

ax
aln

dax
aln

dxax

Ca
aln

a
aln

xdxax.

xx

xx

xx

xxx















2

2

)(
1 1                                   

1 1                                   

 1           

)(
1   126

证明：

Ca
aln

dxa xx 
1  122：公式

dxax
aln

nax
aln

dxa
aln

ax
aln

dax
aln

dxax

dxax
aln

nax
aln

dxax.

xnxn

nxxn

xnxn

xnxnxn





















1

1

1                                      

1 1                                      

 1           

1    127

证明：

Cbxcosbbxsinae
ba

Cbxsine
ba

abxcose
ba

bdxbxsine

Cbxsine
b
abxcose

b
dxbxsine

b
ba

debxsin
b
abxsine

b
abxcose

b

debxsin
b
abxsine

b
abxcose

b

debxcos
b

bxcose
b

bxcosde
b

dxbxsine

Cbxcosbbxsinae
ba

dxbxsine.

ax

axaxax

axaxax

axaxax

axaxax

axax

axax

axax












































)(1                                                  

                         

1                         

 1                                            

 1                                            

11                                            

1            

)(1     128

22

2222

22

22

22

22

22

移项并整理得：

证明：



- 75 -

Cbxcosabxsinbe
ba

bxdxcose

bxcose
b
abxsine

b
bxdxcose

b
babxdxcose

b
a

bxdxcose
b
abxcose

b
abxsine

b

ebxdcos
b
abxcose

b
abxsine

b

bxcosde
b
abxsine

b

dxebxsin
b
abxsine

b

debxsin
b

bxsine
b

bxsinde
b

bxdxcose

Cbxcosabxsinbe
ba

bxdxcose.

axax

axaxaxax

axaxax

axaxax

axax

axax

axax

axax

axax














































)(1                      

1)1(                      

1                                            

1                                            

1                                            

1                                            

11                                            

1           

)(1   129

22

22

22

2

2

2

2

2

22

2

22

证明：
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dxbxsine
nba
bnn

bxcosnbbxsinabxsine
nba

bxsine
nba

abxsinbxcose
nba

bndxbxsine
nba
bnn

bxsine
bnn

bxsinbxcose
nb

dxbxsine
nba
bnn

dxbxsine

dxebxsin
nnb

nbabxsine
nnb

a

bxsinbxcose
nb

dxbxsinedxbxsine

dxebxsin
nnb

nbabxsine
nnb

a

bxsinbxcose
nb

dxbxcosbxsine

dxebxsin
bn

nbabxsine
bn
a

dxebxsinbdxebxsin
bn
abxsine

bn
a

bxcosedbxsin

dxebxsin
bn
abxsine

bn
dxbxcosbxsine

dxbxcosbxsinendxebxsin
b
abxsine

b

dxebxcosbxsinnbbxsineabxsin
b

bxsine
b

bxsinedbxsin
b

bxsine
b

bxsindbxsine
b

dxbxcosbxsine

dxebxsinbdxbxcosbxsinea

dxebxsinbbxcoseabxsinbxcosedbxsin

bxcosedbxsin
nb

bxsinbxcose
nb

bxsindbxcose
nb

dxbxcosbxsine

dxbxcosbxsinedxbxsine

dxbxcosbxsinedxbxsinbxsinedxbxsine

dxbxsine
nba
bnn

bxcosnbbxsinabxsine
nba

dxbxsine.

nax

nax

naxnaxnax

naxnaxnax

nax

axnnax

naxnaxnax

axnnax

naxnax

axnnax

axnaxnnax

axn

axnnaxnax

naxaxnnax

axnnaxnax

naxnax

naxnax

axnnax

axaxnaxn

axnnax

naxnax

naxnax

naxnaxnax

nax

naxnax

   1)(                                              

)(1                     

 1)(                    

1)(
1

)1(
1 1)(                    

                  

  
)1()1(

                                                                            

)1(
1   �             

�         
)1()1(

                                                               

)1(
1               

                                                                                              

                                                          

 )(               

                1                        

  )1(1                                       

])1([ 11                                       

)( 11                                       

 1                        

                                                                                            

)( )(                       

                       )(  
)1(

1
)1(

1                                

 
)1(

1                        

                                                                                         

 )(1           

   1)(                                                           

)(1     130

2
222

2

1
222

222
1

222
2

222

2

2
12

222

2

2

22

2

12

2

22

2

122

22

2

1

1

1

21

1

11

1

11

11

122

222

2222

2
222

2

1
222

移项并整理得：

式代入①式得：将

将⑤式代入②式得：

⑤

将④式代入③式的得：

④移项并整理得：

又

③

又

②

又

①

证明：
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dxbxcose
nba
bnnbxsinnbbxcosabxcose

nba

bxcose
nba

abxcosbxsine
nba

bndxbxcose
nba
bnn

bxcose
bnn

abxcosbxsine
nb

dxbxcose
nba
bnn

dxbxcose

dxebxcos
nnb

nbabxcose
nnb

a

bxcosbxsine
nb

dxbxcosedxbxcose

dxebxcos
nnb

nbabxcose
nnb

a

bxcosbxsine
nb

dxbxsinbxcose

dxebxcos
bn

nbabxcose
bn
a

dxebxcosbdxebxcos
bn
abxcose

bn
a

bxsinedbxcos

dxebxcos
bn
abxcose

bn
dxbxsinbxcose

dxbxsinbxcosendxebxcos
b
abxcose

b

dxebxsinbxcosnbbxcoseabxcos
b

bxcose
b

bxcosedbxcos
b

bxcose
b

bxcosdbxcose
b

dxbxsinbxcose

dxebxcosbdxbxsinbxcosea

dxebxcosbbxsineabxcosbxsinedbxcos

bxsinedbxcos
nb

bxcosbxsine
nb

bxcosdbxsine
nb

dxbxsinbxcose

dxbxsinbxcosedxbxcose

dxbxsinbxcosedxbxcosbxcosedxbxcose

dxbxcose
nba
bnn

bxsinnbbxcosabxcose
nba

dxbxcose.

naxnax

naxnaxnax

naxnaxnax

nax

axnnax

naxnaxnax

axnnax

naxnax

axnnax

axnaxnnax

axn

axnnaxnax

naxaxnnax

axnnaxnax

naxnax

naxnax

axnnax

axaxnaxn

axnnax

naxnax

naxnax

naxnaxnax

nax

naxnax

   1)( )(1                  

 1)(                 

)(1)(1
1 )(1                  

                 

  
)1()1(

                                                                        

)(1
1   �                

�          
)(1)(1

                                                             

)(1
1                  

                                                                                           

                                                            

 )(                  

           1                         

  )1(1                                    

])1([ 11                                    

)( 11                                    

 1                         

                                                                                           

)( )(                        

                     )(  
)(1

1
)(1

1                                 

 
)(1

1                         

                                                                                         

 )(1            

   1)(                                                           

)( 1     131

2
222

2
1

222

222
1

222
2

222

2

2
12

222

2

2

22

2

12

2

22

2

122

22

2

1

1

1

21

1

11

1

11

11

122

222

2222

2
222

2

1
222

移项并整理得：

式代入①式得：将

将⑤式代入②式得：

⑤

将④式代入③式的得：

④移项并整理得：

又

③

又

②

又

①

证明：
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（十四）含有对数函数的积分（132~136）

Cxxlnx

dxxlnx

dx
x

xxlnx

xlndxxlnxxdxln

Cxxlnxxdxln.


















                                  

                                 

 1                                

             

    132

证明：

Cxlnln

xlnd
xln

dx
xlnx

dx

Cxlnlndx
xlnx

dx.













                                         

1           

       133

证明：
x

xln 1)( 提示：

C
n

xlnx
n

Cx
n

x
n

xln

dxx
n

x
n

xln

xlndx
n

x
n

xln

dx
n

xln

dxxn
n

xlndxxlnx

C
n

xlnx
n

dxxlnx.

n

nn

nn

nn

!n

nn

nn



































































)
1

1(
1

1                                        

)
1

1(
1

                                        

1
1

1
                                        

1
1

1
                                        

 
1

                                        

)1(
1

            

)
1

1(
1

1     134

1

121

1

11

1

证明：



- 79 -

k
knn

k

knkn

nnnn

nnnn

nnn

nnn

nn

nn

nnn

k
knn

k

nnn

lnx
k
nx

xlnxnnn
xlnxnnn
xlnxnnn

lnx)kn(nnn)(
lnxnnnlnxxnnlnxxnlnxx

dxlnxnnnlnxxnnlnxxnlnxx

dxlnxnnlnxxnlnxx

x)lnxd(nlnxxnlnxx

dxlnxnlnxx

dx
x

x)ln(nxlnxx

x)lnxd(lnxxdxlnx

lnx
k
nx

dxlnxnlnxxdxlnx.

)()1(                                     

)(123)2()1(1)(                                         
)(234)2()1(1)(                                         
)(345)2()1(1)(                                         

)(1)2()1(1                                         
))(2()1()()1()()(                                     

                                     

)()2()1()()1()()(                                     

)()1()()(                                     

)()(                                     

)()(                                     

1)(                                     

)()(            

)()1(                            

)()()(    135

0

110

121

132

321

321

21

11

1

1

0

1











































































！

！

证明：

！

！







.......






















































dxxlnx
m

xlnx
m

dx
x

xlnx
m

xlnx
m

xlndx
m

xlnx
m

dxxln
m

dxxlnx

dxxlnx
m

xlnx
m

dxxlnx.

mm

mm

mm

mm

mmm

 )(
1

n)(
1

1                                             

1)(
1

n)(
1

1                                            

)( 
1

1)(
1

1                                             

)(
1

1  )(           

 )(
1

n)(
1

1  )(   136

1nn1

1n1n1

n1n1

1nn

1nn1n

证明：
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（十五）含有双曲函数的积分（137~141）

Cshx

shxddxxch

chxshxchxshx

Cshxdxxch.













                                        

                           

, )(               

     138

的原函数为即证明：

Cchx

chxddxshx

shxchxshxchx

Cchxdxshx.













                                        

                           

, )(               

     137

的原函数为即证明：

Cchxln

chxd
chx

dx
chx
shxdxxth

Cchxlndxxth.











 



                                  

  1                                  

             

     139

证明：

)(     
2

           

)(     
2

   

双曲余弦

双曲余弦：提示

xx

xx

eeshx

eechx











Cxshx

Ceex

Cxee

dxee

dxeedxxsh

Cxshxdxxsh.

xx

xx

xx

xx



















 


















2 
4
1

2
                                 

24
1

2
                                 

288
                                 

)2(
4
1                                 

2
           

2 
4
1

2
    140

22

22

22

2
2

2

证明：

Cxshx

Ceex

Cxee

dxee

dxeedxxch

Cxshxdxxch.

xx

xx

xx

xx



















 


















2 
4
1

2
                                 

24
1

2
                                 

288
                                 

)2(
4
1                                 

2
           

2 
4
1

2
    141

22

22

22

2
2

2

证明：

)(     
2

           

)(     
2

   

双曲余弦

双曲余弦：提示

xx

xx

eeshx

eechx
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（十六）定积分（142~147）

0              

0                                        

)( 1)( 1                                        

)(1                                        

 1            

0                                         

)( 2                                         

)( 1)( 1                                         

)(1                                         

 1           

0     142











































π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

dxnxsindxnxcos

πncos
n

πncos
n

nxcos
n

dnxnxsin
n

dxnxsin

πnsin
n

πnsin
n

πnsin
n

nxsin
n

dnxnxcos
n

dxnxcos

dxnxsindxnxcos.

综合证明①②得：

证明②：

证明①：

0    2  1                    

0                                                        

)]2(2[
4
1                                                        

2
4
1                                                         

2  2
4
1                                                        

  2
2
1                                                        

                             

 2.                   
000                                 

)])(()([
)(2

1])()([
)(2

1                                 

)(
)(2

1)(
)(2

1                            

 1.           

0    143

































































π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

dxnxsinmxcosdxnxcos,

πmcosπmcos
m

mxcos
m

mxdmxsin
m

mxdmxsin
m

dxmxsinmxcosdxnxsinmxcos

nm

πmncosπmncos
mn

πnmcosπnmcos
nm

xmncos
mn

xnmcos
nm

dxnxsinmxcos

nm

dxnxsinmxcos.

得：综合讨论

时当

时当证明：
C)(

)(2
1 )(

)(2
1   100 





 xbacos

ba
xbacos

ba
dxbxcosaxsin：公式

xcosxsinxsin  22 提示：
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nmπ
nm

dxnxcosmxcos,

π

πππmsinπmsin
m

mx
m

mxsin
m

mxdmxcos
m

dxmxcosmxcosdxnxcosmxcos

nm

πnmsinπnmsin
nm

πnmsinπnmsin
nm

xnmsin
nm

xnmsin
nm

dxnxcosmxcos

nm
nmπ
nm

dxnxcosmxcos.

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

  
   0

    2  1                     

                                                          
22

)]2( 2[
4
1                                                          

2
12

4
1                                                          

  1                                                          

                             

 2.                      
000                            

)])(( )( [
)(2

1)])(( )( [
)(2

1                            

)( 
)(2

1)( 
)(2

1                        

 1.           
  
   0

    144

2

，

，
得：综合讨论

时当

时当证明：

，

，

  Cxsinxdxxcos 2
4
1

2
   94 2：公式

C)( 
)(2

1 )( 
)(2

1   102 





 xbasin
ba

xbasin
ba

dxbxcosaxcos：公式








































































nmπ
nm

dxnxsinmxsin,

π

πππmsinπmsin
m

mxsin
m

mx
m

mxdmxsin
m

dxmxsindxnxsinmxsin

nm

πnmsinπnmsin
nm

πnmsinπnmsin
nm

xnmsin
nm

xnmsin
nm

dxnxsinmxsin

nm
nmπ
nm

dxnxsinmxsin.

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

  
   0

    2  1                     

                                                         
22

)]2( 2[
4
1                                                        

2
4
1

2
1                                                        

  1                                                        

                              

 2.                      
000                            

)])(( )( [
)(2

1)])(( )( [
)(2

1                            

)( 
)(2

1)( 
)(2

1                        

 1.           
  
   0

    145

2

2

，

，
得：综合讨论

时当

时当证明：

，

，

  Cxsinxdxxsin 2
4
1

2
   93 2：公式

C)( 
)(2

1 )( 
)(2

1   101 





 xbasin
ba

xbasin
ba

dxbxsinaxsin：公式



- 83 -


































































































nmπ
nm

dxnxcosmxcosdxnxsinmxsin,

π

πsinπmsin
m

mx
m

mxsin
m

mxdmxcos
m

dxmxcosmxcosdxnxcosmxcos

π

πsinπmsin
m

mxsin
m

mx
m

mxdmxsin
m

dxmxsindxnxsinmxsin

nm

sinπnmsin
nm

sinπnmsin
nm

xnmsin
nm

xnmsin
nm

dxnxcosmxcos

sinπnmsin
nm

sinπnmsin
nm

xnmsin
nm

xnmsin
nm

dxnxsinmxsin

nm

nmπ
nm

dxnxcosmxcosdxnxsinmxsin.

ππ

ππ

π

ππ

ππ

π

ππ

ππ
π

ππ
π

ππ

  
2

   0
     2  1                     

2
                                                          

0
2

0] 2[
4
1                                                          

2
12

4
1                                                          

  1                                                          

                             

2
                                                         

0
2

0] 2[
4
1                                                        

2
4
1

2
1                                                        

  1                                                        

                              

 2.                      
000                                 

0] )( [
)(2

10] )( [
)(2

1                                 

)( 
)(2

1)( 
)(2

1                            

000                                 

0] )( [
)(2

10] )( [
)(2

1                                 

)( 
)(2

1)( 
)(2

1                             

 1.           

  
2

   0
     146

00

00

0

2

00

00

0

2

0

2

0

00
0

00
0

00

，

，

得：综合讨论

时当

时当证明：

，

，





























Cxsinxdxxcos

Cxsinxdxxsin

xbasin
ba

xbasin
ba

dxbxcosaxcos

xbasin
ba

xbasin
ba

dxbxsinaxsin

2
4
1

2
   94

2
4
1

2
   93

C)( 
)(2

1 )( 
)(2

1   102 

C)( 
)(2

1 )( 
)(2

1   101

2

2

：公式

：公式

：公式

：公式

以上所用公式：
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亦同理可证证明②：

时，特别的，当

为正偶数时当

时，特别的，当

为正奇数时当

证明①：

为正偶数

的正奇数为大于



















dxxcosI

πxdxxsinIn

π
n
n

n
n

x
n
n

n
n

dxxsin
n
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n
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n

xcosdxxsinIn

n
n

n
n

xcos
n
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n
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dxxsin
n
n

n
nI

n

I
n

ndxxsin
n

n

dxxsin
n

ncossinπcosπsin
n

dxxsin
n

nxcosxsin
n

dxxsinI

πInπ
n
n

n
n

In
n
n

n
n

I
n

nI

dxxcosdxxsinI.

π
n

n

ππ

n

π

π

n

ππ

n

π

π

n

n

π
n

π
nnn

π
n

π

n
π

n
n

nn

π
n

π
n
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2
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4
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2
31                    
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2
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4
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2
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2
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4
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2
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1)( 1                 

1
3
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5
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2
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3
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5
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2
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3
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5
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2
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 11       

2
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4
3

2
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3
2

5
4

2
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     147

2
0

2
0

2
0

0

2
0

2
0

0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
2

0

2

2
0
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2
0

22

0
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0

0

1

2

2
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附录：常数和基本初等函数导数公式

2

2

2

2

a

xx

xx

2

2

1μμ

x
arccotx.

x
arctanx.

x
arccosx.

x
arcsinx.

x
lnx.

a
lnax

xlog.

ee.

alnaaa.

cotxcscxcscx.

tanxsecxsecx7.

xcsccotx6.

xsectanx5

sinxcosx.

cosxsinx3.

0)(xxμx .

C     0C.










































1
1)(  16

1
1)(  15

1
1)(  14

1
1)(  13

1)(  12

0)(      1)(   11

) (   10

)(      ) (  9

)(  8

)(  

)(  

)(  .

)(  4

)(  

≠    )(  2

)( )  (  1

为常数

为常数 


