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1 函数、极限、连续

1.1 函数

1.1.1 函数的四大基本性质

函数的四大基本性质包括奇偶性、单调性、有界性、周期性。奇偶性常用于简化积分运算。

1.1.2 函数的有关运算

函数的有关运算包括四则基本运算、复合运算、反函数运算。

1.1.3 几个特殊函数

1)分段函数:对于自变量的不同的取值范围，有着不同的解析式的函数。

2)取整函数:取整函数一般指向下取整函数，其满足:
� − 1 < � ≤ � < � + 1

3)Dirichlet函数:常用于作为反例来否定一些命题。

� � =
1 ，�为有理数

0 ，�为无理数

4）初等函数和双曲函数:

1. 基本初等函数有6类，分别是幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数和常数

函数。由这6类基本初等函数经过有限次的有理运算与复合运算所产生并能用一个解析式表达的函

数被称为初等函数。

2. 由于初等函数在定义域的区间上是连续的，一般的，求初等函数在x0的极限值，只要x0属于

该函数的定义域，就可用直接代入法求得。

3. 双曲函数由指数函数��与�−�构成（定义域为全域），主要包括：双曲正弦�ℎ� = ��−�−�

2
奇函

数）双曲余弦�ℎ� = ��+�−�

2
（偶函数）双曲正切�ℎ� = ��−�−�

��+�−�其与三角函数有着许多类似性质，如：�ℎ� =
�ℎ�
�ℎ�

,cℎ2� − sℎ2� = 1,�ℎ2� = 2�ℎ��ℎ�。

1.1.4 典型例题

例[1.1]

已知� � 满足等式2� � + �2� 1
�

= �2+2�
�+1

，求� � 的表达式。

思路：将�用1
�
替换，然后消去� 1

�

解：用
1
�
替换�，2� 1

�
+ 1

�2 � � = 2�+1
�2+�

，消去� 1
�
得� � = �

1+�
例[1.2]

设� 0 = 0且� ≠ 0时，�� � + �� 1
�

= �
�
，其中�, �, �为常数，且 � = � ，证明� � 为奇函数。

思路：要证明� � 为奇函数只需要证明在定义域中� −� =− � � ，且若0在定义域内，则有

� 0 = 0。
解：与例1思路一样，求得� � = �

�2−�2 �� − �
�
，观察得� −� =− � �

因为� 0 = 0，故� � 为奇函数。

1.2 极限

1.2.1 数列的极限

数列的极限主要涉及内容包括求极限、根据极限等式确定参数、极限存在与否的判断及求值。
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1.2.2 函数的极限

函数的极限主要涉及的问题就是求极限

1.2.3 极限常用方法

1)根据数列极限的� − �定义，具体做法如下：

a放大法：有时 �� − � < �很难解出�，此时可将 �� − � 放大，使之成为�的一个新函数（记为

��），即 �� − � < ��，进而由�� < �可解出� > � � .

b分步法：有时 �� − � 特别复杂，只有在�大于某个数�1可以放大成��，此时解出� > � � ，

取� = ����1, � � ,当� > �时，有 �� − � < �.
2）夹逼准则及单调有界原理（重点）

3）定积分定义

4）导数的定义

5）等价无穷小

6）洛必达法则

7）微分中值定理及泰勒公式（难点）

8）已知结论（两个重要极限等）

除此之外，要掌握初等变形法对极限式进行化简得方法，这里不再赘述.

1.2.4 典型例题

例[1.3]
求证 lim

�→∞
� � = 1.

解：设� � = 1 + ��

则有� = 1 + ��
� = �=0

� ��
����� ≥ ��

2��2 = � �−1
2

��2

因此0 < �� < 2
�−1

∴ 1 < � � < 1 + 2
�−1

又 lim
�→∞

2
�−1

= 0

由夹逼准则知 lim
�→∞

� � = 1
例[1.4]

设序列�1 = 1, �� = 1 + 1
1+��−1

, � = 2,3, … .证明 lim
�→∞

��存在，并求其极限.

解：如果�� ∈ 1,2 ,则��+1 = 1 + 1
1+��

∈ 4
3

, 3
2

⊆ 1,2

并且当� = 1时成立

�� − ��−1 = 1
1+��−1

− 1
1+��−2

= ��−2−��−1

1+��−1 1+��−2
=

��−2−��−3

1+��−1 1+��−2
2 1+��−3

又�1 = 1, �2 = 3
2

, �3 = 7
5

, �4 = 17
12

�3 − �1 > 0, �4 − �2 < 0
∴ �2n − �2n−2 < 0, �2n+1 − �2n−1 > 0
即序列奇数项递增，偶数项递减，且序列有界

由单调有界原则，序列奇数项、偶数项皆收敛

设�2n收敛于�,�2n+1收敛于b
当�为奇数� = 1 + 1

1+a

当�为偶数a=1 + 1
1+b

解得� = � = 2 �, � ∈ 1,2
例[1.5]

求极限 lim
�→∞ �=1

� � − � + 1 ���
� −1� .

解：由二项式公式��
� = � �−1 … �−�+1

�!
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∴ � + 1 − � ���
� −1 = �−2 �!

� − 1 � − 2 … � − � − 2
≤ 2�−2 � < �

∴ 0 < �=1
� � − � + 1 ���

� −1 ≤ 1
�

+ �=1
�−1 2�−2�� < 3

�
→ 0 � → ∞

由夹逼准则 lim
�→∞ �=1

� � − � + 1 ���
� −1� = 0

例[1.6]

求证 lim
�→∞

2�−1 ‼
2� ‼

= 0.

证明：首先0≤ 2�−1
2�

< 2�−1 2

2� 2−1
= 2�−1

2�+1
� ∈ �+

∴ 0 < 2�−1 ‼
2� ‼

< 1
3

. 3
5

… 2�−1
2�+1

= 1
2�+1

又 lim
�→∞

1
2�+1

= 0

由夹逼准则知 lim
�→∞

2�−1 ‼
2� ‼

= 0

例[1.7]

求 lim
�→∞

����
�

�+1
+

���2�
�

�+1
2

+ … + ����

�+1
�

.

解：首先
�����

�
�+1

<
�����

�

�+1
�

<
�����

�
�

� ∈ �+, 0 < � < � + 1

∴ �
�+1 �=1

� �����
�

�
� < �=1

� �����
�

�+1
�

<� �=1
� �����

�
�

�

由定积分定义

�=1
� �����

�
�

� = 0
1 �������� = 1

�
�����|10 = 2

�
又 lim

�→∞
�

�+1
= 1

∴ lim
�→∞

�
�+1 �=1

� �����
�

�
= 2

�
,� lim
�→∞ �=1

� �����
�

�
� = 2

�
由夹逼准则知

lim
�→∞

����
�

�+1
+

���2�
�

�+1
2

+ … + ����

�+1
�

= 2
�

例[1.8]

求 lim
�→∞

1
�

− ��� 1
�

1
3 � �!.

解：���
�→∞

�−����
�3 = ���

�→∞

1−����
3�2 = 1

6

∴ � − ����~ 1
6

�3, 3 � − ����~ 1
3 6

�

∴ 1
�

− ��� 1
�

1
3~ 1

3 6�

∴ ���
�→∞

1
�

− ��� 1
�

1
3 � �! = 1

3 6
� ���

�→∞
1
� �=1

� ���
�� = 1

3 6
� 0

1 ������ = 1
3 6�

例题[1.9]

���
�→0

2� + ����
1
�

解：提供以下几种求解方法：

i .���
�→0

2� + ����
1
� = ���

�→0
��� �� 2�+����

�
= ���

�→0
��� 2�+����−1

�
= ���

�→0
��� ����

�
+ ����2−1

�
= ��� (1 +

��2) = 2�

ii.���
�→0

2� + ����
1
� =���

�→0
����2 + ����

1
�=���

�→0
���2 + 1 + �(� + �)

1
�=���

�→0
�(��2 + 1) + 1

1+��2
�(1+��2)

= ��� (1 + ��2) = 2�

iii.���
�→0

2� + ����
1
�=���

�→0
��� �� 2�+����

�
=���

�→0
��� 2�+����−1

�
=���

�→0
��� 2����+����

1
= ��� (1 + ��2) = 2�

例题[1.10]

lim
x→0

�����−�����

�−����
（可利用三角函数相关的等价无穷小）
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lim
x→0

�����−�����

�−����
=lim

x→0

�����(�����−����−1)
�−����

=lim
x→0

�����(����−����)
�−����

=lim
x→0

�����1
2�3

1
6�3 =lim

x→0
3�����=3

其他解法提示：先消掉指数项，再利用secx、cosx、sinx和tanx之间的关系变换也可以导出最

终结果。

例题[1.11]

lim
n→∞ �=1

� k2

�3+�2� （可利用夹逼原理）

解： lim
n→∞ �=1

� k2

�3+�2� < lim
n→∞ �=1

� k2

�3+�2� < lim
n→∞ �=1

� k2

�3�

lim
n→∞ �=1

� k2

�3+�2� = lim
n→∞

12+22+32+…+ �−1 2+�2

�3+�2 = lim
n→∞

1
6�(�+1)(2�+1)

�3+�2 =
1
3

lim
n→∞ �=1

� k2

�3� = lim
n→∞

12+22+32+…+ �−1 2+�2

�3 = lim
n→∞

1
6�(�+1)(2�+1)

�3 =
1
3

由夹逼原理，原式=
1
3

例题[1.12]

lim
n→∞

(
��� �

�
� + 1

+
��� 2�

�
� + 1

2
+ … +

����

� + 1
�

)

解:由
�����

�
�+1

<
�����

�

�+1
�

<
�����

�
�

�
� + 1

�=1

�
1
�

� ���
��
�

<
�=1

� ��� ��
�

� + 1
�

� <
�=1

�
1
�

���
��
�

�

由定积分定义，有 �=1
� 1

�
��� ��

�
� = 0

1 �������� =
1
�

����� |1
0=

2
�

即
2
�

�
�+1

< �=1
� �����

�

�+1
�

� < 2
�

又 lim
n→∞

�
�+1

= 1

由夹逼原理，原式=
2
�

做题提示：注意根据题目所示的极限条件和形式先判断求解方法，除了几乎万能的泰勒展开，

题目往往会对方法进行一些提示，如上例中的分母有x − sinx 1
6

�3（x趋于0），就应该联想到等价无

穷小x−相应对分子做出变换也利用无穷小规则。常用的等价无穷小公式如著名的狗头图所示，记忆

常用的无穷小有利于快速辨别题目是否有简单快捷的解法。

1.3 连续

1.3.1 相关概念

1)连续和间断的概念间断点的分类★★★

2)初等函数的连续性★★★
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3)闭区间上连续函数的性质★★★

相关性质往往和之后学的微分中值定理一起用于一些证明题，需要技巧，较有难度，一般作为

压轴题.

1.3.2 典型例题

[例1.13]

求函数f x = �−�3

sin (��)
的间断点，并判断其类型.

分析：考虑间断点及其类型时，先考虑定义域，找出无定义的点，再看两端极限，最后看极限

值与定★★义值是否相等.

解：设n=0,±1,±2,...由定义可知f(x)在每个区间(n,n+1)内连续.又

lim
x→0−

� − �3

sin (��)
= lim

x→0

�(1 − �2)
��

=
1
�

= lim
x→0+

� − �3

sin (��)

lim
x→1−

� − �3

sin (��)
= lim

x→1

1 − 3�2

� cos ( ��)
=

2
�

= lim
x→1+

� − �3

sin (��)

lim
x→n

� − �3

sin (��)
= ∞(� =± 2, ± 3, ······)

故x1=−1，x2=0，x3=1为f(x)的可去间断点，xn=n(n=±2,±3……)为f(x)的无穷间断点.

注：判断间断点类型题目较为基础，几乎必考，但不注意也容易丢分.

[例1.14]

设f x = lim
n→∞

�2�−1+��2+��
�2�+1

为连续函数，试确定a和b的值.

分析：首先应根据所给极限表达式求出函数的表达式，再根据特殊点左右极限进行求解解：原

函数可化简为：

f x =

1
� , x <− 1

� − � − 1
2

, x =− 1

��2 + ��, − 1 < � < 1
� + � + 1

2
, � = 1

1
�

, x > 1

利用−1，1的左右极限得到(a−b−1)/2=−1，(a+b+1)/2=1，解得a=0,b=1.

注：与函数连续性有关的求参数的题型也较为重要，本质上还是考察极限运算，以及极限存在

的定义.

[例1.15]

设f(x)为连续函数，且0≤f(x)≤1，证明在[0,1]上方程2x − 0
� � � �� = 1� 有唯一实根.

分析：首先利用零点存在定理证明根的存在性，然后利用单调性证明根的唯一性.证明：首先

证明根的存在性：设函数 2x − 0
� � � �� = 1�

由于F 0 =− 1 < 0, F 1 = 2 − 0
1 � � ��� > 1 − 0

1 ��� = 0
若f(x)=1，则F(x)=0零点为1；若f(x)<1，则F(1)>0，由零点存在定理，存在c∈(0,1),使得F(c)=0.

由此可知在区间[0,1]上存在根.

之后证明根的唯一性：

由于F′(x)=2−f(x)≥1>0，故F(x)在[0,1]单调递增.综上，F(x)在[0,1]上有唯一实根，原命

题得证.

[例1.16]

设f(x)，g(x)在[a,b]上连续，且g(x)>0.试证明存在一点ξ∈[a,b]，使得：

�

�
� �� � � �� = �(�)

�

�
� � ���

分析：利用闭区间连续函数的介值定理.

证明:由于f(x)在[a,b]上连续，故∃m,M使得m≤f(x)≤M而在[a,b]上，g(x)>0.有
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mg(x)≤f(x)g(x)≤Mg(x)，两边同时积分有

m
�

�
� � �� ≤�

�

�
� �� � � �� ≤ M

�

�
� � ���

因此有：

m �
� � �� � � ��

�
� � � ���

≤ M

由闭区间上连续函数的介值定理可知，存在一点ξ∈[a,b]，使得原等式成立，得证.

[例1.17]

设f(x)在[0,n]（n为自然数，n>1）上连续，f(0)=f(n)，证明存在ε,ε+1∈[0,n]，使得

f(ε)=f(ε+1).

证明：设� � = � � + 1 − � � ,即证明� � 在[0,n-1]上存在零点

� 0 = � 1 − � 0 ，� 1 = � 2 − � 1 ……� � − 1 = � � − � � − 1

将以上�个等式相加，得到 �� ≤ �=0
�−1 � �� ≤ �� , � ≤ �=0

�−1 � ��
�

≤ �

由于函数连续，则存在ε ∈ (0, n − 1),使得� ε = �=0
�−1 � ��

�
= 0,即�(ε) = � ε + 1

注：与闭区间上连续函数性质有关的证明题往往技巧性较高，容易和后面学到的罗尔定理，微

分中值定理结合来考察，需要假设函数在闭区间上的极值，有时还需要用到极值点一阶导为0的性

质，在考试中也属于拉开差距的题目.

2 一元函数微分学及其应用

2.1 导数的概念

2.1.1 导数定义应用

第一小节的主要考试重点为通过导数的的极限定义式证明一些特殊的函数在特定点的函数是

否连续，导数是否存在，应熟练掌握导数可导的定义概念及表达式.

题型一：★★★函数f(x)在X0处可导=f(x)在X0处左，右导数存在且相等

［例2.1］

设f(x)在点x = a的某邻域内有定义，则f(x)点x = a处可导的一个充分条件是

答案：(D), A项只能说明有导数存在，不能说明f(x)点x = a可导，因为�’(�0) = ���
��→0

� �0+�� −� �0
��

要求Δx任意，使得x可以连续靠近x=�0；而
1
ℎ
是有理数，变化不连续，x只能从有理点靠近x=�0。B、

C分子两点函数的差与f(x)在xo处的值无关，可能出现极限存在而f(x)在xo处不连续，必不可导的

情况。

如：� � = 0, � ≠ 0
1, � = 0

在x = 0处不连续，必不可导，但极限存在.

题型二：★★★★★分段函数在分界点的求导问题
[例2.2]

f(x)=
x2，x ≥ 1

2x, x＜1
，求f’(x)

此题型通常用定义法对分界点处函数求解
[错解] x>1,f’(x)=2x；x＜1, f’(x)=2
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又因为f+’(1)=f-’(1)=2
故f’(1)=2

f’(x)=
2�，� ≥ 1

2, �＜1
[分析]
注意分界点处是否可导：由题干，只能得出x>1时f’(x)=2x，x<1时f’(x)=2，不能由此求出x=1的

导数值（需要用定义法求解）
分段函数要特别注意函数在分界点处的可导性，常与连续性一起考察。由f(x)在x=1处不连续可

直接得出f(x)在x=1处不可导（可导必定连续和不连续必定不可导互为逆否命题）

[正解] f+’(1)= lim
�→1+

�2−1
�−1

= lim
�→1+

� + 1 = 2

f-’(1)= lim
�→1−

2�−1
�−1

= ∞，不存在，故f(x)在x=1不可导

f’(x)=
2�，�＞1

2, �＜1
另一种常见题型为已知f（x）在分界点处可导，求相关参数
[例2.3]

f(x)=
�2，� ≤ 1

�� + �, �＞1
在x=1处可导，求a和b

由f(x)在x=1可导：
由连续性： lim

�→1+
�� + � = lim

�→1−�2 = 1

由f+’(1)= f-’(1): lim
�→1−

�2−1
�−1

= lim
�→1+

��+�−1
�−1

= 2

解得，a=2，b=-1
题型三：★★★★★连续与可导的概念

考察导数的定义时，经常将连续和可导的概念结合在一起考察，常见题型为辨析型选择题或含
参数分类讨论的解答题

［例2.4］
设f(x)在x=0处连续，下列命题错误的是：

若lim
�→0

�(�)
�
存在，则f(0)=0

若lim
�→0

� � +�(−�)
�

存在，则f(0)=0

若lim
�→0

�(�)
�
存在，则f(0)存在

若lim
�→0

� � +�(−�)
�

存在，则f’(0)存在

答案：（D）
提示:若lim

�→0

�(�)
�
存在，则可得lim

�→0
� � =0。由题干f(x)在x=0连续，可得：

lim
�→0

� � = �(0)，lim
�→0

� −� = �(0)
从而证明A、B、C选项正确

D选项，对于f(x)=
8�，x ≥ 0
0，x＜0

，极限lim
�→0

� � +�(−�)
�

存在，但f(x)在x=0不可导，因此f’(0)不存在

［例2.5］

� x =
|�|� sin 1

�
，� ≠ 0

0，� = 0
，当� x 满足什么条件时：

� � 在x=0连续

�(�)在x=0可导
�' x 在x=0连续

解：(1)若�(�)在x=0连续，则x0时，� � = |�|� sin 1
�
0

因为sin 1
�
有界，则x0时，|�|� → 0
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故α > 0
(2) 若�(�)在x=0可导，则：

lim
�→0

� � −�(0)
�−0

= lim
�→0

|�|� sin 1
�

�−0
=

lim
�→0

��−1 sin 1
�
，� > 0

lim
�→0

( − �)�−1 sin 1
�

, � < 0
存在

故α > 1
(3)由于�'(x)存在，故α > 1

�' x =

���−1 sin
1
�

− ��−2 cos
1
�
，� > 0

−���−1 sin
1
� + ��−2 cos

1
�，� < 0

lim
�→0

|�|� sin
1
�

� − 0 = 0，x = 0

若�' x 在x = 0处连续，则�−
' 0 与�+

' 0 存在且相等，�−
' 0 = �+

' 0 = �'(0) = 0
故lim

�→0
��−2 cos 1

�
存在，所以� − 2 > 0，� > 2

题型四：★★★★已知某一点可导，用定义证明性质

［例2.6］
如果f(x)为偶函数，且f’(0)存在，请证明:f’(0) = 0
证明：

f’(x)=lim
x→0

� � −� 0
�−0

= lim
�→0

� −� −� 0
−�−0

由偶函数 f(x)= f(-x)得：f’(0)=- f’(0),故f’(0)=0
[例2.7]

（课本P96）设函数f:(0,+∞)R在x=1处可导，且
f(xy)=yf(x)+xf(y)，x,y∈（0,+∞）

证明：函数f在（0,+∞）内处处可导，并且f’(x)=�(x)
x
+ f’(1)

证：f’(x)= lim
��→0

�(x+��)−�(�)
��

= lim
��→0

�[� 1+��
� ]−�(�)

��
= lim

��→0

1+��
� � � +x� 1+��

� −�(�)

��
= lim

��→0
[ � �

�
+

�(1+��
� )

��
�

]

取x=y=1，易得f(1)=0
可得f’(x)= �(x)

x
+ f’(1)

题型五：★★★★★求分式的极限

[例2.8］
求���

ℎ→0

� �+�ℎ −�(�−�ℎ)
ℎ

解：���
ℎ→0

� �+�ℎ −� �−�ℎ
ℎ

=���
ℎ→0

� �+�ℎ −� � − � �−�ℎ −� �
ℎ

=� ���
ℎ→0

� �+�ℎ −� �
ℎ

+ � ���
ℎ→0

� �−�ℎ −� �
ℎ

=(� + �)�'(�)
拆项法，第三行第二项分母-bh应特别注意.

2.1.2 判定可导性

题型一：★★已知f(x)在X0处可导，讨论|f(x)|在X0处可导性

f (x0)>0，在点x0的ε邻域内有f (x) >0 (保号性)

f (x0)＜0，同理可得导数为- f ’(x0)

f (x0)=0，

lim
�→�0

+

� � −|� �0 |
�−�0

= lim
�→�0

+
| �(�)

�−�0
|=|f’(x0)|

lim
�→�0

−
� � −|� �0 |

�−�0
= - lim

�→�0
+

| �(�)
�−�0

|= -|f’(x0)|

当f'(x)≠0,左右导数异号，不可导；当f'(x)=0，可导.

题型二：★★★★★ f (x) = (x - a)k
|x - a|类型函数在x = a处可导性讨论.
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结论：

k = 0，f(x)在x = a处不可导

k = m(mϵ N*)，f(x)在x = a处m阶可导，m + 1阶不可导.
［例2.9］

求函数f (x) = (x
2
- x - 2) |x

3
- x|不可导点的个数.

解:因式分解得 f(x) = (x - 2)(x+ 1)|x(x + 1)(x - 1)|

利用上述结论：

x = 0, x = 1时k = 0不可导，x =-1时k= 1，一阶可导。其余零点均为可导零点。

2.1.3 ★★★★★可导必定连续

常利用其逆否命题判定不可导，即不连续的函数在不连续点必定不可导，上述题目中已经涉及

本知识点.

2.1.4 求导的基本法则

本节前半部分与高中部分类似，需新掌握

1. 正余割函数，双曲函数，反三角函数，反双曲函数的导数(一定要熟练背诵，很常用)

(secx)' =tanx·secx (cscx)' =-cotx·cscx. (shx)' =chx=��+�−�

2

(chx)' =shx=��−�−�

2
(thx)' =( �ℎ�

�ℎ�
)' = 1

�ℎ2�
arcsinx = 1

1−�2
arccosx =

−1

1−�2
arctanx = 1

1+�2 arccotx = −1
1+�2

arshx = 1

1+�2
archx = 1

�2−1
artanx = 1

1−�2

2. 幂指函数及对数求导法

幂指函数求导的常用方法：

1)写成指数形式：将� x = �(�)�(�)写作� x = ��(�) ln �(�)

2)对数求导法:ln � � = �(�) ln �(�)

3. 高阶函数求导(常用公式+Leibniz 公式)

高阶导常用公式：

(����)(�) = sin (� + ��
2
) (����)(�) = cos (� + ��

2
) ( 1

��+�
)(�) = (−1)���

(��+�)�+1(a≠0)

Leibniz公式：(��)(�) = �=0
� ��

��(�)�(�−�)� ，其中 u和 v n阶可导

2.1.5 ★★★★★复合函数链式求导

熟练度是最关键的，釆取逐层“扒皮”方法.

例 [2.10]

y = cos2(
�−�� �

�
)

设u =cos(
�−�� �

�
)，v=

�−�� �
�

，则y=u
2
.

可求得：v' = -
2−�� �

�2 , u’=-v' sin v

因此：y' = 2u·u
’
= 2

2−�� �
�2 ��� 1−�� �

�
��� 1−�� �

�

2.1.6 ★★反函数求导

公式如下：
� = �(�)
� = �(�) f’(x)= 1

�'(�)
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或��
' = 1

��
'

[例 2.11］

证明(arctan�)’ = 1
1+�2

证明： 令 y = arctanx, x = tany

��
' =sec2 �, ��

' =
1
��

' =
1

sec2 �
=

1
1+tan2 �

=
1

1+�2

2.1.7 ★★★对数求导法

常用于多项乘积或多次方情况

例［2.12］

求y= � ln � 1 − sin �中 y对x一阶导数

解：等式两边取对数ln �=�
�

�� � + �� ( �� � + �
�

�� (� − ��� � )]，再两边同时对x求导即可，计算

量比链式求导减少了不少.

[总结]对数求导法常见题型：

1.多项乘积（三项及以上）：采用对数求导法化积为和

eg. |� � | = 2�|����| 1 + �2

对数求导：( ln f x )' = [xln2 + ln sinx + 1
2

ln (1 + �2)]’

2.幂指函数求导：见前

3.根式：见例2.11

2.1.8 ★★ Leibniz公式高次求导

与多项式展开形式很像

多数应用于乘积(��)(�)=�(�)�(0)+��
1�(�−1)�'+��

2�(�−2)�''+…+�(0)�(�)中有x
m，m 为正整数的情况.

［例2.13］

求y = xlnx的n阶导数.

解：由于x的二阶及以上导数为0，利用公式可得=xlnx(n)+Cn
1lnx(n-1)，再代入lnx的高阶求导结果

即可.

2.1.9 ★★★★★隐函数求导

法一：方程两边同时对 x 求导

[例 2.14]

y = tan(x + y)，求
�2�
��2.

解：两边对x求导：

y'= 1
cos2 �+�

(1 + �')

y'= sec2 (�+�)
1−sec2 (�+�)

，sec2 (� + �) = 1 + tan2 (� + �)

y' =
1 + tan2 (� + �)
− tan2 (� + �)

=
1 + �2

− �2 =−
1
�2 − 1

y〃=− 2
�3 ( 1

�2 + 1)
法二：对数求导法

[例 2.15]

求由xy=yx确定的隐函数y的导数
dy
dx

解：取对数可得：ylnx = xlny

y' ln � + �
�
=ln � + 1

�
�'�
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y' =
ln � −

�
�

ln � −
�
�

2.1.10 ★★★★参数方程求导公式如下：

��
��

=
��
��

���
���=�� �� −�� ��

�� �

[例2.16]

（双纽函数求导）r2 = �2���2�，求在ρ �
2

, �
6

的切线方程

解：将方程写作(x2 + �2)4 = r4 = a2r2 ���2� − ���2� = a2(x2 − �2)

通过隐函数求导可得：y' = �2(�2−2�2−2�2)
�(�2+2�2+2�2)

在ρ �
2

, �
6
处：x = r cos � = 6

4
�，y = r sin � = 2

4
�

代入可得，在ρ �
2

, �
6
处，y' =0

切线方程为：y =
2

4
�

2.2 微分

可微分与可求导等价，本节主要需要掌握微分的运算法则与近似计算应用，以上节求导的知识

和计算为基础.

2.2.1 ★★★★★求函数微分

可以先求导得到
��
��
，然后将 dx乘到等式右边即可.

[例 2.17]
y = x sin 2x

dy
dx
=sin 2x + 2x cos 2x dx

dy = (sin 2x + 2x cos 2x) dx

2.2.2 ★★微分在近似计算中的应用

f(X)≈ f(xo) + �'(xo)(x - xo)

［例 2.18］

求 ln1.01的近似值解：

取 f (x)= ln(x),

ln(x)≈ln(x0)+
1
�0
(x- x0)

令 x0=1 , x = 1.01

ln(1.01)≈ ln(l) +1
1
(0.01) = 0.01

2.2.3 ★★★ 区分Δy 与 dy

大前提：可微，公式如下：
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y=f (x)，

Δy=f(x +Δx) - f(x)
dy = f’(x)dx

［例2.19］

已知y = x3
-x,计算在点x =2处当Δx分别等于1, 0.1, 0.01时的Δy与dy.

解：

Δy =［(x +Δx)3 - (x +Δx)］ - (x3 - x)

=(3x2 - 1)Δx + 3x(Δx)2 + (Δx)3

f’(x)=(3x2 -1)

dy = (3x2 -1)dx

再将各值代入即可.

2.2.4 微分中值定理及其应用

本节的主要内容为三个中值定理及洛必达法则的应用，中值定理的应用灵活性，技巧性很强，

需要多加练习总结题型和思路，经常作为压轴题考察. 洛必达法则不能盲目使用，需要明确前提条

件和使用技巧.

2.2.5 ★★★★★ 罗尔定理应用

罗尔定理:若函数 f 满足如下条件：

1在闭区间[a,b]上连续；

2 f 在开区间(a,b)上可导；

3 f(a)=f(b)

则在(a,b)上至少存在一点ξ，使f’(ξ)=0.

在罗尔定理的应用中，常常需要构造函数，现将几个常用的辅助函数列表如下：

[例 2.14]

设 f(x)、g(x) 在 [a,b] 上连续，在 (a,b) 内可导，且 f(b)−f(a) = g(b)−g(a)，试证明
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在 (a,b) 内至少存在一点 c，使得 f’(c) = f’(c)

证明：构造 F(x) = f(x) − g(x)，F(a) = F(b)，利用罗尔定理即可得证.
变式：柯西定理证明

设 f(x)、g(x) 在 [a,b] 上连续，在 (a,b) 内可导，且当 x ∈ (a,b),g′ (x) = 0试证明在 (a,b) 内至

少有一点 c，使得

证明：构造

⇒ f(b) − f(a) =m(b) −m(a)
故，由罗尔定理 ∃c ∈ (a,b)，使得

f ′ (c) =m′(c) 即：

2.2.6 ★★★★拉格朗日定理应用

如果函数f(x)满足：

(1)在闭区间[a,b]上连续；

(2)在开区间(a,b) 内可导；

那么在(a,b)内至少有一点ξ(a<ξ<b)，使等式f(b)-f(a)=f’(ξ)(b-a)成立。

可借助下面的图像理解：

常见题型：
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2.2.7 ★★ 柯西定理

设函数f(x),g(x) 满足:

⑴在闭区间[a,b]上连续；

⑵在开区间(a,b) 内可导；

⑶对任意x∈(a,b),g’(x)≠0，

那么在(a,b)内至少有一点ξ，使得 成立。

与拉格朗日中值定理的联系：

在柯西中值定理中，若取g(x)=x时，则其结论形式和拉格朗日中值定理的结论形式相同。因此，

拉格朗日中值定理为柯西中值定理的一个特例；柯西中值定理可看作是拉格朗日中值定理的推广。

几何意义理解：用参数方程表示的曲线上至少有一点，它的切线平行于两端点所在的弦。

[例 2.17] 设 0 ≤ a < b，f(x) 在 [a,b] 上连续，在 (a,b) 内可导，试证在 (a,b) 内存

在三点 x1,x2,x3，使得

分析：观察第二、三式分母，可 以看出他们分别是 x22、

x33 求导后的结果，因此，

第一式分母可以看成是 x1 求导后的结果. 化简后就成了一道比较简单的 Cauchy 定理的题

目.

证明：由分析可得：

联立三式，原式得证.

2.2.8 ★★★★洛必达法则

应用条件：f (x),g (x)在区间 (x0,x0 +δ),(δ > 0)满足：
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注意：数列不能直接用洛必达法则，需要先将 n 化为 x 的函数求极限，再利用海涅定理得到

数列同样为此极限。

2.2.9 Taylor 定理及其应用

本节介绍了带两种余项的泰勒公式，并给出了常用函数的麦克劳林展开式（一定要牢记，很常

用，在以后的级数学习中也会有类似形式），需要同学们根据不同的题灵活选用不同形式的余项.

2.2.10 ★★★★★带皮亚诺余项的泰勒公式应用

题型一：常用于求极限

题型二：等价无穷小应用

[例 2.20] 见 [例 1.14(2)]

仲
英
书
院
学
业
辅
导
中
心



2.2.11 ★★★★★带拉格朗日余项的泰勒公式应用

2.2.12 函数性态的研究

本节主要内容有单调性，极值，最值，凹凸性和拐点，整体难度不大，根据定义判断即可，但

根据是否连续和是否可导判断极值是一个难点。

2.2.13 判断单调性

利用函数求导法则判断。

2.2.14 ★★★极值点的讨论

在 x0 处：

1) 连续

①可导，且 f′ (x0)=0
导数在左右变号，取极值.
导数在左右不变号，不取极值.
②不可导

导数在左右变号，取极值.
导数在左右不变号，不取极值.
2) 不连续

利用定义：f : I→ R,x0∈ R, 若 ∃δ > 0, 使得 ∀x ∈ U(x0,δ) ⊆ I，恒有 f (x) ≥ f (x0)
（或 ≤），则 f 在 x0 处取极小（大）值.
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自我检测习题：

1.证明题：

2.证明题
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3.证明题
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4.证明题

5.证明题

6.证明题
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7.证明题

8.证明题

3 一元函数积分学及其应用

3.1 定积分的概念和存在条件★

对于工科学生而言，定积分的存在条件通常考试并不作太高要求，只需要简要了解即可，一般

也只有mooc题目中会有相关的问题，详情可参考课本175-180页. 定积分的概念往往会在求极限中
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考察，例如 lim
n→∞ �=1

� 1
�+�

� = 0
1 ��

1+�
� , 求这些极限的关键是先提取出一个1/n，然后把求和符号� 里的

式子写成�( �
�

)的样子.

3.2 定积分的性质

3.2.1 知识点

定积分的性质比较多，课本上一共列出了6条.（详情参考课本p180-p184）

以下设出现的函数均在给定的区间上可积.

1.线性性质： �
� [��(�) + ��(�)]�� = � �

� �(�)��� + � �
� �(�)��� .� ★★★

2.单调性：若对于 �, � 上的可积函数f,g恒有�(�)≤�(�)，那 �
� �(�)��� ≤ �

� �(�)��� ，这个结论

有一个直接推论：若在区间 �, � 内m≤�(�)≤M，则有m(b−a)≤ �
� �(�)��� ≤M(b−a).

3.（有界性）★★★

4.| �
� �(�)��� |≤ �

� �(�) ��� ★★★

5.对区间的可加性： �
� �(�)��� = �

� �(�)��� + �
� �(�)��� .★★★

6.乘积性质：若�(�), �(�)均在区间 �, � 内可积，那么�(�)�(�)也是这个区间上的可积函数.★

7.积分中值定理：设�(�)∈� �, � ，�(�)在 �, � 上可积且不变号，那么至少存在一点ξ∈ �, � ，

使得 �
� � � � � �� = �(ξ) �

� �(�)���� .★★★★

此定理的一个直接推论就是取� � = 1时至少存在一点ξ∈ �, � ，使得 �
� �(�)��� = �(ξ)(� − �)，

通常这里的�(ξ)被称为积分均值.★★★★

注：以上6条基本性质是课本上给出的，通常来说这些定理很少单独使用，都是组合在一起出

现，性质1和4最为简单基础，使用时有一定技巧性的是性质2和6，在考试的较难的证明题里会出现.

这两个性质体现的是在不具体计算的情况下对积分值的估计.

3.2.2 性质补充

1.设�(�)在 −�, � 上可积，那么：

当�(�)为奇函数时： −�
� f x �� = 0� ，

当�(�)为偶函数时： −�
� f x ��� = 2 0

� f x ��� .★★★

★★2.（Cauchy不等式）设�, �∈� �, � ，则 �
� � � � � ��� ≤ ( �

� �2 � ��� )
1
2( �

� �2 � ��� )
1
2

3.2.3 例题

[例3.1]（性质4的使用）设f是周期为T的周期函数，且在任一有限区间上可积,求证：

�
�+� � � ��� = 0

� � � ���
解析：为了利用周期函数这样一个条件，我们将其转化为� � = �(� + �)，再写成积分形式就

是 �
�+� � � ��� = 0

� � � ��� 那么我们只要利用性质4构造出这样一个式子即可

证明： �
�+� � � ��� = �

� � � ��� + �
�+� � � ��� = 0

� � � ��� + �
� � � ��� = 0

� � � ���

[例3.2]（比较积分值）比较 0

�
2 ����

1+�2 ��� 和 0

�
2 ����

1+�2 ��� 的大小

解： 0

�
2 ����

1+�2 ��� − 0

�
2 ����

1+�2 ��� = 0

�
2 ����−����

1+�2 ��� = 2 0

�
2

sin �−�
4

1+�2 ��� = 2( 0

�
4

sin �−�
4

1+�2 ��� +

�
4

�
2

sin �−�
4

1+�2 ��� ) 接下来在第二项中用
�
2

− � 替代 �：= 2 0

�
4

sin �−�
4

1+�2 ��� − 0

�
4

sin �−�
4

1+(�
2−�)2 ��� =

2 0

�
4

�
2sin �−�

4
�
2−2�

(1+�2)(1+(�
2−�)2)

��� < 0 于是： 0

�
2 ����

1+�2 ��� < 0

�
2 ����

1+�2 ���

评注：在比较积分值的题目中本题稍微有些难度，在课本上遇到的那些（例如比较

0
1 �������

1+�
� ��和 0

1 ln(1 + �)��� ，详情参见课本 p185）两个函数之间的大小关系都比较容易建

立，本题是另一种情况：给定区间里前一半第二个大，后一半第一个大，那么我们试图看看：哪个

大的部分更多，由于
����
1+�2 和

����
1+�2的大小分界点是在

�
4
，因此想到以这个点作为积分区域的拆分点.考
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试中遇到比较积分值的题目时应首先考虑两个被积函数在给定区间里的大小是否可以直接进行比

较，再考虑本题里的情况.

[例3.3]（估计积分值的大小）求证：2e−1
4 < 0

2 e�2−���� < 2e2

解析：估计积分值可以用积分的单调性，我们先考虑e�2−x在 0,2 上的范围.

证明：�2 − � = x − 1
2

2
− 1

4
, 于是当x∈ 0,2 时，− 1

4
≤ �2 − � ≤ 2, 故有：e−1

4 ≤ e�2−x ≤ e2

直接得到：2e−1
4 < 0

2 e�2−���� < 2e2

评注：对于考试中出现的估计积分值大小的题目通常我们只要求出被积函数在给定区间上的最

大值和最小值然后直接放缩即可.

[例3.4]（罗尔定理和积分中值定理）设函数f在[0,a]上连续，在(0,a)上可导，且8 7
8�
� � � ��� =

��(0),求证：∃ξ∈[a,b]，使得f′(ξ)=0.

解析：目标是证明区间内存在一点使得导数为0，很容易联想到罗尔定理，为了使用该定理的

条件，我们需要在区间内找到两个函数值相等的点，从题中给出的这个积分值的条件为突破口.

证明：根据积分中值定理，存在η∈( 7
8

�, �)，使得 7
8�
� � � ��� = f(η)，再根据已知8 7

8�
� � � ��� =

��(0), 可得f(η)=f(0) ，由洛尔定理可知存在ξ∈(0,η)使得f′(ξ)=0.

评注：积分中值定理常常与微分学中的拉格朗日定理，洛尔定理相联系构成组合题，更多类似

的题目会在下一小节给出.

3.3 微积分基本公式和基本定理

3.3.1 Newton-Leibniz 公式★★★★★

设f(x)在区间[a,b]上可积且有原函数F(x)（即F′(x)=f(x)），那么：

�

�
� � ��� = � � − � � = �(�)|��

推论：原函数F(x)一定在这个区间上连续.

评注：此公式非常重要，它将积分和导数联系到了一起，同样也简化了求积分值的过程.它把

求积分归结为求导的逆运算，是微积分的基本公式.同学们务必要熟悉理解这个公式.

[例3.5]若f x = �2, � ∈ [0,1]
� + 1, � ∈ [1,2]求： 0

2 � � ���

解：由于x=1是该函数的间断点，我们不能直接利用Newton-Leibniz公式计算，将函数分段之

后再进行计算.

0

2
� � ��� =

0

1
� � ��� +

1

2
� � ��� =

0

1
�2��� +

1

2
� + 1 ��� =

1
3

�3|0
1 + � +

�2

2
|1
2 =

17
6

评注：当被积函数在区间上不连续时，我们需要在间断点处对积分进行分段，这样才能使用牛

莱公式.

3.3.2 微积分第一基本定理★★★★

设f∈C[a,b]，则Φ(x)= �
� �(�)� ��在[a,b]上可导（且导数连续），且Φ′(x)=f(x)，相应的也

有dΦ(x)=f(x)dx.

评注：此公式实际上还是牛莱公式的推论，它把积分的原函数也函数化，也就是把变上限的积

分看成一个函数，该公式主要运用在变上限积分的求导上，它的一个推论是连续函数一定存在原函

数.注意这里的dx里的x是被积数，而积分符号上的x则是积分上限，两个x的意义不同，不要混淆.

[例 3.6] 设 f(x) 是 [a, +∞) 上的连续函数，F(x) = �
� (� − �)2�(�)� ��，求 �'(�).

解析：积分式子内部除了 t 还有 x，不适合直接用第一定理，我们先考虑展开对各项分别求导，

注意到对于 t 来说 x 是一个常数，因此在写积分式子的时候 x 可以提到积分符号的外面.
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解：

评注：在解决这种表达式未给出的函数的求导时，我们先要把积分符号内部的式子化成只有 一

个变量，将相对的常数变量提取到积分号外面. 再进行求导. 本题中细心的人会发现F' x =

�
� [(� − �)2]'�(�)� ��,其中这里的求导符号指对 x 的求导，在学习了多重积分之后同学们会对这个结

论有更深的理解

[例 3.7] 求lim
x→0

0
� ����2���

�
解析：本题考察用洛必达法则求极限和变上限积分求导的方法.

解：Φ(x)= 0
� ����2��� 可以看成是� � = 0

� ����2��� 和u = φ(x) = �复合而成的函数，因此：

根据洛 必达法则，原式= lim
x→0

0
� ����2���

�
= lim

x→0

����
2 �

1
2 �

=

1
评注：求极限是变上限积分求导的一个重要应用，做题的时候心里明白要把� � ��看成一个函

数即可，一般来说，容易证明以下的式子：

3.3.1 微积分第二基本定理★★★

设 F 是 f 在区间 I 上的一个原函数，C 是任意常数，那么 F + C 是 f 在 I 上的所有原函数.
评注：该定理是不定积分的理论基础，它说明了不定积分的结果实际上是一个集合，因此我们

在写不定积分的结果时必须要加上常数 C. 考试时对于该定理主要是考察常数 C 的确定，通常是依

据给出的等式和初值.
[例 3.8] 若函数� � 满足 � � = �2 + 0

1 �� � ��� ，求 � � 的表达式

解析：题中所给的条件看似复杂，但一个关键信息就是 � � 一定具有

�2 + �的形式，其中 C 是一个待定的常数，于是我们只要把这个形式代入到已知的等式里就可

以得到一个关于 C 的方程，解出 C 确定表达式.

解：设 f(x) = �2+ C，代入已知等式得：

解得：C = 2
3
，因此� � = �2 + 2

3

3.4 不定积分 ★★★★★

不定积分是考试对于积分这一块的考试重点，属于必考题型，在复习备考时应在熟练掌握基本

积分表的基础上大量练习，这一块往往有很强的技巧性，平时练习必须多加总结. 对于工科学生来

说考试中求不定积分也往往是求定积分的唯一途径. 这部分的计算对细心也有一定要求.
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3.4.1 基本积分表

在此处不再给出，详见课本 p192-p193，下面给出对于积分表的一些补充：

3.4.2 基本的积分方法

1) 拆分后各个积分：

理论依据 [�� � � + ��(�)]�� = � � � ��� + � � � ���
作用：将被积式子拆分成几个相对容易直接积分的式子，更便于观察.

[例 3.9] 求
1+�

1
3+�

7
3

�2� ��

解：

2) 换元积分法

a) 换元法则 1：

[例 3.10] 求

解：

评注：在用换元法则 1 求解积分时，务必要对一些微分式十分熟悉，例如

等，掌握这些等式的基础是记住基本积分表，在解题时也需要有意识的创造这些式子的出现.

[例 3.11] 求

解：
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评注：在处理由三角函数组成的积分式时，注意sinx和cosx之间的求导周期关系，在分子 分母

上同时乘上一个sinx或cosx,有意识的凑出dsinx或dcosx,然后使用换元。尤其是在求

���������� ���(�, � ∈ �)这种积分时，通过凑出dsinx或dcosx往往可以把三角积分化成多项式的积

分（多项式积分是所有积分中最简单的一种）

b) 换元法则 2：

理论依据（课本 p202）：我们将换元法则 1 的式子反过来写就变成了

与法则1里我们把f(x)的一部分放进微分里不同,法则2里我们是通过代换使得被积式里出现了

新的乘积项 φ′(t). 两种换元法则的最终目的都是简化被积式，使其变成容易积分的形式. 换元法则

2这部分需要记忆几个常用的换元情况.下面作出介绍：

• 被积式中含有根式：

∗根式形如 ��2 + �� + �(� ≠ 0)
由于可以通过代换 t = x + �

2�
使得根式变成 ��2 + �的形式，我们接下来只讨论一次项不存在的

情况，用表格形式给出：三角代换是常用的代换，同学们务必熟记，采用这种代换方法往往可以把

难以处理的根式化成三角有理式.

[例 3.12] 求：

解：(1) ��2 + �� + �的形式，我们先化成 ��2 + �
原积分可化简为：

��
����

� =
������

1 − ���2�
� =

�����
1 − ���2�

� =
1
2

(
1

1 + ����
+

1
1 − ����

)� ����� =
1
2

ln
1 − ����
1 + ����

+ �

再作逆代换 θ = arctan(2 3
3

(� + 1
2

)),原积分为

(2) 直接作代换 x = cosθ：
(3) 直接作代换：x =

secθ
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[例 3.13] 求：
解：

评注：对于 (2)，我们实际上历经了两次代换，其等价于一步的代换
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[例 3.14] 求

评注：对于（2），也可以采用凑微分的方法.

[例 3.15] 求
解：

[例 3.16] 求
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解：

•定积分里的分部

定积分里的分部常常被用来作一些定积分等式的推导，在求递推时也很有用.（课本 p211 页）

设u, v 均在区间 [a, b] 上有连续导数，那么：

此部分主要是先求不定积分再用牛莱公式，例题不再赘述，课本 p212 页给出了一个重要结论

（建议记忆，可以加速求定积分）：

[例 3.17]求

解：
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根据恒等式可得：

因此：

不定积分方法总结
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3.5 定积分的应用

3.5.1 知识点

3.5.2 例题

[例 3.18]

解析：给出的方程直接写成的形式较繁琐，我们用参数方程来表示.
解：考虑这个方程的参数方程：

其中参数满足 0 ≤ m ≤ 1.
因此面积为：

评注：很多时候曲线的方程是以隐函数的形式给出的，如果写成 y = f(x) 的形式很繁琐甚至不

可以写出. 这时就需要我们引入参数用参数方程来刻画这个曲线，参数的选取具有较强的技巧性，

但 这超出了本小册子讨论的范围. 我们只需要对简单的几种参数选取有一定印象即可. 另外取 y =
tx（然后选取 t 为参数）是一种常用的参数表示法.

[例 3.19] 求心形线 ρ = 4(1 + cos θ) 被射线 θ = 0 和射线 θ =�
2
所夹的那部分围绕极轴旋转产

生的旋转体的体积.
解析：极坐标方程是特殊的参数方程，ρ = ρ(θ) 等价于：

这是一个关于 θ 的参数方程.
解：考虑该曲线用 θ 表示的参数方程：
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即可得到：

评注：在求解一些不知名曲线的旋转体积，长度问题时有时画一个草图会对解题很有帮助.（草

图可以用描点法来画，选取上面 5 个点，结合对称性.） 这些问题的关键还是写出参数方程，然后

把参数方程直接带入即可.

[例 3.20] 有一直角三角形板，其直角顶点到斜边高的距离是 h. 两条直角边长分别是 a 和 b，
将

其铅直放入水中.
（1）如果直角顶点在水面，斜边在水下且与水面平行

（2）如果斜边与水面相齐.
分别求出这两种情况下该板一侧受到的水压力.
解析: 问题中板受到的压力不可以直接用公式“压强 × 受力面积”来计算，主要是板上不同深

度的点随水下深度的不同而变化，我们可以把板分成许多水平细条，由于各细条上的点到水面的距

离近似相等，所以细条上个点处压强也近似相等，可用公式“压强 × 受力面积”算出各细条受到

压力的近似值，将其积分即可得到整块板所受的压力. 题目要求求解两种不同摆法的板受到的压力，

先依题意画出草图.
解：我们设该直角三角形其中一个直角大小是 θ.
此时板在水中的情况如图 1（见下页）所示：

我们考虑把整块板分成宽为 dx 的一个个小矩形，对于每个小矩形，当 dx → 0 时可以近似看

成矩形上的压力处处相等，设矩形对应的深度是 x，那么每个点受到的压强都是ρgx，其中ρ是水的

密度，g是重力加速度，矩形受到的力：

于是整个矩形受到的力：(2) 此时板在水中的情况如图 2 所示：

与（1）类似，只是深度为 x 的矩形受到的压强变成了 ρg(h − x)，因此每个矩形受到的力变成

了dF = ρgx(h − x) �
�

+ �
�

�� ,那么整个板受到的力：

此处答案与课本答案略有不同，原因是 h 和 a, b 之间本身存在等式关系.
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3.6 反常积分

3.6.1 知识点

1)

了解两种反常积分的概念（★★★）：

（考试时常常出判断题，判别反常积分一个重要方法就是根据定义）

具体概念请参照课本 p228 和 p230
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3.6.2 三种准则的相互对比

3.6.3 关于 ����� 的反常积分（★★★★）

3.6.4 例题

[例 3.21] 判断下列反常积分的敛散性：

解： 仲
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[例 3.22]

3.6.5 反常积分方法总结
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4 常微分方程

4.1几类简单的微分方程

4.1.1 常微分方程的基本定义 ★

微分方程：含有未知函数导数（或微分）的方程为微分方程

常微分方程：微分方程中未知函数y是自变量x的一元函数，则该方程称为常微分方程.

阶：微分方程中所含未知函数的最高阶导数（或微分）的阶数

通解：微分方程中含有等于该方程阶数个相互独立的常数的解称为微分方程的通解（注

意通解不一定包含所有解）

特解：微分方程不含任意常数的解称为特解

定解条件：确定通解中任意常数的附加条件

4.1.2 可分离变量的一阶微分方程 ★★★

形如 方程，化为 ，然后分别对两边积分，即可求出通解，此

方法称为分离变量法.注意对 的情况单独讨论，若该情况可以包含在通解中，则无

需单独列出，否则需要将此情况单独写出.

注意：注意题目要求，若题目中要求求解通解，则无需考虑 的情况.

[例 4.1] 解微分方程

解：等式两边除以 和 变为：

等式两边分别积分得到：

由于 恒不为0，因此该解即为该方程的解.

4.1.3 一阶线性微分方程 ★★★★

未知函数及其导数都是一次的一阶微分方程称为一阶线性微分方程，其一般形式为

，称为非齐次线性微分方程 . 当 时，该方程变为

，称为齐次线性微分方程.

一阶线性齐次方程是可分离变量的方程. 对于形如 的方程，分离变量

得到
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，两边积分得到通解，通解形式为

对于形如 的方程，解的一般形式为

（C 是任意常数）.

上述公式记住最好，如果记不住，求解此方程也可使用常数变易法，主要方法为

1. 先求出非齐次微分方程对应齐次微分方程的通解

2. 再将通解中的常数 C 用 代换

3. 带入原方程即可求出

但此方法计算量略大

[例 4.2] 求微分方程 的通解

解：两边同除 即可化为一阶线性微分方程的一般形式

两边同除 得：

先求齐次方程 的解，利用分离变量法不难得到解为

令非齐次方程的解为

代入微分方程得：

解得：

所以原微分方程的解为：

[例 4.3] 求解方程

解：出现 ，不属于学过的任何一种形式. 目标是对方程进行处理，使它成为学过的形

式.

等式两边除以 ，得到：

注意 的导数是 ，方程可变为：
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原方程变成了一阶非齐次微分方程. 解得 ，即

4.1.4 变量代换法 ★★★★

1) 齐次微分方程

形如 的一阶微分方程称为齐次微分方程.

此方程的求解方法：令 ，即可转化为一个可分离变量的方程，求解得到 u之后

代入 得原方程通解.

[例 4.4] 解微分方程

解：令 ，则 .

代入原方程得：

即

等式两边积分得： ，即

将定解条件带入可得：C = 2.

2)Bernoulli 方程

形如 的方程

解法：

1.等式两边同除以 得到：

2.令 ，则

3.代入原方程得： . 原方程变为一阶微分非齐次方程.

4.求解出 u，进而求解 y.

[例 4.5]求微分方程 的通解

解：两边除 x 后就化为典型的 Bernoulli 方程

两边同除 x得：
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两边同除 ，得：

令 ，则 ，方程化为：

解得：

所以：

.

3) 其他可用变量代换法的一阶微分方程

[例 4.6] 求解微分方程

解：原方程变形可得：

令

变形为一阶非齐次微分方程：

-

解得：

[例 4.7] 求解微分方程

解：注意到 ，

原微分方程化为：

令 ,得

解得：

小结：当题目中的方程不属于所给的任何一种形式时，注意对方程进行转化，绝大部分题

目均可转化为常见类型，然后套用公式即可求解.

4.1.5 可降阶的高阶微分方程 ★★★

1) 型，积分 n 次即可，较为简单.

2) 型，不显含 y,此类题型的一般求解方法是令 ，则 ,原方程化

为以 p为未知函数的一阶微分方程 ，求解此方程可解出 y.

[例 4.8] 求微分方程 的通解

解：此方程属于不含 的类型

令 原方程变为：
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分离变量得：

解得：

两端再次积分可得：

3) 型，不显含 x，令 ，则 ，原方程可化为 与

的一阶微分方程 ，由此方程求解 之后代入原方程可解得 .

[例 4.9] 求微分方程 的通解

解：此方程属于不含 的类型令 ，则

代入原方程可得：

当 时， =C.

当 时，解得 ，即

4.2 高阶线性微分方程

4.2.1 线性微分方程的基本定义与解的存在唯一性定理 ★

定义：一个 n阶微分方程，如果其中的未知函数及其导数都是一次的，称其为 n 阶线

性微分方程一般形式为：

当 不恒为 0，称为 n阶线性非齐次方程

当 恒为 0，称为 n阶线性齐次方程

若该方程中的系数 均在区间 内连续,，则该方程存在唯一的

满足初值条件的解 ，称为解的存在唯一性定理.

4.2.2 解的叠合性，线性相关与线性无关，n 阶线性齐次方程解的线性无关判别法 ★★

若 均为该线性齐次方程的解，则这些解的任意线性组合仍为该齐次方程的

解，称为解的叠合性.
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线性相关与线性无关：与线性代数中的相关定义相同.

解的线性无关判别法：设 均为该线性齐次方程定义在区间 I内的解，则

它们线性无关的充要条件是：在 I 上存在一点使这 n 个解及其各阶导数在 t0 处构成的

Wronski 行列式ω(t0)的值不为 0.

4.2.3 线性微分方程解的结构 ★★★

1.线性微分算子

记

那么 n 阶线性齐次方程与 n 阶线性非齐次方程分别改写为：

其中 称为线性微分算子

线性微分算子的两个重要性质：

（1） ；

（2）

2.线性齐次方程的通解结构

n阶线性齐次方程的通解可以表示为其 n个线性无关的特解的线性组合

3.线性非齐次方程的通解结构

n 阶线性非齐次方程的通解可以表示为其任一特解与其对应的 n 阶线性齐次方程的通

解的和

4.两个比较重要的结论

结论 1：若 ， 是线性非齐次微分方程的解，则 必是对应的线性齐次微分方

程的解

证明：若 ， 是 的解，则

相减得： ，即

所以 是 的解

结论 2：若 ， 分别是线性非齐次微分方程 的解，则 必

是线性非齐次微分方程 的解

结论2的意义就在于求解线性非齐次微分方程的特解时可以把它化为两个便于求解的

线性非齐次微分方程，再分别求特解，最后原方程的特解为二者之和。进一步的，可以直

接设非齐次微分方程的特解形式为两个便于求解的线性非齐次微分方程的特解形式的和。

[例 4.10] 已知 是某二阶非齐次线性微分方程

的 3 个解，则该微分方程的通解为_______

解：先求齐次方程的通解，由于线性非齐次方程的两个特解必为对应的线性齐次方程的解，

所以 必为齐次方程的解，并且二者线性无关

所以对应的齐次方程的通解为：
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根据n阶线性非齐次方程的通解可以表示为其任一特解与其对应的n阶线性齐次方程的通

解的和

选取特解 ，故答案为：

4.2.4 高阶常系数线性齐次微分方程的解法 ★★★★★

当该方程中的系数 均为常数时，该方程称为常系数微分方程. 该类

方程的求解方式是：1.先求解该方程对应的特征方程 2.求出其特征根与特征值 3.根据特

征根的情况代入下表求解.

表 5: 特征根与对应通解

特征根 通解中的对应项

单实根

重实根

一对共轭单复

根

一对 重共轭

复根
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4.2.5 高阶常系数线性非齐次微分方程的解法 ★★★★★

非齐次微分方程的求解方法为：1.先求出该方程对应的齐次方程的通解 2.求出该非齐

次微分方程的任一特解 3.两者之和为所求方程的解. 特解的求解方法见下表：表中 Z,Z1,Z2

均为与 φ 同次数的多项式.

表 6: 特解的求法

f(t)的类型 特征根的情况 应设特解 的形式

m 次多项式φ(t) 0 不是特征根

m 次多项式φ(t) 0 是 k 重特征根

µ 不是特征根

µ 是 k 重特征根

不是特征根

是k重特征根

有关常系数线性微分方程，建议以课本为基础，通过大量做课后习题对此部分公式加以

记忆，也建议在考前晚上对此部分公式加以重点记忆，防止混淆.

[例 4.11]

求 的通解

解：与方程对应的齐次方程为 ，特征方程为

特征方程的根为

从而特征方程的解为C1(x + 1)e2x

由于2是重特征根，因此原方程的特解可以写为 ，代入原方程求得 ，

因此原方程的通解为：

[例 4.12] 求微分方程 的通解

解：特征方程的特征根 λ1= 2,λ2= 3, 因此齐次方程的通解为 由于

µ = 2 是该特征方程的单根，因此设 ，代入该方程可解得 B0=−1,B1

=−1/2，因此特解 x∗= ，原方程通解为：
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[例 4.13] 求微分方程 的通解

解：特征方程为 ，其根为

对应的齐次方程的通解为：

由于 为特征方程的单根，因此设非齐次方程的特解为

代入方程，比较系数求得：

因此特解为：

所求通解为：

4.2.6 常见的高阶变系数线性微分方程的解法（Euler 方程 ★★★）

Euler 方程的一般形式：

求解方法：通过变换 或 (t > 0) 化为常系数线性微分方程.

[例 4.14] 求微分方程 的通解

解：此方程符合 Euler 方程形式，直接套用基本步骤即可令 ，则有：

代入原方程，化简可得：

可求得其通解为 ，代入 可求得其通解：
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4.3 线性微分方程组

4.3.1 线性微分方程组的概念 ★

形如 的常微分方程组称为关

于未知函数组的 n 阶线性常微分方程，简称为线性方程组

矩阵形式为：

若 恒为 0，称为齐次线性微分方程组

若 不恒为 0，称为非齐次线性微分方程组

4.3.2 齐次线性微分方程组的基本性质 ★

1. 是该方程组的解，称为零解或平凡解.

2. 若解 满足初值条件 ，则有 .

3. 满足解的叠合性.

4.3.3 基解矩阵以及线性无关判别法 ★

此部分概念较为繁琐，且考察较少，在复习时可有选择的对课本知识进行复习.

4.3.4 常系数线性齐次微分方程组的求解方法 ★★★★

1) 基本理论：

对于形如 的方程，记系数矩阵为 A，向量形式为 .

假设有形如 的解，代入上式得：

λ为 A的特征值，r为 对应的的特征向量.

有三个解题必须用到的定理，分别对应解题中出现的三种情况

【定理 1】设 n 阶矩阵，A 有 n 个线性无关的特征向量 它们对应特征值为

，则矩阵 为原方程组的一个基解矩阵.

【定理 2】设 是矩阵 A 的 重特征向量，则该方程组必存在 个形如

的线性无关特解，其中 为
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的非零解， 可由下列关系式确定：

【定理 3】设 有复值解

则

也是原方程的解，并且其实部 ，虚部 也是原方程的解

定理3说明对于有复特征根的情形,可以先求其复值解,复值解的实部与虚部就是要找的

实值解

2) 解题方法

首先求解系数矩阵特征值，对应三种情况：

1. 有 n个线性无关的特征向量，即特征值均为单特征值或者重特征值的特征向量数等于

特征重数.利用定理一求解

2. 没有 n 个线性无关的特征向量，即特征向量数不等于特征重数.利用定理二求解

3. 有特征值为复数，利用定理三求解

[例 4.15] 求下列方程组的通解：

解：系数矩阵的特征值与特征向量为：

通解为：

注：限于篇幅，这里只举一个简单的例子，对于线性齐次微分方程组的三种情况，必须熟

练掌握课本 304-309 页例题 3.3-3.6.
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4.3.5 常系数线性非齐次微分方程组的求解方法 ★★

对于：

其通解为：

满足 的特解为：

其中 为所对应的齐次方程组满足 的基解矩阵.

此公式形式较为复杂，建议在考前对此公式进行记忆，考试时直接套用公式即可.
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5 各章习题举例

5.1 第一章习题

5.1.1 选择题
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5.1.2 填空题
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