
目录   上页   下页   返回   结束 

二、 导数应用

习题课

一、 微分中值定理及其应用

中值定理及导数的应用

 第三章 
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造技巧：注：常见的一些函数构

xxxx )()(),(1 ffba ¢-=Î$ 使）证（ xxfxF )()( =Þ

0)()(),(2 =¢+Î$ xxx ffba 使）证（ )()( xfexF x=Þ
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 拉格朗日中值定理 )()( bfaf =

一、 微分中值定理及其应用

1.  微分中值定理及其相互关系 
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2. 微分中值定理的主要应用

(1) 研究函数或导数的性态

(2) 证明恒等式或不等式

(3) 证明有关中值问题的结论
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3. 有关中值问题的解题方法

利用逆向思维 , 设辅助函数 . 一般解题方法:
(1)证明含一个中值的等式或根的存在 ,

(2) 若结论中涉及含中值的两个不同函数 ,

(3) 若结论中含两个或两个以上的中值 ,

可用原函数法找辅助函数 .
多用罗尔定理,

可考虑用柯

西中值定理 .
必须多次应用

中值定理 .
(4) 若已知条件中含高阶导数 , 多考虑用泰勒公式 ,

(5) 若结论为不等式 , 要注意适当放大或缩小的技巧.
有时也可考虑对导数用中值定理 .
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题型小结
1.应用洛必达法则求未定式的极限

3.最大值、最小值及应用

2.函数性态的研究及作图

4.函数方程根的讨论

根的存在性，根的唯一性，根的个数

函数的单调性与函数的凹凸性，极值、极值点及拐点

00 0 0
0

¥¥
×¥ ¥ ¥ ¥

¥
0型， 型， 型， - 型，1 型， 型， 型

5.等式、不等式的证明

微分中值定理，利用函数的性态（单调性，凹凸性，极值，最值）
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例1.(1)选择以下题中给出的四个结论中一个正确的结论：

( ) 0, (0), (1), (1) (0) (0) (1)
   

f x f f f f f f¢¢ ¢ ¢> - -设在[0,1]上 则 或

几个数的大小顺序为（ ）

( )    (1) (0) (1) (0)       ( )   (1) (1) (0) (0)
( )   (1) (0) (1) (0)        ( )   (1) (0) (1) (0)
A f f f f B f f f f
C f f f f D f f f f

¢ ¢ ¢ ¢> > - > - >
¢ ¢ ¢ ¢- > > > - >

分析：由拉格朗日中值定理得：

(1) (0) ( )(1 0) ( ),        0 1f f f fx x x¢ ¢- = - = < <

( ) 0,f x¢¢ >

(1) ( ) (0).f f fx¢ ¢ ¢> >

B

( )f x¢\ 单调增加 ,在 [ ]0,1

(1) (1) (0) (0).f f f f¢ ¢\ > - >

P182   2



目录   上页   下页   返回   结束 

'

'

'

'

( ) ( , ) ( , )
( ) ( ). ( ) ;
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ïî

ï
í
ì

Î
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=
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x

x
xf例如：

B例1. (2)
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3 2( ) 3 [0,1]f x x x a
a

= - +证明:函数 在 内不可能有两个

零点，其中 为常数.

(3)

证:
1 2 1 2, [0,1], ( ) ( ) 0.x x f x f x$ Î = =假设 使得

1 2( ) .f x x x则 在以 ， 为端点的区间满足罗尔定理

(0,1), ( ) 0.fx x¢$ Î =使得

2( ) 3 6 3 ( 2) 0, (0,1)f x x x x x x¢ = - = - < " Î而

.矛盾 ( ) [0,1]f x所以 在 内不可能有两个零点.
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例2.    设函数          在         上有三阶导数，且                 ，)(xf ]1,0[ 0)1( =f
又函数                              ，证明在          内至少存在一点    ，)()( 3 xfxxF = )1,0( x
使得                     ．0)( =¢¢¢ xF

证    由条件知函数           在区间         上三阶可导，因)(xF ]1,0[
，0)1()0( == FF

故存在点                   ，使得                     ，                      )1,0(1 Îx 0)( 1 =¢ xF
，)()(3)( 32 xfxxfxxF ¢+=¢

由此得                                    ，所以存在                      ，使得0)()0( 1 =¢=¢ xFF ),0( 12 xx Î

，0)( 2 =¢¢ xF
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又                                                                         ，得                    ，)()(6)(6)( 32 xfxxfxxfxxF +¢+=¢¢ 0)0( =¢¢F

由此得                                      ，使得)1,0(),0( 2 ÌÎ$ xx

．0)( =¢¢¢ xF
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例3.     设函数          在           上连续，在           内二阶可)(xf ],[ ba ),( ba
导，且                                 ，                                      ．0)()( == bfaf )(0)( bcacf <<<
         证明：至少存在一点                   ，使得                   ．),( baÎx 0)( >¢¢ xf
证    由拉格朗日中值定理知，存在                    ，使得    ),(1 caÎx

，0)()()( 1 <
-
-

=¢
ac

afcff x 同理，存在                    ，使得),(2 bcÎx

，0)()()( 2 >
-
-

=¢
cb

cfbff x

在区间              上再一次使用拉格朗日中值定理，知存在],[ 21 xx
                                       ，使得),(),( 21 baÌÎ xxx

．0)()()(
12

12 >
-

¢-¢
=¢¢

xx
xxx fff
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( ) [0,1] (0,1)
(1) 0, (0,1)

( )( ) .

f x
f

ff

x
xx
x

=

¢ = -

已知函数 在 上连续，在 内可导，

且 证明：在 内存在一点 ，

使得

例4.

证 ( ) ( ),F x xf x=设 ( ) [0,1]F x则 在 上连续，

(0) (1) 0.F F= =
由罗尔定理可得 : (0,1),x$ Î ( ) 0F x¢ =

,( ) ( ) ( )F f fx x x x¢ ¢= +
( )( ) .ff x

x
x

¢ = -即

分析  问题转化为证 ( ) ( ) 0.f fx x x¢ + =

(0,1)在 内可导，
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例4.  设 在)(xf ]1,0[ 内可导, 且

,0)1( =f 证明至少存在一点

-=¢ )(xf

,)1,0(Îx 使

上连续, 在 )1,0(

x
x )(2 f

证:  问题转化为证 .0)(2)( =+¢ xxx ff
设辅助函数 )()( 2 xfxx =j
显然 )(xj 在 [ 0 , 1 ] 上满足罗尔定理条件, 故至

,)1,0(Îx 使

0)()(2)( 2 =¢+=¢ xxxxxj ff

即有 -=¢ )(xf
x
x )(2 f

少存在一点
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例4.  设 在)(xf ]1,0[ 内可导, 且

,0)1( =f 证明至少存在一点

-=¢ )(xf

,)1,0(Îx 使

上连续, 在 )1,0(

x
x )(2 f

分析  问题转化为证
( ) 2 0.
( )

f
f
x
x x
¢

+ =

(ln ( ) 2ln )f x x ¢= +

( ) 2( ) | 0
( ) x

f x
f x x x=

¢
+ =

( ) 2
( )

f x
f x x
¢

+ 2(ln ( ) ln )f x x ¢= +
2(ln ( ))x f x ¢=

设辅助函数 )()( 2 xfxx =j

卸磨杀驴，脱掉对数函数.
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例5.     设函数          在           上连续，在           内可)(xf [0,1] (0,1)

导，且 (0) 0,f =
1( ) 1.
2

f =

证明：至少存在一点                 ，使得(0,1)x Î ( ) 1.f x¢ =

(1) 0,f =

( ( ) ) | 0xf x x x=¢- =

设辅助函数 ( ) ( )x f x xj = - ， (0) 0,j =
1 1 1( ) 1 0,
2 2 2

j = - = >由 (1) 1 0,j = - <

(0,1),h Î ( ) 0.j h =使得

则由零点定理 

从而

证:  问题转化为证

,( 0) [ ]xj h 上满足罗尔定在 理的条件.

(0,1)Ì

至少存在一点

( ) 0.j x¢ =使得 ( ) 1.f x¢ =即

(0, )x hÎ
知存在
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例5.     设函数          在           上连续，在           内二阶可)(xf [0, ]
2
p (0, )

2
p

导，且 (0) 0,f = ( ) 1.
2

f p
=

证明：至少存在一点                  ，使得(0, )
2
px Î

cos ( ) sin ( ) 0.f fx x x x¢ ¢¢+ =

(1) 3,f =

分析       结论转化为 (sin ( )) | 0xxf x x=¢ ¢ =

设辅助函数 ( ) sin ( )x xf xj ¢= (0) 0,j =

(1) sin1 (1),fj ¢= × ( ) sin ( ) ( ).
2 2 2 2

f fp p p pj ¢ ¢= × =

(0) 0,f =由 ( ) 1.
2

f p
=(1) 3,f = 知存在最大值点 (0, ),

2
ph Î

( ) ,f h 是最大值 ( ) 0.f h¢ =则由费马引理得 
( ) sin ( ) 0.fj h h h¢= =

从而

,( 0) [ ]xj h 上满足罗尔定在 理的条件.
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例5.     设函数          在           上连续，在           内二阶可)(xf [0, ]
2
p (0, )

2
p

导，且 (0) 0,f = ( ) 1.
2

f p
=

证明：至少存在一点                 ，使得(0, )
2
px Î

cos ( ) sin ( ) 0.f fx x x x¢ ¢¢+ =

(1) 3,f =

(sin ( )) | 0xxf x x=¢ ¢ =

设辅助函数 ( ) sin ( )x xf xj ¢= ， (0) 0,j =

(0) 0,f =由 ( ) 1.
2

f p
=(1) 3,f = 知存在最大值点 (0, ),

2
ph Î

( ) 0.f h¢ =则由费马引理得 ( ) sin ( ) 0.fj h h h¢= =从而

,( 0) [ ]xj h 上满足罗尔定在 理的条件.

证:  问题转化为证

,( 0) [ ]xj h 上满足罗尔定在 理的条件.

(0, )
2
p

Ì

至少存在一点

( ) 0.j x¢ =使得 cos ( ) sin ( ) 0.f fx x x x¢ ¢¢+ =即

(0, )x hÎ
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设       ,函数    在     上连续,在      内可导,0 a b< < ( )f x [ ,   ]a b ( ,   )a b

试证在         内至少存在一点     使                                    成立.( ,   )a b ,x ( ) ( ) ( ) ln bf b f a f
a

x x¢- =

分析： 将所证等式变形为                      或 
( ) ( ) ( )

ln ln 1
f b f a f

b a
x
x
¢-

=
-

[ ]
( ) ( ) ( ) ,

ln ln ln
x

f b f a f x
b a x

x=

¢-
= ¢- 可见，应对       与       在      上应用( )f x ln x [ ,   ]a b

证明:设                   由题设知,        与        在        上满足( ) ln ,g x x= ( )f x ( )g x [ ,   ]a b

柯西中值定理的条件。由柯西中值定理可知，

柯西中值定理.

P182   8
例6. 
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总结：利用中值定理证明相关命题，关键是根据题

目的特点，寻找合适的定理及相应的辅助函数。步

骤如下：（1）构造辅助函数；

（2）确定区间；

（3）验证定理条件。 

亦即 ( ) ( ) ( ) ln .bf b f a f
a

x x¢- =

( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( )
f b f a f
g b g a g

x
x
¢-

=
¢-

在         内至少存在一点    ,  使( ,   )a b x

( ) ( ) ( )
ln ln 1
f b f a f

b a
x
x
¢-

=
-

即
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例7. 设 在)(xf ),( ¥+-¥ 上可导, 且

证明 f ( x ) 至多只有一个零点 .   

证:  设 )(e)( xfx x=j

则 ])()([e)( xfxfx x ¢+=¢j 0>

,0)()( >¢+ xfxf

故 )(xj 在 ),( ¥+-¥ 上连续单调递增, 从而至多只有

一个零点 .

又因 ,0e >x 因此 )(xf 也至多只有一个零点 .

思考: 若题中 0)()( >¢+ xfxf 改为 ,0)()( <¢- xfxf

其他不变时, 如何设辅助函数? )(e)( xfx x-=j
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例8.  设 ,0)0( =f 在 ),0[ ¥+ 上 )(xf ¢ 存在 , 且单调

递减 , 0,0 >> ba 有

)()()( bfafbaf +<+

证:  设 ,)()()()( xfafxafx --+=j 则 0)0( =j

)()()( xfxafx ¢-+¢=¢j )0(0 >< x

所以当 时，0>x )(xj 0)0( =<j

令 ,bx = 得

0)()()()( <--+= bfafbafbj

即所证不等式成立 .

 证明对一切
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 .)()()(  
   ,0,0  ,0)0(,0)(            

2121

21

xfxfxxf
xxfxf

+<+

>>"=<¢¢

有

证明设例9’

证 210 xx <<不妨设

)()()( 1221 xfxfxxf --+因为

12 )( xf x¢=

0))(( 121 <-¢¢= xxxfx

).()()( 2121 xfxfxxf +<+所以

)0,( 112122 xxxx <<+<< xx

)]0()([)]()([ 1221 fxfxfxxf ---+=

)( 21 xxx <<

11)( xf x¢-



目录   上页   下页   返回   结束 

例10. ( )2 2 2
2

4ln ln .e a b e b a b a
e

< < < - > -设 ,证明

( )2 2
2

4( ) ln ln ,f x x a x a
e

= - - -令
2 2( ) [ , ] ( ) ( , )f x a e f x a e则 在 上连续， 在 内可导,且

2
2ln 4( ) ,xf x
x e

¢ = -

2
2(1 ln )( ) xf x

x
-¢¢ =

2, ( ) ( ) 0.f x f e¢ ¢> =2( , ) , ( ) .x a e f x¢\ Î当 时 单调递减

证明： ( ) 0,f a =

2
2

2 2
2ln 4( ) ef e
e e

¢ = - 0,=

2
2(1 ln )e

x
-

<
2

2(1 1)=
x
- =0

从而f(x)在           内单调增加 2[ ,  ]a e

因此当               时  f(b) > f(a)=02a b e< <

2 2
2

4ln ln ( ).b a b a
e

- > -即 
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例10. ( )2 2 2
2

4ln ln .e a b e b a b a
e

< < < - > -设 ,证明

2( ) ln ,f x x=令

( ) [ , ] .f x a b则 在 上满足拉格朗日中值定理的条件

( , ),a bx\ Î存在
2 2ln ln 2ln( ) .b a f
b a

xx
x

- ¢= =
-

满足

22 ln( ) , ( , ),xg x x e e
x

= Î令

2
2(1 ln )( ) xg x

x
-¢\ =由 ，可得，

2( , ) , ( ) 0.x e e g x¢Î <当 时

2( , ) , ( ) .x e e g x\ Î当 时 单调递减

2 ,e a b ex< < < <又
2

4 2 ln .
e

x
x

\ <
2 2

2
ln ln 4 .b a

b a e
-

>
-

证明：

( )2 2
2

4ln ln .b a b a
e

- > -从而即
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例11. 设实数 满足下述等式naaa ,,, 10 

0
12

1
0 =

+
+++

n
aaa n

证明方程 在 ( 0 , 1) 内至少有一

个实根 .

010 =+++ n
n xaxaa 

证: 令 ,)( 10
n

n xaxaaxF +++=¢  则可设

121
0 12

)( +

+
+++= nn x

n
axaxaxF 

,]1,0[)(, 上连续在显然 xF 且 =)0(F
由罗尔定理知存在一点 ,)1,0(Îx 使 ,0)( =¢ xF

即 .10010 x内至少有一个实根），（在=+++ n
nxaxaa 

,)1,0( 内可导在

,0)1( =F
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3. 已知函数 )1,0(,]1,0[)( 在上连续在xf 内可导, 且

证: (1) 令 且上连续，在则 ]1,0[)(xg,1)()( -+= xxfxg
01)1(,01)0( >=<-= gg

证明,1)1(,0)0( == ff
xxx －使得存在 1)(),1,0()1( =Î f

)1,0(Îx故存在

01)()( =-+= xxx fg

使 

即 xx -=1)(f

(2005 考研）

0 1x

1)()(),1,0(,)2( =¢¢Î zhzh ff使得存在两个不同的点
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)1,0(,]1,0[)( 在上连续在xf 内可导, 且

(2) 根据拉格朗日中值定理, 存在 ),1,0(),0( ÌÎ xh

0
)0()()(

-
-

=¢
x
xh fff

证明,1)1(,0)0( == ff
xxx －使得存在 1)(),1,0()1( =Î f

x
x-

=
1

1)()(),1,0(,)2( =¢¢Î zhzh ff使得存在两个不同的点

使

x
xz

-
-

=¢
1

)()1()( fff
x

x
-

=
1

1
1

1)()( =
-

×
-

=¢¢\
x

x
x
xzh ff

3. 已知函数

),1,0()1,( ÌÎ xz
0 1x zh
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阶导数,  且存在相等的最大值,  并满足

4. 设函数 ),(,],[)(,)( babaxgxf 在上连续在

证:
取得最大值，在同一点 ),()(),( bacxgxf Î

)()()( xgxfxF -=令

0)(,0)()()( =¢=== cFcFbFaF

),()( agaf =
).()(),,( xxx gfba ¢¢=¢¢Î 使证明存在,)()( bgbf =

),,(),( baca ÌÎx据泰勒定理, 存在

2
2
1 ))(())(()()( caFcacFcFaF -¢¢+-¢+= x
！

使 

由此得 0)( =¢¢ xF
即有 ( ) ( ), ( , )f g a bx x x¢¢ ¢¢= Î

(2007 考研）

情形1. 则有

内具有二
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阶导数,  且存在相等的最大值,  并满足

),(,],[)(,)( babaxgxf 在上连续在

情形2. 取得最大值，，分别在点 ),()(),( badcxgxf Î
，无妨设 dc <

0)()()(,0)()()( <-=>-= dgdfdFcgcfcF

),()( agaf =
).()(),,( xxx gfba ¢¢=¢¢Î 使证明存在,)()( bgbf =

使),(),( badc ÌÎh因此据零点定理, 存在

,0)()( == bFaF又 )(),(),,( xFba 上对分别在 hh

),(,0)();,(,0)( 2211 bFaF hhhhhh Î=¢Î=¢

),(),(,0)( 21 baF ÌÎ=¢¢ hhxx

即有 ),()()( bagf Î¢¢=¢¢ xxx

则有

4. 设函数

应用罗尔

上用罗尔定理得在再对 ),()( 21 hhxF ¢
定理得

内具有二

hc d ba 1h
x

2h

0)( =hF
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例1. 设函数 在)(xf ),( ba 内可导, 且 ,)( Mxf £¢

证明 在)(xf ),( ba 内有界.  

证:  取点 ,),(0 bax Î 再取异于 0x 的点 ,),( baxÎ 对

xxxf ,)( 0在以 为端点的区间上用拉氏中值定理, 得

))(()()( 00 xxfxfxf -¢=- x )( 0 之间与界于 xxx

))(()()( 00 xxfxfxf -¢+=\ x

00 )()( xxfxf -¢+£ x

)()( 0 abMxf -+£ K= (定数)

可见对任意 ,),( baxÎ ,)( Kxf £ 即得所证 .
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例3. ,)(],[)( 内可导，在，上连续在设 babaxf 且

,0 ba << 试证存在 ).(
2

)( h
h

x fbaf ¢+
=¢使,),(, baÎhx

证: 欲证 ,
2

)()(
h
hx f

ba
f ¢

=
+
¢

因 f ( x ) 在 [ a , b ] 上满足拉氏中值定理条件, 故有

),(,))(()()( baabfafbf Î-¢=- xx

,],[)( 2 上满足柯西定理条件在及又因 baxxf

),(,
2

)()()(
22 baf

ab
afbf Î

¢
=

-
- h

h
h

将①代入② , 化简得

故有

①

②

),(
2

)( h
h

x fbaf ¢+
=¢ ),(, baÎhx

即要证 .
2

)())((
22 h

hx f
ab

abf ¢
=

-
-¢
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例5. 设函数 f (x) 在[ 0, 3 ]上连续, 在( 0, 3 )内可导, 且 
,1)3(,3)2()1()0( ==++ ffff 使,)3,0(Îx

.0)( =¢ xf

分析:  所给条件可写为 1)3(,13
)2()1()0( ==++ ffff

(2003考研) 

试证必存在 

想到找一点 c , 使 3
)2()1()0()( fffcf ++=

证: 因 f (x) 在[0, 3]上连续, 所以在[ 0, 2 ]上连续, 且在

[ 0, 2 ]上有最大值 M 与最小值 m, 故

Mfffm ££ )2(),1(),0( Mm fff ££ ++
3

)2()1()0(

由介值定理, 至少存在一点 使,]2,0[Îc

3
)2()1()0()( fffcf ++= 1=

,1)3()( == fcf ,)3,(,]3,[)( 内可导在上连续在且 ccxf
由罗尔定理知, 必存在 .0)(,)3,0()3,( =¢ÌÎ xx fc 使
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]ln)1ln([)(
)(

1 xxxf
xf

-+=¢

例8. 证明 在x
xxf )1()( 1+= ),0( ¥+ 上单调增加.

证: )1ln()(ln 1
xxxf +=

]ln)1ln([ xxx -+=

]
1

1ln)1ln([)11()(
x

xx
x

xf x

+
--++=¢\

令 ,ln)( ttF = 在 [ x , x +1 ]上利用拉氏中值定理,

]1
1

1[
xx

x -
+

+

)10(1ln)1ln( +<<<=-+ xxxx x
x x+
>

1
1

故当 x > 0 时, ,0)( >¢ xf 从而 )(xf 在 ),0( ¥+ 上单调增.

得
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例1   设在           上，                               ，证

明函数

(0) 0, ( ) 0f f x¢¢= >[0, ]a
( )( ) f xx
x

j = 在           上是单调增加的．[0, ]a

证    当               时，有0 x a< <
2

( ) ( )( ) f x x f xx
x

j
¢ -¢ = ，

( ) (0) ( )( 0) (0 ).f x f f x xx x¢- = - < <

根据拉格朗日中值定理

,0)( >¢¢ xf因 )(xf ¢即

，0)()( >¢-¢ xfxf
是单调增加的．因而

故
2

( ) [ ( ) (0)]( ) f x f x fx
x

j
¢ - -¢ = 2

( ) ( )( 0)f x x f x
x
x¢ ¢- -

=
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故
2

( ) ( )( ) ( )f x f xx
x

xj
¢ ¢-¢ =

( ) ( ) 0f x f
x

x¢ ¢-
= > ，

( )( ) f xx
x

j =所以 在           上是单调增加的．[0, ]a
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例1   设在           上，                                      ，证

明函数

(0) 0, ( ) 0f f x¢¢= >[0, ]a
( )( ) f xx
x

j = 在           上是单调增加的．[0, ]a

证    当               时，有0 x a< <
2

( ) ( )( ) f x x f xx
x

j
¢ -¢ = ，

( ) ( ) ( )(0 ).F x f x x f x x a¢= - £ £设

,0)( >¢¢ xf因

( ) ( ) ( ) ( )F x f x xf x f x¢ ¢ ¢¢ ¢= + -
因而

故

( ) (0) 0,F x F> =
( ) 0xf x¢¢= > ，

( )F x即 是单调增加的．因而

( ) 0xj¢ > ，
( )( ) f xx
x

j =所以 在           上是单调增加的．[0, ]a
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证明:存在 ,)1,0(Îx .0)()( =¢+ xxx ffn使

   设 ]1,0[ 可导，且 ,0)1( =f在 连续， )1,0()(xf

证: 设辅助函数 )()( xfxx n=j

,)1,0(Îx因此至少存在

显然 )(xj 在         上满足罗尔定理条件,]1,0[

=¢ )(xj

即 0)()( =¢+ xxx ffn

使得

)()(1 xxxx ffn nn ¢+- 0=

练习
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)0()1( ff -
)0()1( FF -

例5. 设
)].0()1([2)( fff -=¢ xx

x
x

2
)(

01
)0()1( fff ¢
=

-
-

x=¢
¢

=
xx

xf
)(
)(

2

,)( 2xxF =

,)1,0(,]1,0[)( 内可导在上连续在xf
至少存在一点 ),1,0(Îx 使

证: 问题转化为证

设 则 )(,)( xFxf 在 [0, 1] 上满足柯西中值

定理条件, 因此在 ( 0 , 1 ) 内至少存在一点 x , 使

)(xf ¢
=

)(xF ¢01- x2

即 )]0()1([2)( fff -=¢ xx

证明
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证: 因为 ( ) ( , )f x a b在 内二阶可导，

中值定理条件,

因为A,B,C三点在一条直线上，所以

由

( ) 0.f x¢¢ =

1 1
( ) ( )( )= , ;f c f af x a x c

c a
-¢ < <
-

因此应有

存在且连续，

( ) ( , )f x a b¢则 在 内

( ) [ , ] [ , ]f x a c c b所以 在 和 上满足拉格朗日

2 2
( ) ( )( )= ,f b f cf x c x b

b c
-¢ < <
-

1 2( ) = ( ),f x f x¢ ¢

1 2( ) [ ,f x x x¢ 在 ]满足罗尔定理的条件, 由罗尔定理

1 2( , ) ( , ),x x a bx Î Ì知至少存在一点 使

例5. 设

( ) 0.f x¢¢ =

( ) [ , ] , ( , ) , ( )f x a b a b f x在 上连续 在 内二阶可导又若

证明在(a,b)内至少存在一点.a c b< < 使得

的图形与联结 A(a,f(a)),B(b,f(b))两点的弦交于点C(c,f(c))
,x
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2.  设 ],π,0[)( Cxf Î 且在 )π,0( 内可导, 证明至少存

在一点 ,)π,0(Îx 使 .cot)()( xxx ff -=¢

提示: 由结论可知, 只需证

0cos)(sin)( =+¢ xxxx ff

即 [ ] 0sin)( =¢
=xxxxf

验证 )(xF 在 ]π,0[ 上满足罗尔定理条件.

设 xxfxF sin)()( =
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x

x x
1

1 lncos
1lnlne

1lnsinlnesin
-
- =

)e,1(,
)(
)(

)1((e)
)1((e)

Î
¢
¢

=
-
- x

x
x

F
f

FF
ff

例5. 试证至少存在一点 )e,1(Îx 使 .lncos1sin x=

xlncos1sin =

证: 法1   用柯西中值定理 .
xxFxxf ln)(,lnsin)( ==

则 f (x) , F(x) 在 [ 1 , e ] 上满足柯西中值定理条件, 

令

因此 

x

x x
1

1 lncos
xlncos==1sin即

分析:
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例5. 试证至少存在一点 )e,1(Îx 使 .lncos1sin x=

法2  令 xxf lnsin)( =

则 f (x) 在 [ 1 , e ] 上满足罗尔中值定理条件,

,e),1(Îx 使

0)( =¢ xf

xlncos=¢ )(xf ×- 1sin
x
1

xlncos1sin =

因此存在

×
x
1

xln1sin ×-


