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编者说

随着考试的临近，我们1深知大家面临着巨大的学习压力。为了帮助大家更有效地复习和
掌握高等数学的考试题型，仲英学业辅导中心特别编写了这份高数习题归纳材料。本资料涵
盖了常见的题型和解题技巧，旨在帮助大家快速梳理知识点，提高应试能力。

无论你是对某些概念感到困惑，还是希望通过练习提升自己的解题速度，这份资料都能
为你提供切实的帮助。希望同学们能够充分利用这些资源，在考试中取得优异的成绩。

这是仲英学辅第一次尝试以习题归纳的方式来编写小助手，希望能更好地帮助到同学们
复习，并且掌握做题技巧。也建议同学们在准备考试的时候学会自己整理习题、整理做题技
巧，寻求各类题目之间的变与不变。另外，如果有同学对这份资料有什么疑问或者建议，都可
以随时联系在学粉群里联系学辅成员。祝大家考试顺利！

——蔡芳仪
这册高数小助手的编写思路大概可以概括为三个方面：知识点，题型以及技巧方法。大

部分题目出自历年期中，还有吴慧卓老师习题课资料。这边建议本书可以搭配章习题和真题
配套使用哦！
另外学姐有一些关于高数考试的小感言：首先，大家一定要相信所有数学组的老师们，他

们都是非常厉害的老师，考试的内容也一定会和他们上课讲的相一致（这点比高中好多了）；
很多同学可能会对上大学来的第一次大型考试感到异常焦虑（我当时觉得它决定了我四年的
命运）。但其实它远没有那么恐怖，大学是一个高投入就一定会有高回报的地方，只要准备充
分，胜利自在前方，一定要对自己有足够的信心，你肯定可以的！

——林嘉玙
关于高数期末的备考，大家不要慌张，不要盲目做题。对于高数，最重要的是基础知识点

的理解和基本技巧的掌握。复习的时候，大家可以试着先总结归纳知识点，再做往年题和课
后题巩固和查漏补缺，最后再试着在难题上突破。祝大家考试顺利！

——马驿飞
感谢大家对学辅导工作的关注！同时也感谢仲英学辅志愿者的付出！我们的志愿者们在

过去的几个月里投入了大量时间和精力，精心准备了各类学习材料与活动，希望大家能够积
极参与学辅的活动，互相帮助，共同进步！

——肖追日

祝大家学习顺利，取得理想的成果！同时欢迎加入仲英学辅官方答疑QQ群：949045188。
此外如果你对仲英学辅的工作感兴趣，欢迎私聊学粉群管理员 or邮箱致信→chuijih.hsiao@gmail.com

1主编：蔡芳仪、林嘉玙，马驿飞，缪易彤；审核：陈洋、李欣泽、韩轩、吴凯猛、王培超、于越

chuijih.hsiao@gmail.com


由于志愿者精力有限，难免有疏漏之处，如果同学们在阅读过程中发现有问题的话可以
扫描下面的二维码进行反馈，我们将对发现错误的同学给予工时奖励。
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第 1章 多元函数微分学

内容提要
h n维 Euclid空间 R𝑛 中点集的初步知
识

h 多元函数的导数与微分

h 多元函数的 Taylor公式和极值问题
h 多元向量值函数的导数和微分
h 多元函数微分学在几何上的应用

1.1 n维 Euclid空间 R𝑛 中点集的初步知识

1.1.1 R𝑛 中点列的极限

定义 1.1 (点列的极限)

♣

设 {��}是 R𝑛 中的一个点列，其中 �� = (𝑥𝑘,1, 𝑥𝑘,2, ⋯ , 𝑥𝑘,𝑛)，又设 � = (𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛)是
R𝑛 中一固定点，若 ∀𝜀 > 0, ∃𝑁 ∈ 𝑁+，使得 ∀𝑘 > 𝑁，恒有 ‖�� − a‖ < 𝜀，则称点列 {��}
极限存在，�为它的极限，即点列 {��}收敛于 �。

定理 1.1

♡

设点列 {��} ⊆ R𝑛，点 � ∈ R𝑛，则 lim𝑘→∞ �� = � 的充要条件是 ∀𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑛，都有
lim𝑘→∞ 𝑥𝑘,𝑖 = 𝑎𝑖。

定理 1.2

♡

设 {��}是 R𝑛 中的收敛点列，则
(1){��}的极限唯一。
(2){��}是有界点列。即 ∃𝑀 > 0, ∀𝑘 > 0,恒有 ‖��‖≤ 𝑀。
(3)若 �� → �, �� → �，则 �� ± �� → � ± �, 𝛼�� → 𝛼�, ⟨��, ��⟩ → ⟨�, �⟩。
(4){��}收敛于 �，则 {��}的任一子列收敛于 �。

定理 1.3 (Bolzano-Weierstrass定理)

♡R𝑛 中的有界点列必有收敛子列。

定理 1.4 (Cauthy收敛原理)

♡R𝑛 中点列 {��}收敛于 R𝑛 中的点的充要条件为 {��}是 R𝑛 中的 Cauthy点列。



1.1 n维 Euclid空间 R𝑛 中点集的初步知识

1.1.2 R𝑛 中开集和闭集

定义 1.2 (聚点)

♣
A是 R𝑛 中的一个点集，� ∈ R𝑛。若存在 A中的点列 {��} , �� ≠ �，使得 �� → �，则 a是 A
的一个聚点。

定义 1.3 (导集)

♣A所有聚点构成的集合，记为 𝐴′。

定义 1.4 (闭包)

♣集合 𝐴 = 𝐴 ∪ 𝐴′。

定义 1.5 (孤立点)

♣点 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑎 ∉ 𝐴′，则 𝑎是 A的一个孤立点。

定义 1.6 (闭集)

♣𝐴′ ⊆ 𝐴，则 A为闭集。

定义 1.7

♣

设 𝑎 ∈ R𝑛, 𝛿 > 0：
点 a的 𝛿 邻域：𝑈 = {
点 a的去心 𝛿 邻域： ̊𝑈 = 𝑈 � {𝑎}。

定义 1.8 (内点)

♣∃𝛿 > 0，使得 𝑈(𝑎, 𝛿) ⊆ 𝐴，则 𝑎为集合 A的内点。

定义 1.9 (内部)

♣所有内点构成的集合称为内部，记作 𝐴∘ 或 𝑖𝑛𝑡𝐴。

定义 1.10 (外点)

♣∃𝛿 > 0，使得 𝑈(𝑎, 𝛿) ∩ 𝐴 = ∅，则 𝑎为集合 A的外点。

定义 1.11 (外部)

♣所有外点构成的集合称为外部，记作 𝑒𝑥𝑡𝐴。

定义 1.12 (边界点)

♣∀𝛿 > 0，𝑈(𝑎, 𝛿)中既有 A的点，也有 A的余集 𝐴𝑐 的点，则 𝑎为边界点。
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1.1 n维 Euclid空间 R𝑛 中点集的初步知识

定义 1.13 (边界)

♣所有边界点构成的集合称为边界，记作 𝜕𝐴。

定义 1.14 (开集)

♣A中的点全是 A的内点，则 A为开集。

定理 1.5

♡𝑎 ∈ 𝐴′ ⇔ ∀𝜖 > 0, ̊𝑈(𝑎, 𝜖) ∩ 𝐴 ≠ ∅。

定理 1.6

♡𝐴 ⊆ R𝑛 是开集⇔ 𝐴𝑐 是闭集。

定理 1.7

♡

在 n维 Euclid空间中，空集 ∅，全空间 R𝑛，任意多个开集的并和有限个开集的交都是
开集；空集 ∅，全空间 R𝑛，任意多个闭集的交和有限个闭集的并都是闭集。

1.1.3 R𝑛 中紧集和区域

定义 1.15 (有界集)

♣∃𝑀 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝐴, ‖x‖≤ 𝑀，则 A为有界集。反之则为无界集。

定义 1.16 (紧集)
♣有界闭集称为紧集。

定义 1.17 (连通集)

♣
𝐴 ⊆ R𝑛，若 𝐴 中任意两点 𝑥, 𝑦 都能用完全属于 𝐴 的有限个线段连接起来，则 𝐴 为连
通集。

定义 1.18 (区域)
♣连通的开集。

定义 1.19 (闭区域)
♣区域与边界的并集。

定义 1.20 (凸集)

♣𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴, ∀𝑡 ∈ [0, 1], 𝑡𝑥1 + (1 − 𝑡)𝑥2 ∈ 𝐴，则 𝐴是凸集。
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1.2 多元函数的导数和微分

命题 1.1
♠任何凸集都是联通的，任何凸开集都是区域。

1.2 多元函数的导数和微分

1.2.1 多元函数的极限和连续性

定义 1.21 (n元数量值函数)

♣

设 𝐴 ⊆ R𝑛 是一个点集，称映射 𝑓:𝐴 → R是定义在 𝐴上的一个 n元数量值函数，简称
n元函数，也可记作

𝜔 = 𝑓(x) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)

定义 1.22 (n元向量值函数)

♣

设 𝐴 ⊆ R𝑛 是一个点集，称映射 𝑓：𝐴 → R𝑚 (𝑚 ≥ 2) 是定义在 A 上的一个 n 元向量
值函数，可记作 y = 𝑓(x)，其中 x = (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛) ∈ 𝐴, y = (𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑚) ∈ R𝑚, 𝑓 =
(𝑓1, 𝑓2, ⋯ , 𝑓𝑚)。其中：

⎧{{
⎨{{⎩

𝑦1 = 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)
𝑦2 = 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)

⋮
𝑦𝑚 = 𝑓𝑚(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)

定义 1.23 (二重极限)

♣

设有点集 𝐴 ⊆ R2，𝑓 ∶ 𝐴 → R是一个二元数量值函数，(𝑥0, 𝑦0)是A的一个聚点。若存在
常数 𝑎 ∈ R，使得 ∀𝜖 > 0, ∃𝛿 > 0,当 (𝑥, 𝑦) ∈ ̊𝑈((𝑥0, 𝑦0), 𝛿)∩𝐴时，恒有 |𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑎| < 𝜖，
则称 (𝑥, 𝑦) → (𝑥0, 𝑦0)时 𝑓(𝑥, 𝑦)有极限，a是 (𝑥, 𝑦) → (𝑥0, 𝑦0)时 𝑓(𝑥, 𝑦)的极限。

定义 1.24 (二元连续函数)

♣

设二元数量值函数 𝑓(𝑥, 𝑦) 定义在点 (𝑥0, 𝑦0) 的某一邻域 𝑈(𝑥0, 𝑦0) 内，若
lim(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥0, 𝑦0)，则称 𝑓(𝑥, 𝑦) 在 (𝑥0, 𝑦0) 处连续，否则称 𝑓(𝑥, 𝑦) 在
(𝑥0, 𝑦0)处间断。若 𝑓(𝑥, 𝑦)在 D的每一点处连续，则称 𝑓(𝑥, 𝑦)是 D内的连续函数。

n元函数的极限和连续性同理可得。
设 𝐴 ⊆ R𝑛 是一有界闭区域，𝑓 ∶ 𝐴 → 𝑅在 A上连续:

定义 1.25 (有界性)

♣𝑓 在 A上有界。
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1.2 多元函数的导数和微分

定义 1.26 (一致连续性)

♣

𝑓 在 A上一致连续，即 ∀𝜖 > 0, ∃𝛿 = 𝛿(𝜖) > 0，使得 ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴，当 ‖x1 − 𝑥2‖< 𝛿 时，
恒有 |𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| < 𝜖。

定理 1.8 (最大最小值定理)

♡𝑓 在 A上能取到最大值和最小值。

定理 1.9 (介值定理)

♡

m 和 M 分别是 𝑓 在 A 上的最小值和最大值，常数 𝜇 满足 𝑚 ≤ 𝜇 ≤ 𝑀 则必 ∃𝑥0 ∈ 𝐴,
使得 𝑓(𝑥0) = 𝜇。

1.2.2 偏导数，全微分

定义 1.27 (偏导数)

♣

设函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)在点 (𝑥0, 𝑦0)的某一邻域 𝑈(𝑥0, 𝑦0)内有定义，若极限
lim

Δ𝑥→0
𝑓(𝑥0 + Δ𝑥, 𝑦0) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)

Δ𝑥
存在，则称此极限值为 𝑓(𝑥, 𝑦)对 𝑥的偏导数。若 𝑓(𝑥, 𝑦)在 (𝑥0, 𝑦0)处对 𝑥和 𝑦 的偏导
数均存在，则称 𝑓(𝑥, 𝑦)在 (𝑥0, 𝑦0)处可偏导。

求法：求某个变量的偏导时，把其余变量看做常数，方法本质上与一元函数求导数相同。
定义 1.28 (全微分)

♣

设函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)在点 (𝑥0, 𝑦0)的某一邻域 𝑈(𝑥0, 𝑦0)内有定义，如果对于 (𝑥0+Δ𝑥, 𝑦0+
Δ𝑦) ∈ 𝑈(𝑥0, 𝑦0), 函数在 (𝑥0, 𝑦0) 处的改变量 Δ𝑧 = 𝑓(𝑥0 + Δ𝑥, 𝑦0 + Δ𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)
可以表示为 Δ𝑧 = 𝑎1Δ𝑥 + 𝑎2Δ𝑦 + 𝑜(𝜌), 其中，𝑎1,𝑎2 是与 Δ𝑥,Δ𝑦 无关的常数，𝜌 =
√(Δ𝑥)2 + (Δ𝑦)2,𝑜(𝜌)是当 𝜌 → 0时关于 𝜌的高阶无穷小，则称函数 𝑓 在点 (𝑥0, 𝑦0)处
可微，并称 𝑎1Δ𝑥 + 𝑎2Δ𝑦 为函数 𝑓 在点 (𝑥0, 𝑦0)处的全微分。

命题 1.2 (可微的必要条件)

♠

若函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)在 (𝑥0, 𝑦0)处可微，则有：
(1)𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)在 (𝑥0, 𝑦0)处连续。
(2)𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)在 (𝑥0, 𝑦0)处两个偏导数都存在，即

d𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0)d𝑥 + 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0)d𝑦
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1.2 多元函数的导数和微分

命题 1.3 (可微的充分条件)

♠

设函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥0, 𝑦0) 的某邻域内有定义，若 𝑓(𝑥, 𝑦) 的两个偏导数均在点
(𝑥0, 𝑦0)处连续，则该函数在点 (𝑥0, 𝑦0)处可微。

n元函数全微分的性质可由二元函数直接推广。

1.2.3 方向导数和梯度

定义 1.29 (方向导数)

♣

𝑥0 ∈ R2，𝑙 是平面上一向量，𝑒𝑙 是与 𝑙 同向的单位向量。二元函数 𝑓 定义在 𝑥0 的邻
域 𝑈(𝑥0) ⊆ R2 内。在 𝑈(𝑥0)内让自变量 𝑥由 𝑥0 沿与 𝑒𝑙 平行的直线变到 𝑥0 + 𝑡𝑒𝑙。若
lim𝑡→0

𝑓(𝑥0+𝑡𝑒𝑙)−𝑓(𝑥0)
𝑡 存在，则此极限值为 𝑓 在 𝑥0 处沿 𝑙方向的方向导数。

若函数 𝑓(𝑥, 𝑦)在点 (𝑥0, 𝑦0)处可微，则 𝑓 在 (𝑥0, 𝑦0)沿各个方向的方向导数均存在，且
�𝑓
�𝑙 ∣( 𝑥0, 𝑦0) = 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0) cos 𝛼 + 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) cos 𝛽，𝑙方向上的单位向量 𝑒𝑙 = (cos 𝛼, cos 𝛽)。

定义 1.30 (梯度)

♣

设二元函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)定义在点 (𝑥0, 𝑦0)的邻域中，若存在一向量，其方向为该函数在
此点取得方向导数最大值的方向，其模等于该函数在此点方向导数的最大值，则该向量
为 𝑓(𝑥, 𝑦)在 (𝑥0, 𝑦0)处的梯度，记作 grad𝑓(𝑥0, 𝑦0)或 ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0)。

函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)在 (𝑥0, 𝑦0)处可微，则梯度一定存在，且 grad𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0)i +
𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0)j。

n元函数方向导数和梯度的计算方法和性质可由二元函数直接推广而来。
梯度运算法则 (𝐶1 和 𝐶2 为任意常数，函数 𝑢, 𝑣, 𝑓 均可微)
(1)grad(𝐶1𝑢 + 𝐶2𝑣) = 𝐶1grad𝑢 + 𝐶2grad𝑣
(2)grad(𝑢𝑣) = 𝑣grad𝑢 + 𝑢grad𝑣
(3)grad(𝑢

𝑣 ) = 1
𝑣2 (𝑣grad𝑢 − 𝑢grad𝑣)

(4)grad𝑓(𝑢) = 𝑓 ′(𝑢)grad𝑢

1.2.4 高阶偏导数和高阶全微分
n阶偏导数均连续时，n阶混合偏导与求导顺序无关。
设 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦)的各阶偏导数存在且连续，则有：

d2𝑢 = 𝑓𝑥𝑥d𝑥2 + 2𝑓𝑥𝑦d𝑥d𝑦 + 𝑓𝑦𝑦d𝑦2

dn𝑢 = ( 𝜕
𝜕𝑥d𝑥 + 𝜕

𝜕𝑦d𝑦)
𝑛

𝑓
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1.2 多元函数的导数和微分

1.2.5 多元复合函数的偏导数和全微分
函数 𝑢(𝑥, 𝑦)和 𝑣(𝑥, 𝑦)均在点 (𝑥, 𝑦)处可微，函数 𝑧 = 𝑓(𝑢, 𝑣)在相应的点 (𝑢, 𝑣)处可微，

则复合函数 𝑧 = 𝑓[𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦)]在 (𝑥, 𝑦)处可微，其全微分为:

d𝑧 = (𝜕𝑓
𝜕𝑢

𝜕𝑢
𝜕𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑥) d𝑥 + (𝜕𝑓

𝜕𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑦 + 𝜕𝑓

𝜕𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦) d𝑦

复合函数 𝑧 = 𝑓[𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦)]有如下链式法则：
𝜕𝑧
𝜕𝑥 = 𝜕𝑧

𝜕𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥 + 𝜕𝑧

𝜕𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑥

𝜕𝑧
𝜕𝑦 = 𝜕𝑧

𝜕𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑦 + 𝜕𝑧

𝜕𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦

含有更多中间变量和自变量的复合函数的偏导和微分按照上述方法可以得到。设复合函
数含有 𝑚 个中间变量和 𝑛 个自变量，记为 𝑦 = 𝑓(𝑢1, 𝑢2, ⋯ , 𝑢𝑚), 𝑢𝑖 = 𝑢𝑖(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛), 𝑖 =
1, 2, ⋯ , 𝑚，
则其全微分为：

d𝑦 = 𝜕𝑦
𝜕𝑥1

d𝑥1 + 𝜕𝑦
𝜕𝑥2

d𝑥2 + ⋯ + 𝜕𝑦
𝜕𝑥𝑛

d𝑥𝑛

其中：
𝜕𝑦
𝜕𝑥𝑖

= 𝜕𝑦
𝜕𝑢1

𝜕𝑢1
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜕𝑦
𝜕𝑢2

𝜕𝑢2
𝜕𝑥𝑖

+ ⋯ + 𝜕𝑦
𝜕𝑢𝑚

𝜕𝑢𝑚
𝜕𝑥𝑖

, 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑛

多元函数的一阶全微分形式具有不变性。
全微分的有理运算法则：
(1)d(𝑢 ± 𝑣) = d𝑢 ± d𝑣
(2)d(𝑢𝑣) = 𝑣d𝑢 + 𝑢d𝑣
(3)d(𝑢

𝑣 ) = 1
𝑣2 (𝑣d𝑢 − 𝑢d𝑣) (𝑣 ≠ 0)

1.2.6 由一个方程确定隐函数的微分法

定理 1.10 (隐函数存在定理)

♡

如果二元函数 𝐹(𝑥, 𝑦)满足：
(1)𝐹(𝑥0, 𝑦0) = 0;
(2)在点 (𝑥0, 𝑦0)的某邻域中有连续偏导数;
(3)𝐹𝑦(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0,
则方程 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 在点 (𝑥0, 𝑦0) 的某一邻域中唯一确定了一个具有连续导数的函数
𝑦 = 𝑓(𝑥)，满足 𝑦0 = 𝑓(𝑥0)和 𝐹(𝑥, 𝑓(𝑥)) = 0，并且：

d𝑦
d𝑥 = −𝐹𝑥

𝐹𝑦
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1.3 多元函数的 Taylor公式和极值问题

证明 根据链式法则，𝐹(𝑥, 𝑓(𝑥)) = 0两端同时对 𝑥求导，得:

𝐹𝑥 + 𝐹𝑦
d𝑦
d𝑥 = 0

整理得：
d𝑦
d𝑥 = −𝐹𝑥

𝐹𝑦

多元函数求导方法相同。
隐函数高阶导数的求法同样遵循链式法则。

1.3 多元函数的 Taylor公式和极值问题

1.3.1 多元函数的 Taylor公式

定理 1.11 (多元函数的 Taylor公式)

♡

设二元函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥0, 𝑦0) 的某邻域 𝑈(𝑥0, 𝑦0) 内有连续二阶偏导数。(𝑥0 +
Δ𝑥, 𝑦0 + Δ𝑦) ⊆ 𝑈(𝑥0, 𝑦0)，则存在 𝜃 ∈ (0, 1)，使得二元函数带 Lagrange余项的 Talyor
公式的一阶形式为：

𝑓(𝑥0 + Δ𝑥, 𝑦0 + Δ𝑦) = 𝑓(𝑥0, 𝑦0) + 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0)Δ𝑥 + 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0)Δ𝑦 + 𝑅1

𝑅1 = 1
2! (𝑓𝑥𝑥Δ𝑥2 + 2𝑓𝑥𝑦Δ𝑥Δ𝑦 + 𝑓𝑦𝑦Δ𝑦2) |(𝑥0+𝜃Δ𝑥,𝑦0+𝜃Δ𝑦)

令 x0 = (𝑥0, 𝑦0)𝑇 , x0 + Δx = (𝑥0 + Δ𝑥, 𝑦0 + Δ𝑦)𝑇，则 𝑅1 的系数矩阵为:

H𝑓(x0 + 𝜃Δx) = [𝑓𝑥𝑥 𝑓𝑥𝑦
𝑓𝑥𝑦 𝑓𝑦𝑦

]

该矩阵被称为函数 𝑓 在 x0 + 𝜃Δx处的 Hesse矩阵。二次型的矩阵形式为
𝑅1 = 1

2!(Δx)𝑇 H𝑓(x0 + 𝜃Δx)Δx

定义 1.31 (𝐶(𝑚) 类函数)

♣

𝑓(x)是区域 Ω ⊆ R𝑛 内的 n元函数。若:

𝑓 在 Ω内连续，则 f是 Ω上 𝐶(0) 类函数;

𝑓 在 Ω内具有连续的 m阶偏导数，则 𝑓 是 Ω上 𝐶(𝑚) 类函数。

定理 1.12
设 n元函数 𝑓∈ 𝐶(2)(𝑈(𝑥0)), 𝑥0 + Δ𝑥 ∈ 𝑈(𝑥0)，𝑥0 = (𝑥0,1, 𝑥0,2, ⋯ , 𝑥0,𝑛)𝑇 ∈ R𝑛。存在
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1.3 多元函数的 Taylor公式和极值问题

♡

𝜃 ∈ (0, 1)，使得：
𝑓(𝑥0 + Δ𝑥) = 𝑓(𝑥0) +

𝑛
∑
𝑖=1

𝜕𝑓(𝑥0)
𝜕𝑥𝑖

Δ𝑥𝑖 + 𝑅1

𝑅1 = 1
2!

𝑛
∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=1

𝜕2𝑓(𝑥0 + 𝜃Δ𝑥)
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

Δ𝑥𝑖Δ𝑥𝑗

1.3.2 无约束极值，最大值和最小值

定义 1.32 (无约束极值)

♣

设 𝑓 ∶ 𝑈(𝑥0) ⊆ R𝑛 → R，∀x ∈ 𝑈(𝑥0):
(1)𝑓(x) ≤ 𝑓(x0):
无约束极大值（极大值）：𝑓(x0)；极大值点：𝑥0。
(2)𝑓(x) ≥ 𝑓(x0):
无约束极小值（极小值）：𝑓(x0)；极小值点：𝑥0。

定理 1.13 (极值的必要条件)

♡设 n元函数 𝑓 在 𝑥0 处可微，且 𝑥0 为 𝑓 的极值点，则必有 ∇𝑓(𝑥0) = 0。

定理 1.14 (极值的充分条件)

♡

设 n元函数 𝑓 ∈ 𝐶(2)(𝑈(𝑥0)), ∇𝑓(𝑥0) = 0, 𝐻𝑓(𝑥0)为 𝑓 在点 𝑥0 的 Hesse矩阵。
若 𝐻𝑓(𝑥0)正定，𝑓(𝑥0)为极小值；
若 𝐻𝑓(𝑥0)负定，𝑓(𝑥0)为极大值。

命题 1.4

♠

对于二元函数 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), 若点 𝑃0(𝑥0, 𝑦0) 为 𝑓 的驻点，记 𝑓𝑥𝑥(𝑃0) = 𝐴, 𝑓𝑥𝑦(𝑃0) =

𝐵, 𝑓𝑦𝑦(𝑃0) = 𝐶,则 𝑓 在 𝑃0的 Heese矩阵为：[𝐴 𝐵
𝐵 𝐶

]根据矩阵正负定和不定的判定方

法，有：
(1)𝐴 > 0, 𝐴𝐶 − 𝐵2 > 0,𝐻𝑓(𝑃0)正定，𝑓(𝑃0)为极小值;
(2)𝐴 < 0, 𝐴𝐶 − 𝐵2 > 0,𝐻𝑓(𝑃0)负定，𝑓(𝑃0)为极大值;
(3)𝐴𝐶 − 𝐵2 < 0,𝐻𝑓(𝑃0)不定，𝑓(𝑃0)不是极值;
(4)𝐴𝐶 − 𝐵2 = 0,为临界情况，需结合其它条件判定。
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1.4 多元向量值函数的导数和微分

定义 1.33 (最值问题)

♣

在有界闭区域上，函数 𝑓 必有最大值最小值。只需求出闭区域上 𝑓 的所有极大值（极小
值），并与边界上 𝑓 的最大值（最小值）做对比，即可求得 𝑓 在有界闭区域上的最大值
（最小值）。

1.3.3 有约束极值，Lagrange乘数法

定义 1.34 (有约束极值)

♣
又称条件极值，指对自变量附有某些约束条件的极值问题。这类问题可通过 Lagrange
乘数法解决。

定理 1.15 (Lagrange乘数法)

♡

设目标函数为 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)，约束条件为 𝜑(𝑥, 𝑦) = 0。构造三元函数 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 𝑓(𝑥, 𝑦)+
𝜆𝜑(𝑥, 𝑦)。令该三元函数三个偏导数为 0，得:

⎧{
⎨{⎩

𝐿𝑥(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) + 𝜆𝜑𝑥(𝑥, 𝑦) = 0
𝐿𝑦(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) + 𝜆𝜑𝑦(𝑥, 𝑦) = 0

𝐿𝜆(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 𝜑(𝑥, 𝑦) = 0
解出 𝑥0, 𝑦0, 𝜆0。(𝑥0, 𝑦0)一般就是我们所要求的极值点。

1.4 多元向量值函数的导数和微分

1.4.1 一元向量值函数的导数和微分

定义 1.35 (一元向量值函数的导数)

♣

设 𝑓 ∶ 𝑈(𝑥0) ⊆ ℝ → ℝ𝑛, 𝑥0 + Δ𝑥 ∈ 𝑈(𝑥0)，若
lim

Δ𝑥→0
𝑓(𝑥0 + Δ𝑥) − 𝑓(𝑥0)

Δ𝑥
存在，则 𝑓 在 𝑥0 处可导，此极限值称为 𝑓 在 𝑥0 处的导数。考虑到

𝑓(𝑥0 + Δ𝑥) − 𝑓(𝑥0)
Δ𝑥 =

⎡
⎢⎢
⎣

𝑓1(𝑥0+Δ𝑥)−𝑓1(𝑥0)
Δ𝑥
⋮

𝑓𝑚(𝑥0+Δ𝑥)−𝑓𝑚(𝑥0)
Δ𝑥

⎤
⎥⎥
⎦

故 𝑓 可导（𝑛阶可导）的充要条件是每个分量可导（𝑛阶可导）。求 𝑓 的 𝑛阶导数相当
于对每个分量求 𝑛阶导。
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1.4 多元向量值函数的导数和微分

定义 1.36 (一元向量值函数的微分)

♣

设 � ∶ 𝑈 (𝑥0) ⊆ ℝ → ℝ𝑚 是一个一元向量值函数，𝑥0 + Δ𝑥 ∈ 𝑈 (𝑥0)．若存在一个与 Δ𝑥
无关的 𝑚维列向量 � = (𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑚)T ，使

� (𝑥0 + Δ𝑥) − � (𝑥0) = �Δ𝑥 + �(𝜌),
其中 𝜌 = |Δ𝑥|, �(𝜌)是关于 𝜌的高阶无穷小向量，则称 �在 𝑥0 处可微，并称 �Δ𝑥为 𝑓 在
𝑥0 处的微分，记作 d� (𝑥0)，即 d� (𝑥0) = �Δ𝑥．

命题 1.5

♠

设向量值函数 �与 �都在点 �处可微，𝑢是在 �处可微的数量值函数，则有
1. �+�在 �处可微，并且其导数为

D(� + �)(�) = D�(�) + D�(�);
2. ⟨�, �⟩在 𝑥处可微，并且其导数为

D⟨�, �⟩(�) = (�(�))TD�(�) + (�(�))TD�(�);
3. 𝑢�在 �处可微，并且其导数为

D(𝑢�)(�) = 𝑢D�(�) + �(�)D𝑢(�);
4. 若 𝑓 ∶ ℝ → ℝ3, 𝑔 ∶ ℝ → ℝ3 ，则向量积 𝑓 × 𝑔 在 �处可微，并且其导数为

D(� × �)(�) = D�(�) × �(�) + �(�) × D�(�).

定理 1.16 (向量值复合函数求导的链式法则)

♡

设向量值函数 � = � = (𝑔1, 𝑔2, ⋯ , 𝑔𝑝)T 在点 �0 ∈ R𝑛 处可微，向量值函数 � = � =
(𝑓1, 𝑓2, ⋯ , 𝑓𝑚)T 在对应的点 �0 = � (�0) ∈ R𝑝 处可微，则复合函数 � = � ∘ �在点 �0 处可微，
并且

D� (�0) = D� (�0)|�0=�(�0) D� (�0) = D� (� (�0)) D� (�0) .

1.4.2 由方程所确定的隐函数的微分法
定理 1.17 (隐函数存在定理)
设有函数方程组

{ 𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) = 0
𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) = 0

(1.1)

如果函数 𝐹1, 𝐹2 满足
1. 𝐹𝑖 ∈ 𝐶(1) (𝑈 (𝑥0, 𝑦0, 𝑢0, 𝑣0)) , 𝑖 = 1, 2；
2. 𝐹𝑖 (𝑥0, 𝑦0, 𝑢0, 𝑣0) = 0, 𝑖 = 1, 2；
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1.5 多元函数微分学在几何上的应用

♡

3. Jacobi行列式

𝐽 = 𝜕 (𝐹1, 𝐹2)
𝜕(𝑢, 𝑣) ∣

(𝑥0,𝑣0,𝑢0,𝑣0)
=

∣
∣∣
∣

𝜕𝐹1
𝜕𝑢

𝜕𝐹1
𝜕𝑣𝜕𝐹2

𝜕𝑢
𝜕𝐹2
𝜕𝑣

∣
∣∣
∣(𝑥0,𝑣0,𝑢0,𝑣0)

≠ 0

则在点 (𝑥0, 𝑦0, 𝑢0, 𝑣0) ∈ ℝ4 的某邻域 𝑈 ((𝑥0, 𝑦0, 𝑢0, 𝑣0)) 内由方程组(1.1)唯一确定了两
个单值且有连续偏导数的二元函数

𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦),
它满足

𝑢0 = 𝑢 (𝑥0, 𝑦0) , 𝑣0 = 𝑣 (𝑥0, 𝑦0)

及
𝐹𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦)) ≡ 0, 𝑖 = 1, 2, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 ((𝑥0, 𝑦0)) .

1.5 多元函数微分学在几何上的应用
定义 1.37 (空间曲线的切线与法平面)
设空间曲线 𝐶 由参数方程

⎧{
⎨{⎩

𝑥 = 𝑥(𝑡)
𝑦 = 𝑦(𝑡)
𝑧 = 𝑧(𝑡)

𝑡 ∈ [𝛼, 𝛽]

给出，其中 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)及 𝑧(𝑡)均在 (𝛼, 𝛽)上可导。又设 𝑡0 ∈ (𝛼, 𝛽)满足
𝑥′ (𝑡0)2 + 𝑦′ (𝑡0)2 + 𝑧′ (𝑡0)2 ≠ 0

我们来求 𝐶 上的点 𝑀0 (𝑥 (𝑡0) , 𝑦 (𝑡0) , 𝑧 (𝑡0))处的切线方程。对于 𝐶 上任一异于 𝑀0 的
点𝑀(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))而言，割线𝑀0𝑀 的方向可由向量

(𝑥(𝑡) − 𝑥 (𝑡0) , 𝑦(𝑡) − 𝑦 (𝑡0) , 𝑧(𝑡) − 𝑧 (𝑡0))
表示，当然也可用向量

(𝑥(𝑡) − 𝑥 (𝑡0)
𝑡 − 𝑡0

, 𝑦(𝑡) − 𝑦 (𝑡0)
𝑡 − 𝑡0

, 𝑧(𝑡) − 𝑧 (𝑡0)
𝑡 − 𝑡0

)

表示。现令 𝑡 → 𝑡0，那么割线𝑀0𝑀 的极限位置便是𝑀0处的切线，从而对上式在 𝑡 → 𝑡0
时求极限知切线的方向可由向量

(𝑥′ (𝑡0) , 𝑦′ (𝑡0) , 𝑧′ (𝑡0))
确定，我们称这一向量为 𝐶 在𝑀0 处的切向量。相应地，𝐶 在𝑀0 处的切线方程为

𝑥 − 𝑥 (𝑡0)
𝑥′ (𝑡0) = 𝑦 − 𝑦 (𝑡0)

𝑦′ (𝑡0) = 𝑧 − 𝑧 (𝑡0)
𝑧′ (𝑡0)
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1.5 多元函数微分学在几何上的应用

♣

如果我们将过𝑀0且与𝑀0处切线垂直的平面称为曲线 𝐶 在𝑀0处的法平面，那么上述
切向量自然就是这一法平面的法向量，于是该法平面的方程也即

𝑥′ (𝑡0) (𝑥 − 𝑥 (𝑡0)) + 𝑦′ (𝑡0) (𝑦 − 𝑦 (𝑡0)) + 𝑧′ (𝑡0) (𝑧 − 𝑧 (𝑡0)) = 0.

1.5.1 弧长

定义 1.38 (弧长)

♣

设曲线 r(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)), 𝛼 < 𝑡 < 𝛽 。若 ̇r(𝑡) 连续且 ̇r(𝑡) ≠ 0 ，则曲线 r(𝑡) =
(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)), 𝛼 < 𝑡 < 𝛽 可求长，长度为：

𝑠 = ∫
𝛽

𝛼
‖ ̇r(𝑡)‖d𝑡 = ∫

𝛽

𝛼
√[ ̇𝑥(𝑡)]2 + [ ̇𝑦(𝑡)]2 + [ ̇𝑧(𝑡)]2 d𝑡

若为平面曲线，只需考虑 𝑧 = 0

𝑠 = ∫
𝛽

𝛼
√[ ̇𝑥(𝑡)]2 + [ ̇𝑦(𝑡)]2 d𝑡

若平面曲线为 𝑦 = 𝑦(𝑥)，则有：

𝑠 = ∫
𝛽

𝛼
√1 + [𝑦′(𝑥)]2 d𝑡

若平面曲线为 𝜌 = 𝜌(𝜃), 𝑥 = 𝜌(𝜃) cos 𝜃, 𝑦 = 𝜌(𝜃) sin 𝜃。则有：

𝑠 = ∫
𝛽

𝛼
√[𝑥′(𝜃)]2 + [𝑦′(𝜃)]2 d𝜃 = ∫

𝛽

𝛼
√[𝜌(𝜃)]2 + [𝜌′(𝜃)]2 d𝜃

显然，s(t)单调增且连续可导。记下式为弧微分：
d𝑠 = ‖ ̇r(𝑡)‖d𝑡 = √[ ̇𝑥(𝑡)]2 + [ ̇𝑦(𝑡)]2 + [ ̇𝑧(𝑡)]2 d𝑡

s(t)单调增且连续可导，故存在反函数 t(s)。将 t(s)代入 Γ中，得 r = r(𝑡(𝑠))。s称为
自然参数。s 与曲线 Γ 一一对应。设切向量与曲线 x, y, z 轴正向的夹角分别为 𝛼, 𝛽, 𝛾 ，
则有：

dr
d𝑠 = ( d𝑥

d𝑠, d𝑦
d𝑠 , d𝑧

d𝑠) , d𝑥
d𝑠 = cos 𝛼, d𝑦

d𝑠 = cos 𝛽, d𝑧
d𝑠 = cos 𝛾

1.5.2 曲面的切平面与法线
定义 1.39 (曲面的切平面与法线)
设曲面 Γ的方程为

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0

𝑀0 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)是 Γ上一点，且满足 grad 𝐹 (𝑀0) ≠ 0。又设 𝐹 在 𝑀0 的某邻域内连续
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1.6 练习

♣

可微。现考虑曲面 Γ上过𝑀0 的任意一条曲线 𝐶 ，设其由参数方程
⎧{
⎨{⎩

𝑥 = 𝑥(𝑡)
𝑦 = 𝑦(𝑡)
𝑧 = 𝑧(𝑡)

𝑡 ∈ [𝛼, 𝛽]

给出，并设点𝑀0 对应于参数 𝑡0 。由于 𝐶 位于 Γ上，故而 𝐹(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) = 0，对
这一式子在 𝑡0 处求导可得

𝜕𝐹
𝜕𝑥 (𝑀0) ⋅ 𝑥′ (𝑡0) + 𝜕𝐹

𝜕𝑦 (𝑀0) ⋅ 𝑦′ (𝑡0) + 𝜕𝐹
𝜕𝑧 (𝑀0) ⋅ 𝑧′ (𝑡0) = 0

也即
⟨grad 𝐹 (𝑀0) , (𝑥′ (𝑡0) , 𝑦′ (𝑡0) , 𝑧′ (𝑡0))⟩ = 0,

这说明 𝐶 在 𝑀0 处的切向量与 𝐹 在 𝑀0 处的梯度向量垂直。注意到 grad 𝐹 (𝑀0) 是一
个确定的向量，故而曲面 Γ上过𝑀0 的所有曲线在𝑀0 的切线是共面的，我们把这一平
面称为 Γ在𝑀0 处的切平面，由于 grad 𝐹 (𝑀0)是它的法向量，所以其方程为

𝜕𝐹
𝜕𝑥 (𝑀0) ⋅ (𝑥 − 𝑥0) + 𝜕𝐹

𝜕𝑦 (𝑀0) ⋅ (𝑦 − 𝑦0) + 𝜕𝐹
𝜕𝑧 (𝑀0) ⋅ (𝑧 − 𝑧0) = 0.

该切平面在𝑀0 处的法线被称作曲面 Γ在𝑀0 处的法线，其方程为
𝑥 − 𝑥0

𝜕𝐹
𝜕𝑥 (𝑀0) = 𝑦 − 𝑦0

𝜕𝐹
𝜕𝑦 (𝑀0) = 𝑧 − 𝑧0

𝜕𝐹
𝜕𝑧 (𝑀0)

1.6 练习

1.6.1 题目
1. 设函数为:

𝑓(𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

𝑥𝑦𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2 , (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0)
0, (𝑥, 𝑦) = (0, 0)

证明 𝑓 ′′
𝑥𝑦 ≠ 𝑓 ′′

𝑦𝑥
2. 2.已知 𝑍 = 𝑢𝑣, 𝑢 = ln √𝑥2 + 𝑦2, 𝑣 = arctan 𝑦

𝑥，求 d𝑍
3. 讨论函数

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

(𝑥2 + 𝑦2) sin ( 1
√𝑥2 + 𝑦2 ), 𝑥2 + 𝑦2 =≠ 0

0, 𝑥2 + 𝑦2 = 0
在坐标原点:
(a). 是否连续；
(b). 偏导数是否存在；
(c). 是否可微；
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1.6 练习

(d). 偏导数是否连续；
4. 设 𝑧 = 𝑢 ∗ 𝑣, 𝑥 = 𝑒𝑢 cos 𝑣, 𝑦 = 𝑒𝑣 cos 𝑢，求 𝜕𝑧

𝜕𝑥, 𝜕𝑧
𝜕𝑦。

5. 设 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)有连续的一阶偏导数，又函数 𝑦 = 𝑦(𝑥)和 𝑧 = 𝑧(𝑥)分别由下列两式确

定:𝑒𝑥𝑦 − 𝑥𝑦 = 2和 𝑒𝑥 =
𝑥−𝑧

∫
0

sin 𝑡
𝑡 d𝑡，求 d𝑢

d𝑥

6. 证明曲面 𝑓(𝑥 − 𝑎𝑧, 𝑦 − 𝑏𝑧) = 0在任一点处的切平面与直线 𝑥
𝑎 = 𝑦

𝑏 = 𝑧 平行。

7. 设函数 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1 + 𝑥2

6 + 𝑦2

12 + 𝑧2

18，单位向量 𝑛⃗ = 1√
3(1, 1, 1)，求 𝜕𝑢

𝜕𝑛|(1,2,3)。
8. 设 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦)是由 𝑥2 − 6𝑥𝑦 + 10𝑦2 − 2𝑦𝑧 − 𝑧2 + 18 = 0确定的函数,求 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦)的
极值点和极值。

9. 在椭圆 𝑥2 + 4𝑦2 = 4上求一点，使其到直线 2𝑥 + 3𝑦 − 6 − 0的距离最短。
10. 求函数 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑥2 − 𝑥𝑦 − 𝑦2 − 6𝑥 − 3𝑦 + 5在 (1, −2)的泰勒公式。

1.6.2 答案
1. 当 (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0)时，

𝑓 ′
𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦2𝑥(𝑥2 + 𝑦2) − 2𝑥(𝑥2 − 𝑦2)
(𝑥2 + 𝑦2)2 = 𝑦(𝑥4 − 𝑦4 + 4𝑥2𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)2

𝑓 ′
𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑥(𝑥4 − 𝑦4 − 4𝑥2𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)2

当 (𝑥, 𝑦) = (0, 0)时，由偏导数定义得:

𝑓 ′
𝑥(𝑥, 𝑦) = lim

Δ𝑥→0
𝑓(0 + Δ𝑥, 0) − 𝑓(0, 0)

Δ𝑥 = lim
Δ𝑥→0

0 − 0
Δ𝑥 = 0

𝑓 ′
𝑦(𝑥, 𝑦) = lim

Δ𝑦→0
𝑓(0, 0 + Δ𝑦) − 𝑓(0, 0)

Δ𝑦 = lim
Δ𝑦→0

0 − 0
Δ𝑦 = 0

𝑓 ′′
𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) = lim

Δ𝑦→0
𝑓 ′

𝑥(𝑥, 𝑦)(0, 0 + Δ𝑦) − 𝑓 ′
𝑥(𝑥, 𝑦)(0, 0)

Δ𝑦 = lim
Δ𝑦→0

Δ𝑦(−Δ𝑦4)
Δ𝑦4 − 0

Δ𝑦 = −1

𝑓 ′′
𝑦𝑥(𝑥, 𝑦) = lim

Δ𝑥→0

𝑓 ′
𝑦(𝑥, 𝑦)(0 + Δ𝑥, 0) − 𝑓 ′

𝑦(𝑥, 𝑦)(0, 0)
Δ𝑥 = lim

Δ𝑥→0

Δ𝑥Δ𝑥4
Δ𝑥4 − 0

Δ𝑥 = 1

显然，𝑓 ′′
𝑥𝑦 ≠ 𝑓 ′′

𝑦𝑥
2.

𝜕𝑍
𝜕𝑥 = 𝜕𝑍

𝜕𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥 + 𝜕𝑍

𝜕𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑥 = (𝑣𝑢𝑣−1)1

2
2𝑥

𝑥2 + 𝑦2 + (𝑢𝑣 ln 𝑢) 1
1 + ( 𝑦

𝑥)2 (− 𝑦
𝑥2 ) = 𝑢𝑣

𝑥2 + 𝑦2 (𝑥𝑣
𝑢 − 𝑦 ln 𝑢)

𝜕𝑍
𝜕𝑦 = 𝜕𝑍

𝜕𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑦 + 𝜕𝑍

𝜕𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦 = (𝑣𝑢𝑣−1)1

2
2𝑦

𝑥2 + 𝑦2 + (𝑢𝑣 ln 𝑢) 1
1 + ( 𝑦

𝑥)2
1
𝑥 = 𝑢𝑣

𝑥2 + 𝑦2 (𝑦𝑣
𝑢 + 𝑥 ln 𝑢)

d𝑍 = 𝑢𝑣

𝑥2 + 𝑦2 [(𝑥𝑣
𝑢 − 𝑦 ln 𝑢) d𝑥 + (𝑦𝑣

𝑢 + 𝑥 ln 𝑢) d𝑦]

3. (a). 当 (x,y)≠ (0, 0)时，∣𝑓(𝑥, 𝑦)2 + 𝑦2∣，故 lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0，所以函数在坐标原点
处连续。
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1.6 练习

(b). 在 (0, 0)点，𝑓(𝑥, 0) − 𝑓(0, 0)
𝑥 =

𝑥2 sin 1√
𝑥2

𝑥 ，所以

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥, 0) − 𝑓(0, 0)
𝑥 = lim

𝑥→0
𝑥 ∗ sin 1√

𝑥2 = 0

即偏导数 𝜕𝑓(0, 0)
𝜕𝑥 存在，且 𝜕𝑓(0, 0)

𝜕𝑥 = 0。

同理，𝜕𝑓(0, 0)
𝜕𝑦 存在，且为 0。

(c). 由 (b)知，𝜕𝑓(0, 0)
𝜕𝑥 = 𝜕𝑓(0, 0)

𝜕𝑦 = 0，故:

Δ𝑧 − [𝜕𝑓(0, 0)
𝜕𝑥 Δ𝑥 + 𝜕𝑓(0, 0)

𝜕𝑦 Δ𝑦] = 𝑓(Δ𝑥, Δ𝑦) − 𝑓(0, 0) − [0Δ𝑥 + 0Δ𝑦] =

[(Δ𝑥)2 + (Δ𝑦)2] sin 1
√(Δ𝑥)2 + (Δ𝑦)2

因为 lim
𝜌→0+

=
Δ𝑧 − [𝜕𝑓(0,0)

𝜕𝑥 ∗ Δ𝑥 + 𝜕𝑓(0,0)
𝜕𝑦 Δ𝑦]

𝜌 = lim
𝜌→0+

𝜌 sin 1
𝜌 = 0

故函数 𝑓(𝑥, 𝑦)在 (0, 0)处可微，且 d𝑧 = 0 ∗ d𝑥 + 0 ∗ d𝑦 = 0
(d). 当 (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0)时，

𝜕𝑧
𝜕𝑥 = 2𝑥 sin 1

√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥
√𝑥2 + 𝑦2 cos 1

√𝑥2 + 𝑦2

𝜕𝑧
𝜕𝑦 = 2𝑦 sin 1

√𝑥2 + 𝑦2 − 𝑦
√𝑥2 + 𝑦2 cos 1

√𝑥2 + 𝑦2

由于 lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

2𝑥 sin 1
√𝑥2 + 𝑦2 = 0，

lim
𝑥→0

𝑦=𝑥→0

𝑥
√𝑥2 + 𝑦2 cos 1

√𝑥2 + 𝑦2 = lim
𝑥→0

sin 𝑥√
2

cos 1
√

2 |2|不存在。

故偏导数 𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥 在原点不连续。同理，𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦 在原点不连续。
4. 按复合函数求导法则有:

𝜕𝑧
𝜕𝑥 = 𝜕𝑧

𝜕𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥 + 𝜕𝑧

𝜕𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑥 = 𝑣𝜕𝑢

𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑣
𝜕𝑥

将 𝑥 = 𝑒𝑢 cos 𝑣, 𝑦 = 𝑒𝑣 cos 𝑢两边对 𝑥求导得：

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

1 = 𝑒𝑢 𝜕𝑢
𝜕𝑥 cos 𝑣 − 𝑒𝑢 𝜕𝑣

𝜕𝑥 sin 𝑣

0 = 𝑒𝑢 𝜕𝑢
𝜕𝑥 sin 𝑣 + 𝑒𝑢 𝜕𝑣

𝜕𝑥 cos 𝑣

解得 𝜕𝑢
𝜕𝑥 = cos 𝑣

𝑒𝑢 , 𝜕𝑣
𝜕𝑥 = −sin 𝑣

𝑒𝑢
将 𝑥 = 𝑒𝑢 cos 𝑣, 𝑦 = 𝑒𝑣 cos 𝑢两边对 y求导得：

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

0 = 𝑒𝑢 𝜕𝑢
𝜕𝑦 cos 𝑣 − 𝑒𝑢 𝜕𝑣

𝜕𝑦 sin 𝑣

1 = 𝑒𝑢 𝜕𝑢
𝜕𝑦 sin 𝑣 + 𝑒𝑢 𝜕𝑣

𝜕𝑦 cos 𝑣
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1.6 练习

解得 𝜕𝑢
𝜕𝑦 = sin 𝑣

𝑒𝑢 , 𝜕𝑣
𝜕𝑦 = cos 𝑣

𝑒𝑢 因此
𝜕𝑧
𝜕𝑥 = 𝑣 cos 𝑣 − 𝑢 sin 𝑣

𝑒𝑢

𝜕𝑧
𝜕𝑦 = 𝑣 sin 𝑣 + 𝑢 cos 𝑣

𝑒𝑢

5. 注意到
d𝑢
d𝑥 = 𝜕𝑓

𝜕𝑥 + 𝜕𝑓
𝜕𝑦

d𝑦
d𝑥 + 𝜕𝑓

𝜕𝑧
d𝑧
d𝑥

，由 𝑒𝑥𝑦 − 𝑥𝑦 = 2两边对 𝑥求导，得
𝑒𝑥𝑦(𝑦 + 𝑥d𝑦

d𝑥) − (𝑦 + 𝑥d𝑦
d𝑥) = 0

即 d𝑦
d𝑥 = −𝑦

𝑥。又由 𝑒𝑥 =
𝑥−𝑧

∫
0

sin 𝑡
𝑡 d𝑡两边对 𝑥求导得:

𝑒𝑥 = sin (𝑥 − 𝑧)
𝑥 − 𝑧 (1 − d𝑧

d𝑥)

即 d𝑧
d𝑥 = 1 − 𝑒𝑥(𝑥 − 𝑧)

sin (𝑥 − 𝑧) 代入，得
d𝑢
d𝑥 = 𝜕𝑓

𝜕𝑥 − 𝑦
𝑥

d𝑦
d𝑥 + [1 − 𝑒𝑥(𝑥 − 𝑧)

sin (𝑥 − 𝑧)] d𝑧
d𝑥

6. 设 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓(𝑥 − 𝑎𝑧, 𝑦 − 𝑏𝑧) 则 𝐹 ′
𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓 ′

1, 𝐹 ′
𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓 ′

2, 𝐹 ′
𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

−𝑎𝑓 ′
1 − 𝑏𝑓 ′

2，所以 𝑛⃗ = 𝑓 ′
1, 𝑓 ′

2, −𝑎𝑓 ′
1 − 𝑏𝑓 ′

2，直线
𝑥
𝑎 = 𝑦

𝑏 = 𝑧方向向量为 ⃗𝑠 = 𝑎, 𝑏, 1，于是
𝑛⃗ ⃗𝑠 = 𝑎𝑓 ′

1 + 𝑏𝑓 ′
2 − 𝑎𝑓 ′

1 − 𝑏𝑓 ′
2 = 0因此曲面 𝑓(𝑥 − 𝑎𝑧, 𝑦 − 𝑏𝑧) = 0在任一点处的切平面与

直线 𝑥
𝑎 = 𝑦

𝑏 = 𝑧 平行，证毕。
7. 𝜕𝑢

𝜕𝑥|(1,2,3) = 1
3, 𝜕𝑢

𝜕𝑦 |(1,2,3) = 1
3, 𝜕𝑢

𝜕𝑧 |(1,2,3) = 1
3

由单位向量 𝑛⃗知，cos 𝛼 = 1√
3, cos 𝛽 = 1√

3, cos 𝛾 = 1√
3

因此 𝜕𝑢
𝜕𝑛|(1,2,3) = cos 𝛼𝜕𝑢

𝜕𝑥|(1,2,3) + cos 𝛽𝜕𝑢
𝜕𝑦 |(1,2,3) + cos 𝛾 𝜕𝑢

𝜕𝑧 |(1,2,3) =
√

3
3

8. 方程 𝑥2 − 6𝑥𝑦 + 10𝑦2 − 2𝑦𝑧 − 𝑧2 + 18 = 0两边分别对 x,y求偏导数，得

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

2𝑥 − 6𝑦 − 2𝑦 𝜕𝑧
𝜕𝑥 − 2𝑧 𝜕𝑧

𝜕𝑥 = 0(1)

−6𝑥 + 20𝑦 − 2𝑧 − 2𝑦𝜕𝑧
𝜕𝑦 − 2𝑧 𝜕𝑧

𝜕𝑦 = 0(2)

令 𝜕𝑧
𝜕𝑥 = 0, 𝜕𝑧

𝜕𝑦 = 0，得

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = { 𝑥 − 3𝑦 = 0
−3𝑥 + 10𝑦 − 𝑧 = 0

即 𝑥 = 3𝑦, 𝑧 = 𝑦。
将上式代入 𝑥2 − 6𝑥𝑦 + 10𝑦2 − 2𝑦𝑧 − 𝑧2 + 18 = 0，可得 𝑥 = 9, 𝑦 = 3, 𝑧 = 3，或
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1.6 练习

𝑥 = −9, 𝑦 = −3, 𝑧 = −3
(1)式对 x求偏导，得 2 − 2𝑦 𝜕2𝑧

𝜕𝑥2 − 2 (𝜕𝑧
𝜕𝑥)

2
− 2𝑧 𝜕2𝑧

𝜕𝑥2 = 0

(1)式对 y求偏导，得 −6 − 2𝜕𝑧
𝜕𝑥 − 2𝑦 𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦 − 2𝜕𝑧
𝜕𝑥

𝜕𝑧
𝜕𝑦 − 2𝑧 𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦 = 0

(2)式对 y求偏导，得 20 − 2𝜕𝑧
𝜕𝑦 − 2𝜕𝑧

𝜕𝑦 − 2𝑦𝜕2𝑧
𝜕𝑦2 − 2 (𝜕𝑧

𝜕𝑦)
2

− 2𝑧 𝜕2𝑧
𝜕𝑦2 = 0

所以 𝐴 = 𝜕2𝑧
𝜕𝑥2 |(9,3,3) = 1

6, 𝐵 = 𝜕2𝑧
𝜕𝑥𝜕𝑦 |(9,3,3) = −1

2, 𝐶 = 𝜕2𝑧
𝜕𝑦2 |(9,3,3) = 5

3
故 𝐵2 −𝐴𝐶 = − 1

36 < 0, 𝐴 > 0，从而点 (9, 3)是 𝑧(𝑥, 𝑦)的极小值点，极小值为 z(9,3)=3.

类似的，由 𝐴 = 𝜕2𝑧
𝜕𝑥2 |(−9,−3,−3) = −1

6, 𝐵 = 𝜕2𝑧
𝜕𝑥𝜕𝑦 |(−9,−3,−3) = 1

2, 𝐶 = 𝜕2𝑧
𝜕𝑦2 |(−9,−3,−3) =

−5
3
故 𝐵2 − 𝐴𝐶 = − 1

36 < 0, 𝐴 < 0，从而点 (−9, −3) 是 𝑧(𝑥, 𝑦) 的极大值点，极大值为
z(-9,-3)=-3.

9. 设 𝑃(𝑥, 𝑦)是椭圆 𝑥2 + 4𝑦2 = 4上任意一点，则 𝑃 到直线 2𝑥 + 3𝑦 − 6 − 0的距离为：
𝑑 = |2𝑥 + 3𝑦 − 6|√

13
求 𝑑的最小值点即求 𝑑2 的最小值点。作

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 1
13 (2𝑥 + 3𝑦 − 6)2 + 𝜆(𝑥2 + 4𝑦2 = 4)

由拉格朗日数乘法，有 𝜕𝐹
𝜕𝑥 = 0, 𝜕𝐹

𝜕𝑦 = 0, 𝜕𝐹
𝜕𝜆 = 0，即:

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧{{
⎨{{⎩

4
13(2𝑥 + 3𝑦 − 6) + 2𝜆𝑥 = 0
6
13(2𝑥 + 3𝑦 − 6) + 8𝜆𝑦 = 0

𝑥2 + 4𝑦2 − 4 = 0

解得:𝑥1 = 8
5, 𝑦1 = 3

5; 𝑥1 = −8
5, 𝑦1 = −3

5 于是 𝑑|(𝑥1,𝑦1) = 1√
13, 𝑑|(𝑥2,𝑦2) = 11√

13，故点

(8
5, 3

5)即为所求的点。
10. 𝑓(1, −2) = 5,

𝑓 ′
𝑥(1, −2) = (4𝑥 − 𝑦 − 6)|(1, −2) = 0, 𝑓 ′

𝑦(1, −2) = (−𝑥 − 2𝑦 − 3)|(1, −2) = 0
𝑓 ′′

𝑥𝑥(1, −2) = 4, 𝑓 ′′
𝑥𝑦(1, −2) = −1, 𝑓 ′′

𝑦𝑦(1, −2) = −3
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阶数为 3的各阶偏导数为 0。故
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓[1 + (𝑥 − 1), −2 + (𝑦 + 2)]

= 𝑓(1, −2) + (𝑥 − 1)𝑓 ′
𝑥(1, −2) + (𝑦 + 2)𝑓 ′

𝑦(1, −2) + 1
2![(𝑥 − 1)2𝑓 ′′

𝑥𝑥(1, −2)
+2(𝑥 − 1)(𝑦 + 2)𝑓 ′′

𝑥𝑦(1, −2) + (𝑦 + 2)2𝑓 ′′
𝑦𝑦(1, −2)]

= 5 + 1
2![4(𝑥 − 1)2 − 2(𝑥 − 1)(𝑦 + 2) − 2(𝑦 + 2)2]

= 5 + 2(𝑥 − 1)2 − (𝑥 − 1)(𝑦 + 2) − (𝑦 + 2)2
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第 2章 多元函数积分学

内容提要
h 二重积分
h 三重积分
h 一型线积分和面积分

h 二型线积分和面积分
h 各种积分的联系和在场论中的应用

2.1 二重积分

2.1.1 多元数量值函数积分的性质
线性性质

∫
Ω

𝑘𝑓(𝑀)𝑑Ω = 𝑘 ∫
Ω

𝑓(𝑀)𝑑Ω

∫
Ω

[𝑓(𝑀) + 𝑔(𝑀)]𝑑Ω = ∫
Ω

𝑓(𝑀)𝑑Ω + ∫
Ω

𝑔(𝑀)𝑑Ω

对积分域的可加性设 Ω = Ω1 + Ω2

∫
Ω

𝑓(𝑀)𝑑Ω = ∫
Ω1

𝑓(𝑀)𝑑Ω + ∫
Ω2

𝑓(𝑀)𝑑Ω

积分不等式
若 𝑓(𝑀) ≤ 𝑔(𝑀)，∀𝑀 ∈ Ω，则：

∫
Ω

𝑓(𝑀)𝑑Ω ≤ ∫
Ω

𝑔(𝑀)𝑑Ω

∣∫
Ω

𝑓(𝑀)𝑑Ω∣ ≤ ∫
Ω

|𝑓(𝑀)|𝑑Ω
若 𝑙 ≤ 𝑓(𝑀) ≤ 𝐿，∀𝑀 ∈ Ω，则：

𝑙 ⋅ 𝑉 (Ω) ≤ ∫
Ω

𝑓(𝑀)𝑑Ω ≤ 𝐿 ⋅ 𝑉 (Ω)

中值定理设 𝑓 ∈ 𝐶(Ω)，Ω为有界连通闭区域，则 ∃𝑃 ∈ Ω，使
∫

Ω
𝑓(𝑀)𝑑Ω = 𝑓(𝑃) ⋅ 𝑉 (Ω)

� 笔记 性质往往不会单独出题，而是作为技巧和方法融合在更复杂的题目中。



2.1 二重积分

2.1.2 直角坐标系下二重积分的计算
𝑥型区域积分：过 [𝑎, 𝑏]上任意一点 𝑥1，作与 𝑦 轴平行的直线，与区域边界至多交于两
点 (𝑥1, 𝑦1(𝑥1))，(𝑥1, 𝑦2(𝑥1))，公式为：

∬
Ω

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝜎 = ∫
𝑏

𝑎
[∫

𝑦2(𝑥)

𝑦1(𝑥)
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦] 𝑑𝑥

𝑦 型区域积分：过 [𝑐, 𝑑]上任意一点 𝑦1，作与 𝑥轴平行的直线，与区域边界至多交于两
点 (𝑥1(𝑦1), 𝑦1)，(𝑥2(𝑦1), 𝑦1)，公式为：

∬
Ω

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝜎 = ∫
𝑑

𝑐
[∫

𝑥2(𝑦)

𝑥1(𝑦)
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥] 𝑑𝑦

� 笔记 解题时建议先绘制区域草图，判断采用 𝑥型或 𝑦 型积分更简便。
例题 2.1(经典例题) 计算∬

𝜎
𝑥2𝑦 𝑑𝜎，其中 𝜎由 𝑥 = 0，𝑦 = 1和 𝑥 = √𝑦 围成。

证明 区域 𝜎可表示为：0 ≤ 𝑥 ≤ 1，𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 1。将重积分化为累次积分：

∬
𝜎

𝑥2𝑦 𝑑𝜎 = ∫
1

0
𝑥2𝑑𝑥 ∫

1

𝑥2
𝑦 𝑑𝑦

= ∫
1

0
𝑥2 ⋅ 1 − 𝑥4

2 𝑑𝑥

= 1
2 (𝑥3

3 − 𝑥7

7 ) ∣
1

0

= 2
21

3.极坐标法

∬
(𝜎)

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝜎 = ∬
(𝜎)

𝑓(𝜌𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜃)𝜌𝑑𝜌𝑑𝜃.

� 笔记 在公式中要注意几个细节：
1.𝑥 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜃
2.𝑦 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜃
3.𝑑𝜎 = 𝑑𝜌𝑑𝜃
正确使用极坐标法可以很大程度上降低计算难度，这里给出几个可以使用极坐标法的标

志：
积分域为圆，圆环，还有扇形时；
被积函数有 𝑓(√𝑥2 + 𝑦2),𝑓(𝑦

𝑥),𝑓(𝑥
𝑦 )类似形式时。
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2.1 二重积分

2.1.3 二重积分计算技巧
1.换元法
正则变换：
条件：
·𝑢,𝑣 ∈ 𝐶(1)(𝜎)
·Jacobl行列式 𝜕(𝑢, 𝑣)

𝜕(𝑥, 𝑦) ≠ 0,∀(x,y)∈ (𝜎)
结论:变换为一一变换，将内部映射为内部，外部映射为外部。

∬
(𝜎)

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝜎 = ∬
(𝜎)

𝑓[𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣)]𝜕(𝑥, 𝑦)
𝜕(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣.

� 笔记 正则变换 𝜕(𝑥, 𝑦)
𝜕(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣部分容易被遗忘，需要同学着重记忆。

极坐标变换也应用了正则变化换元法，解释了为什么会有 𝑑𝜎 = 𝑑𝜌𝑑𝜃，感兴趣的同学可
以自行证明。

2.利用奇偶性和对称性简化重积分的运算
若积分域 (𝐷)关于 y轴对称：

∬
(𝐷)

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐷 =
⎧{
⎨{⎩

2 ∬
(𝐷1)

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐷1 𝑓(−𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦)

0 𝑓(−𝑥, 𝑦) = −𝑓(𝑥, 𝑦)
(2.1)

� 笔记 其中 𝐷1 为 𝐷大于 0的部分；若 f(x,y)关于 x轴对称时同理；
若积分域 (𝐷)关于 y=x轴对称:

∬
(𝐷)

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐷 = ∬
(𝐷)

𝑓(𝑦, 𝑥)𝑑𝐷 (2.2)

例题 2.2(经典例题) 交换累次积分：
𝐼 = ∫

1

0
𝑑𝑥 ∫

√
2𝑥−𝑥2

0
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 + ∫

2

1
𝑑𝑥 ∫

2−𝑥

0
𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

解
步骤 1：分析原始积分区域
原始积分式是：

𝐼 = ∫
1

0
∫

√
2𝑥−𝑥2

0
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 𝑑𝑥 + ∫

2

1
∫

2−𝑥

0
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 𝑑𝑥

步骤 2：找出联合区域
通过图形分析得到：-对于 0 ≤ 𝑦 ≤ 1，𝑥的范围是 0 ≤ 𝑥 ≤ √2𝑦 − 𝑦2。-对于 1 ≤ 𝑦 ≤ 2，

𝑥的范围是 2 − 𝑦 ≤ 𝑥 ≤ 1。
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2.1 二重积分

步骤 3：交换积分顺序
交换积分顺序后的表达式是：

𝐼 = ∫
1

0
∫

√2𝑦−𝑦2

0
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 + ∫

2

1
∫

1

2−𝑦
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

� 笔记 这种题型的技巧在于可以通过原积分画出积分域，再进行积分变换操作
例题 2.3(经典例题) 计算下列二重积分：

𝐼 = ∬
𝐷

𝑦[1 + 𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥4 + 𝑦4)]𝑑𝜎,其中 𝐷由直线 y=x,y=1,x=-1围成。
解 𝑦[1 + 𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥4 + 𝑦4)] = 𝑦 + 𝑦𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥4 + 𝑦4)注意到 𝑦𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥4 + 𝑦4)是关于 x或者 y的奇函
数。

积分域对应的图形可以被 𝑦 = −𝑥划分，其中上半部分 D1关于 y轴对称，下半部分 D2
关于 x轴对称，由运算技巧第二条可知我们可以应用积分的对称性来解决这道题。

∬
𝐷

𝑦𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥4 + 𝑦4)]𝑑𝜎 = ∬
𝐷1

𝑦𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥4 + 𝑦4)]𝑑𝜎 + ∬
𝐷2

𝑦𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥4 + 𝑦4)]𝑑𝜎

= 0 + 0 = 0

故原式可化简为
∬

𝐷
𝑦𝑑𝜎 = 2

3
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2.2 三重积分

3带绝对值的重积分计算
这类题型一般被积函数都带有绝对值，他们的解决思想是现根据绝对值内函数在积分域

内的正负划分原始积分域，去掉被积函数中的绝对值，然后计算。
例题 2.4(经典例题) 𝐼 = ∬

𝐷
|𝑦 − 𝑥2|𝑑𝑥𝑑𝑦,其中积分域为 𝐷 = {(𝑥, 𝑦)||𝑥| ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 2}

解 根据绝对值划分区域
𝐷1 = {(𝑥, 𝑦)||𝑥| ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥2},
𝐷2 = {(𝑥, 𝑦)||𝑥| ≤ 1, 𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 2},
则可将积分转化为：

𝐼 = ∬
𝐷

|𝑦 − 𝑥2|𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝐼 = 𝐼 = ∬
𝐷1

(𝑥2 − 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 + ∬
𝐷2

(𝑦 − 𝑥2)𝑑𝑥𝑑𝑦

= 46
15

(编者在这里省略了具体的积分计算步骤，同学们在复习时可以自行完成)
4综合题型：考察学生对二重积分相关性质技巧的掌握

例题 2.5(经典例题) 设 𝑓(𝑥)在 [a,b]上连续，且 𝑓(𝑥) > 0,证明

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ∫

𝑏

𝑎

1
𝑓(𝑥) ≥ (𝑏 − 𝑎)2

解

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ∫

𝑏

𝑎

1
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∬

𝐷

𝑓(𝑥)
𝑓(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∬

𝐷

𝑓(𝑦)
𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑦

其中 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∣ 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑎 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏}

∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ∫

𝑏

𝑎

1
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1

2 ∬
𝐷

[𝑓(𝑥)
𝑓(𝑦) + 𝑓(𝑦)

𝑓(𝑥)] 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 1
2 ∬

𝐷

𝑓2(𝑥) + 𝑓2(𝑦)
𝑓(𝑥)𝑓(𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

1
2 ∬

𝐷

𝑓2(𝑥) + 𝑓2(𝑦)
𝑓(𝑥)𝑓(𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 ≥ 1

2 ∬
𝐷

2𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)
𝑓(𝑥)𝑓(𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∬

𝐷
𝑑𝑥𝑑𝑦 = (𝑏 − 𝑎)2

2.2 三重积分

2.2.1 三重积分的计算
1.先单后重

∭
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉 = ∬[∫
𝑧2(𝑥,𝑦)

𝑧1(𝑥,𝑦)
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)]𝑑𝜎
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2.2 三重积分

2.先重后单
∭

𝐷
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉 = ∫[∬

𝑧2(𝑥,𝑦)

𝑧1(𝑥,𝑦)
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)]𝑑𝜎

� 笔记 我们常常形象地把先单后重看作是切条，把先重后单看作是切片
3.柱面坐标代换公式：
𝑥 = 𝜌 cos 𝜃, 𝑦 = 𝜌 sin 𝜃, 𝑧 = 𝑧(𝜌 ≥ 0, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, − inf ≤ 𝑧 ≤ inf)
𝑑𝑉 = 𝜌𝑑𝜌𝑑𝜃𝑑𝑧
∭

(𝑉 )
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉 = ∭

(𝑉 )
𝑓(𝜌 cos 𝜃, 𝜌 sin 𝜃, 𝑧)𝜌 𝑑𝜌 𝑑𝜃 𝑑𝑧

4.球面公式
𝑥 = 𝑟 sin 𝜑 cos 𝜃,
𝑦 = 𝑟 sin 𝜑 sin 𝜃,
𝑧 = 𝑟 cos 𝜑

(𝑟 ≥ 0, 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋)

𝑑𝑉 = 𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜑𝜃

∭
(𝑉 )

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑉 = ∭
(𝑉 )

𝑓(𝑟 sin 𝜑 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜑 sin 𝜃, 𝑟 cos 𝜑)𝑟2 sin 𝜑 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝜃

2.2.2 三重积计算技巧
1.利用积分的对称性
若积分域 (V)关于 xoy坐标面对称：

∭
(𝑉 )

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉 =
⎧{
⎨{⎩

2 ∭
𝐷𝑧≥0

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉 𝑓(𝑥, 𝑦, −𝑧) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

0 𝑓(𝑥, 𝑦, −𝑧) = −𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

若积分域 (V)关于 xoz，yoz坐标面对称时，同理。
若积分区域 (V)关于变量 x, y, z具有轮换对称性，则

∭
(𝑉 )

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉 = ∭
(𝑉 )

𝑓(𝑦, 𝑧, 𝑥)𝑑𝑉 = ∭
(𝑉 )

𝑓(𝑧, 𝑥, 𝑦)𝑑𝑉

= 1
3 ∭

(𝑉 )
[𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑓(𝑦, 𝑧, 𝑥) + 𝑓(𝑧, 𝑥, 𝑦)]𝑑𝑉

例题 2.6(作业例题) ∭
(𝑉 )

(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑉，其中 (𝑉 )由 𝑧 = √𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2，𝑧 = √𝐴2 − 𝑥2 − 𝑦2，
𝑧 = 0所围成，且 𝐴 > 𝑎 > 0
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2.3 一型线积分和一型面积分

解 ∭
(𝑉 )

(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑉（采用球坐标）

= ∫
2𝜋

0
𝑑𝜑 ∫

𝜋
2

0
𝑑𝜃 ∫

𝐴

𝑎
𝑟2 sin2 𝜃𝑟2 sin 𝜃𝑑𝑟

= 4
15𝜋(𝐴5 − 𝑎5)

例题 2.7(习题课例题) 计算∭
Ω

(𝑥2 + 𝑧2)𝑑𝑉 , Ω ∶ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 1
解 在空间区域 Ω ∶ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 1中，关于 x、y、z具有轮换对称性，即把 x换成 y，y换
成 z，z换成 x后，区域 Ω不变。根据轮换对称性有

∭
Ω

𝑥2𝑑𝑉 = ∭
Ω

𝑦2𝑑𝑉 = ∭
Ω

𝑧2𝑑𝑉

∭
Ω

(𝑥2 + 𝑧2)𝑑𝑉 = 2
3 ∭

Ω
(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)𝑑𝑉

利用球坐标计算积分球坐标变换公式为 𝑥 = 𝑟 sin 𝜑 cos 𝜃，𝑦 = 𝑟 sin 𝜑 sin 𝜃，𝑧 = 𝑟 cos 𝜑，
体积元素 𝑑𝑉 = 𝑟2 sin 𝜑𝑑𝑟𝑑𝜑𝑑𝜃，且 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑟2 。积分区域 Ω ∶ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 1在球
坐标下为 0 ≤ 𝑟 ≤ 1，0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋，0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 。

则原式可变为：
2
3 ∫

2𝜋

0
∫

𝜋

0
∫

1

0
𝑟2 ⋅ 𝑟2 sin 𝜑 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝜃 = 2

3 ∫
2𝜋

0
∫

𝜋

0
∫

1

0
𝑟4 sin 𝜑 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝜃3.

计算积分结果 8𝜋
15

2.3 一型线积分和一型面积分

2.3.1 一型线积分
计算公式: 设有一简单的光滑空间曲线 𝐶

𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑧 = 𝑧(𝑡) (𝛼 ≤ 𝑡 ≤ 𝛽)
若函数 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)在 𝐶 上连续，则

∫
𝐶

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑠 = ∫
𝛽

𝛼
𝑓[𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)]√𝑥′2(𝑡) + 𝑦′2(𝑡) + 𝑧′2(𝑡) d𝑡

� 笔记 一行线积分的关键在于找到参数方程，一般有三种基本方法：
1.找到 𝑓(𝑥, 𝑦)中两个变量之间的函数关系 𝑥 = ℎ(𝑦)转化为变量只有 𝑦的函数。（三个变

量时同理）
2.找到 𝑥, 𝑦, 𝑧 共同变量 𝑡,𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓(𝑡)。
3. 利用极坐标 𝑥 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜃,𝑦 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜃 将 𝑓 转化为单变量函数（一般应用在与圆有关的题
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2.3 一型线积分和一型面积分

目中）。
例题 2.8(经典例题)
计算∮

𝐿
(2𝑥𝑦 + 3𝑥2 + 4𝑦2)𝑑𝑠，其中 𝐿是椭圆 𝑥2

4 + 𝑦2

3 = 1，其周长为 𝑎。

解 ∮
𝐿

2𝑥𝑦𝑑𝑠 = 0。
则

∮
𝐿

(2𝑥𝑦 + 3𝑥2 + 4𝑦2)𝑑𝑠

= ∮
𝐿

(3𝑥2 + 4𝑦2)𝑑𝑠

=12 ∮
𝐿

(𝑥2

4 + 𝑦2

3 )𝑑𝑠

=12 ∮
𝐿

𝑑𝑠 = 12𝑎

� 笔记 本题很关键的一步是利用了被积函数的奇偶性和积分曲线的对称性，这也是第一型线积
分计算中常用的一种方法。
需要注意的是并非所有的线面积分都可以用奇偶性，对称性，后文会详细介绍。

2.3.2 一型面积分
第一型面积分的计算

∬
(𝑆)

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)d𝑆 = lim
𝑑→0

𝑛
∑
𝑘=1

𝑓(𝜉𝑘, 𝜂𝑘, 𝜁𝑘)Δ𝑆𝑘.

如果 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)在光滑曲面 (𝑆)上连续，(𝑆)的方程为
r = r(𝑢, 𝑣) = 𝑥(𝑢, 𝑣)i + 𝑦(𝑢, 𝑣)j + 𝑧(𝑢, 𝑣)k, (𝑢, 𝑣) ∈ (𝜎),

∬
(𝑆)

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)d𝑆 = ∬
(𝜎)

𝑓[𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣), 𝑧(𝑢, 𝑣)]‖r𝑢 × r𝑣‖d𝑢d𝑣.

若 (𝑠)的方程为：𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦)，(𝑥, 𝑦) ∈ (𝜎).

∬
(𝑆)

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)d𝑆 = ∬
(𝜎)

𝑓[𝑥, 𝑦, 𝑧(𝑥, 𝑦)]√1 + 𝑧2𝑥 + 𝑧2𝑦d𝑥d𝑦.

例题 2.9(经典例题) 计算曲面积分∬
Σ

(𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐𝑧+𝑑)2𝑑𝑆，其中Σ为球面 𝑥2 +𝑦2 +𝑧2 = 𝑅2。

解 由于 (𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑)2 = 𝑎2𝑥2 + 𝑏2𝑦2 + 𝑐2𝑧2 + 𝑑2 + 2𝑎𝑏𝑥𝑦 + 2𝑎𝑐𝑥𝑧 + 2𝑏𝑐𝑦𝑧 + 2𝑎𝑑𝑥 +
2𝑏𝑑𝑦 + 2𝑐𝑑𝑧。由函数的奇偶性和积分域的对称性知 ∬

Σ

𝑥𝑦𝑑𝑆 = ∬
Σ

𝑦𝑧𝑑𝑆 = ∬
Σ

𝑥𝑧𝑑𝑆 = 0，

∬
Σ

𝑥𝑑𝑆 = ∬
Σ

𝑦𝑑𝑆 = ∬
Σ

𝑧𝑑𝑆 = 0。由变量的对称性知∬
Σ

𝑥2𝑑𝑆 = ∬
Σ

𝑦2𝑑𝑆 = ∬
Σ

𝑧2𝑑𝑆。
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2.4 二型线积分和面积分

则
∬
Σ

(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑)2𝑑𝑆

=∬
Σ

(𝑎2𝑥2 + 𝑏2𝑦2 + 𝑐2𝑧2)𝑑𝑆 + ∬
Σ

𝑑2𝑑𝑆

=∬
Σ

(𝑎2𝑥2 + 𝑏2𝑥2 + 𝑐2𝑥2)𝑑𝑆 + 4𝜋𝑅2𝑑2

=(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2)∬
Σ

𝑥2𝑑𝑆 + 4𝜋𝑅2𝑑2

=𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2

3 ∬
Σ

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)𝑑𝑆 + 4𝜋𝑅2𝑑2

=𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2

3 ∬
Σ

𝑅2𝑑𝑆 + 4𝜋𝑅2𝑑2

=4𝜋
3 (𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2)𝑅4 + 4𝜋𝑅2𝑑2

� 笔记 本题如果将原面积分直接化为二重积分计算显然不方便，这里应注意球面 𝑥2 +𝑦2 +𝑧2 =
𝑅2 有很好的对称性，而将 (𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑)2 展开后，其中有很多项有奇偶性，由此可简化
原积分的计算。

2.4 二型线积分和面积分

2.4.1 二型线积分的性质

性质 1：∫
(𝐶)

A(𝑀) ⋅ 𝑑s = − ∫
(−𝐶)

A(𝑀) ⋅ 𝑑s

第二型线积分与曲线的方向有关。C和 −C表示同一条曲线但方向相反。该性质表明，当
曲线的方向反转时，第二型线积分的值变号。

性质 2：∫
(

⌢
𝐴𝐵)

= ∫
(

⌢
𝐴𝑃)

+ ∫
(

⌢
𝑃𝐵)

如果有一条曲线弧
⌢

𝐴𝐵，中间有一点 𝑃 把它分成两段
⌢

𝐴𝑃 和
⌢

𝑃𝐵，那么沿曲线弧
⌢

𝐴𝐵的
第二型线积分，等于沿子曲线弧

⌢
𝐴𝑃 的线积分与沿子曲线弧

⌢
𝑃𝐵 的线积分之和。体现了第二

型线积分在曲线可拆分情况下的可加性，方便将复杂曲线的线积分拆分为简单曲线的线积分
计算。

性质 3：∮
(𝐶)

𝑃 𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 = ∮
(𝐶1)

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + ∮
(𝐶2)

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

对于闭曲线 𝐶 ，若它可被分成两条闭曲线 𝐶1 和 𝐶2（它们组合起来构成 𝐶 ），那么沿闭
曲线 𝐶 的第二型曲线积分（通常称为环量），等于沿 𝐶1 的环量与沿 𝐶2 的环量之和。
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2.4 二型线积分和面积分

2.4.2 二型线积分的计算
设光滑有向曲线 (𝐶)的参数方程是

r = r(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) (𝛼 ≤ 𝑡 ≤ 𝛽)
𝑡 = 𝛼对应于 (𝐶)的起点 𝐴，𝑡 = 𝛽 对应于 (𝐶)的终点 𝐵。又设向量值函数

A = A(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧))
在曲线 (𝐶)上连续，则

∫
(𝐶)

𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)d𝑥 = ∫
𝛽

𝛼
𝑃 [𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)]𝑥′(𝑡)d𝑡

∫
(𝐶)

𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)d𝑦 = ∫
𝛽

𝛼
𝑄[𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)]𝑦′(𝑡)d𝑡

∫
(𝐶)

𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)d𝑧 = ∫
𝛽

𝛼
𝑅[𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)]𝑧′(𝑡)d𝑡

∫
(𝐶)

A ⋅ 𝑑s = ∫
𝐶

𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧

= ∫
𝛽

𝛼
{𝑃 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) ̇𝑥(𝑡) + 𝑄(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) ̇𝑦(𝑡) + 𝑅(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) ̇𝑧(𝑡)} 𝑑𝑡

2.4.3 第二型面积分的性质

性质 1：∬
(+𝑆)

A ⋅ 𝑑S = − ∬
(−𝑆)

A ⋅ 𝑑S

+𝑆 和 −𝑆 表示同一张曲面的两个不同侧。该性质表明，当曲面的侧改变时，第二型面积
分的值变号。这是因为第二型面积分考虑了向量场 A与曲面微元 𝑑S的方向关系，曲面侧改
变，向量场与曲面微元的相对方向改变，积分值也就改变符号。

性质 2：∬
(𝑆)

A ⋅ 𝑑S = ∬
(𝑆1)

A ⋅ 𝑑S + ∬
(𝑆2)

A ⋅ 𝑑S

性质 3：∬
(𝑆)

A ⋅ 𝑑S = ∬
(𝑆1)

A ⋅ 𝑑S + ∬
(𝑆2)

A ⋅ 𝑑S

如果一张曲面 𝑆 可被分成两片曲面 𝑆1 和 𝑆2 ，那么沿曲面 𝑆 的第二型面积分，等于沿子
曲面 𝑆1 的面积分与沿子曲面 𝑆2 的面积分之和。

2.4.4 二型面积分的计算
设有向曲面 (𝑆)的方程为 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦)，(𝑆)在 𝑥𝑂𝑦 坐标平面上的投影区域为 (𝜎𝑥𝑦)

∬
(𝑆)

𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)d𝑥 ∧ d𝑦 = ± ∬
(𝜎𝑥𝑦)

𝑅[𝑥, 𝑦, 𝑧(𝑥, 𝑦)]d𝑥d𝑦
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.
∬
(𝑆)

𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)d𝑦 ∧ d𝑧 = ± ∬
(𝜎𝑦𝑧)

𝑃 [𝑥(𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧]d𝑦d𝑧

.
∬
(𝑆)

𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)d𝑧 ∧ d𝑥 = ± ∬
(𝜎𝑧𝑥)

𝑄[𝑥, 𝑦(𝑧, 𝑥), 𝑧]d𝑧d𝑥

.

∬
(𝑆)

A(𝑀) ⋅ 𝑑S = ∬
(𝑆)

𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 ∧ 𝑑𝑥 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦

2.5 各种积分的联系及其在场论中的应用
在多元函数中，我们已经学过了二重积分，三重积分，两种线积分和两种面积分，接下来

我们需要建立它们之间的联系。
1.两种线积分之间的联系

‖d ⃗𝑠‖ = √(d𝑥)2 + (d𝑦)2 + (d𝑧)2 = d𝑠
d ⃗𝑠 = ⃗𝑒𝜏d𝑠

∫
(𝐶)

⃗𝐴(𝑀) ⋅ d ⃗𝑠 = ∫
(𝐶)

⃗𝐴(𝑀) ⋅ ⃗𝑒𝜏d𝑠

⃗𝐴(𝑀) = (𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧))

∫
(𝐶)

𝑃d𝑥 + 𝑄d𝑦 + 𝑅d𝑧 = ∫
(𝐶)

(𝑃 cos 𝛼 + 𝑄 cos 𝛽 + 𝑅 cos 𝛾)d𝑠

� 笔记 为了方便记忆和理解我们引入几类线面积分的物理意义：
第一类线积分的物理意义：曲线的质量；
第二类线积分的物理意义：力做功；
第一类面积分的物理意义：曲面的质量；
第二类面积分的物理意义：流体的流量。
注意在计算技巧中第一类线面积分可以通过对称性来进行化简，第二类用的时候需要考

虑积分方向来简化题目。我们可以用物理意义中标量和矢量的区别来解释。
2.两种面积分之间的联系

∬
(𝑆)

⃗𝐴(𝑀) ⋅ 𝑑 ⃗𝑆 = ∬
(𝑆)

[𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) cos 𝛼 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧) cos 𝛽 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) cos 𝛾]𝑑𝑆

3.Green公式
∬
(𝜎)

(𝜕𝑄
𝜕𝑥 − 𝜕𝑃

𝜕𝑦 ) 𝑑𝜎 = ∮
(+𝐶)

𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

格林公式对有洞的区域也成立.
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我们可以用切割法把积分域切割成单连通域。例如图中的正向边界曲线由正向的闭曲线
（+𝐶1）与负向的闭曲线（−𝐶2）所组成，即 (+𝐶) = (+𝐶1) ∪ (−𝐶2).为了将它切割成单联通
与任做割线 ̄𝐴𝐵.此时可以看作是：

( ̄𝐶) = (𝐶1) ∪ ̄𝐴𝐵 ∪ (−𝐶2) ∪ ̄𝐵𝐴

例题 2.10(经典例题) 计算∫
(𝐶)

𝑥𝑦2𝑑𝑦 − 𝑦𝑥2𝑑𝑥，其中 (𝐶)为上半圆周 𝑦 =
√

𝑅2 − 𝑥2，方向从
𝐴(𝑅, 0)到 𝐵(−𝑅, 0)。
解 (𝐶)不是闭曲线，不能直接利用 Green公式，我们先补上有向直线段 𝐵𝐴使其封闭且保持
正向，从而有

∫
(𝐶)

𝑥𝑦2𝑑𝑦 − 𝑦𝑥2𝑑𝑥 = ∮
(𝐶)∪𝐵𝐴

(𝑥𝑦2𝑑𝑦 − 𝑦𝑥2𝑑𝑥) − ∫
𝐵𝐴

(𝑥𝑦2𝑑𝑦 − 𝑦𝑥2𝑑𝑥)

应用 Green公式得
∮

(𝐶)∪𝐵𝐴
𝑥𝑦2𝑑𝑦 − 𝑦𝑥2𝑑𝑥 = ∬

(𝜎)
(𝑦2 + 𝑥2)𝑑𝜎 = 𝜋𝑅4

4
而

∫
(𝐵𝐴)

𝑥𝑦2𝑑𝑦 − 𝑦𝑥2𝑑𝑥 = ∫
𝑅

−𝑅
0𝑑𝑥 = 0

所以
∫

(𝐶)
𝑥𝑦2𝑑𝑦 − 𝑦𝑥2𝑑𝑥 = 𝜋𝑅4

4

4.Stokes公式
Stokes公式展现了第二型曲线积分与第二型曲面积分之间的联系

∮
(𝐶)

⃗𝐴 ⋅ 𝑑 ⃗𝑠 = ∬
(𝑆)

(∇ × ⃗𝐴) ⋅ 𝑑 ⃗𝑆 = ∬
(𝑆)

(∇ × ⃗𝐴) ⋅ ⃗𝑒𝑛𝑑𝑆

5.Gauss公式
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高斯公式展现了三重面积分与二型面积分之间的联系
∭
(𝑉 )

∇ ⋅ ⃗𝐴𝑑𝑉 = ∯
(𝑆)

⃗𝐴 ⋅ 𝑑 ⃗𝑆

∭
(𝑉 )

(𝜕𝑃
𝜕𝑥 + 𝜕𝑄

𝜕𝑦 + 𝜕𝑅
𝜕𝑧 ) 𝑑𝑉 = ∯

(𝑆)

𝑃𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧 + 𝑄𝑑𝑧 ∧ 𝑑𝑥 + 𝑅𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦

6.两个重要的概念：
定义 2.1 (散度)

♣

设有连续向量场 𝐴(𝑀)(𝑀 ∈ (𝑉 ) ⊆ R3)，在 (𝑉 )内点 𝑀 的邻域任作一包含点 𝑀 而法
向量朝外的闭曲面 (Δ𝑆) ⊆ (𝑉 )，(Δ𝑆)所围区域为 (Δ𝑉 )，其体积为 Δ𝑉。如果让 (Δ𝑆)
所围区域 (Δ𝑉 )以任意方式缩小为点𝑀 时，比式

ΔΦ

Δ𝑉 = 1
Δ𝑉 ∯

(Δ𝑆)

𝐴(𝑀) ⋅ 𝑑𝑆

的极限存在，则此极限值称为场 𝐴(𝑀)在点𝑀 的散度，记作
div𝐴(𝑀) = lim

(Δ𝑉 )→𝑀
1

Δ𝑉 ∯
(Δ𝑆)

𝐴(𝑀) ⋅ 𝑑𝑆.

由定义可见，散度就是通量密度，也就是在点𝑀 处通量对体积的变化率。

2.5.1 散度的计算

divA = ∇ ⋅ A = 𝜕𝑃
𝜕𝑥 + 𝜕𝑄

𝜕𝑦 + 𝜕𝑅
𝜕𝑧

2.5.2 散度的运算法则和公式
(1) div(𝐶A) = 𝐶divA或 ∇ ⋅ (𝐶A) = 𝐶∇ ⋅ A，其中 𝐶 为常数；
(2) div(A ± B) = divA ± divB或 ∇ ⋅ (A ± B) = ∇ ⋅ A ± ∇ ⋅ B；
(3) div(𝑢A) = 𝑢divA + grad 𝑢 ⋅ A或 ∇ ⋅ (𝑢A) = 𝑢∇ ⋅ A + ∇𝑢 ⋅ A。
定义 2.2 (旋度)

♣

若在场 A(𝑀)中一点𝑀 处存在这样一个向量，其方向为使 A在点𝑀 环量密度最大的
方向，其模等于该点处环量密度的最大值，则称此向量为场 A(𝑀)在点𝑀 的旋度，记
作 rot A。
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2.5.3 旋度的计算

rot A =
∣
∣
∣
∣
∣

i j k
𝜕

𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑧

𝑃 𝑄 𝑅

∣
∣
∣
∣
∣

= (𝜕𝑅
𝜕𝑦 − 𝜕𝑄

𝜕𝑧 ) i + (𝜕𝑃
𝜕𝑧 − 𝜕𝑅

𝜕𝑥 ) j + (𝜕𝑄
𝜕𝑥 − 𝜕𝑃

𝜕𝑦 ) k

2.6 三个重要的场

定义 2.3 (有势场)

♣

设有向量场 A(𝑀) ∈ 𝐶((𝐺))，(𝐺) ⊆ R3。
(1)若线积分 ∫

(𝐵)

(𝐴)
A(𝑀) ⋅ 𝑑s的值在 (𝐺)内与路径无关，则称 A为保守场，其中 𝐴, 𝐵

为 (𝐺)内任意两点；
(2)若在 (𝐺)内恒有 ∇ × A = 0，则称 A为无旋场；
(3)若存在定义在 (𝐺)上的函数 𝑢，使 A = ∇𝑢，则称 A为有势场，并称 𝑢为 A的势函
数或位。

定义 2.4 (无源场)

♣

若在向量场 A的场域中处处有
∇ ⋅ A = 0

则称 A为无源场。

定义 2.5 (调和场)

♣

既无源又无旋的向量场 A称为调和场，即在场域内恒有
∇ ⋅ A = 0, ∇ × A = 0.

由于调和场 A(𝑀)是无旋场，所以也是有势场，即存在势函数 𝑢(𝑀)，𝑀 ∈ (𝐺)，使
A = ∇𝑢 = (𝜕𝑢

𝜕𝑥, 𝜕𝑢
𝜕𝑦 , 𝜕𝑢

𝜕𝑧 ) .

又由于 A是无源场，所以有
∇ ⋅ A = ∇ ⋅ (∇𝑢) = 0,

即
Δ𝑢 = 0,或𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑢
𝜕𝑦2 + 𝜕2𝑢

𝜕𝑧2 = 0.
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例题 2.11(作业例题) 证明：场 A = −2𝑦i − 2𝑥j为平面调和场，并求其势函数。
解 1. 计算散度

divA = 𝜕(−2𝑦)
𝜕𝑥 + 𝜕(−2𝑥)

𝜕𝑦 = 0 + 0 = 0

2. 计算旋度
rotA = (𝜕(−2𝑥)

𝜕𝑥 − 𝜕(−2𝑦)
𝜕𝑦 ) k = (−2 + 2)k = 0

散度为 0且旋度为 0，故 A是平面调和场。
3. 求势函数设势函数 𝑢(𝑥, 𝑦)，则 ∇𝑢 = A ⇒ 𝜕𝑢

𝜕𝑥 = −2𝑦，𝜕𝑢
𝜕𝑦 = −2𝑥 对 𝑥 积分得

𝑢 = −2𝑦𝑥 + 𝑓(𝑦)对 𝑦 求导并比较得 −2𝑥 + 𝑓 ′(𝑦) = −2𝑥 ⇒ 𝑓 ′(𝑦) = 0 ⇒ 𝑓(𝑦) = 𝐶 故势函数
为 𝑢(𝑥, 𝑦) = −2𝑥𝑦 + 𝐶 。场 A = −2𝑦i − 2𝑥j是平面调和场，势函数为 −2𝑥𝑦 + 𝐶。

8.两个重要的定理
定理 2.1 (有势场四个等价命题)

♡

设 (𝐺)是一维单连域，A = (𝑃 , 𝑄, 𝑅) ∈ 𝐶(1)((𝐺))，则下列四个命题等价：
(1) A是一无旋场，即在 (𝐺)内恒有

𝜕𝑅
𝜕𝑦 = 𝜕𝑄

𝜕𝑧 , 𝜕𝑃
𝜕𝑧 = 𝜕𝑅

𝜕𝑥 , 𝜕𝑄
𝜕𝑥 = 𝜕𝑃

𝜕𝑦
即

rotA = 0

(2)沿 (𝐺)内任一简单的闭曲线 (𝐶)均有环量
∮

(𝐶)
A ⋅ 𝑑s = ∮

(𝐶)
𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧 = 0

(3) A是一保守场，即在 (𝐺)内线积分∫
(𝐵)

(𝐴)
A ⋅ 𝑑s与路径无关；

(4) A是一有势场，即在 (𝐺)内 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧 为某一函数的全微分。

� 笔记 这里的每一个等价命题都可以单独使用，简化计算。
例如第三条中在验证为保守场积分与路径无关时可以使积分得以化简。
定理 2.2 (无源场的三个等价命题)

♡

设 𝐺 ⊆ R3 是三维单连通区域，� ∈ 𝐶(1)(𝐺)，则下列三个命题是等价的：
(1) �是无源场，即在 (𝐺)内恒有 ∇ ⋅ � = 0；
(2) �沿 (𝐺)内任一不自相交闭曲面 (𝑆)的通量为零，即∯

(𝑆)

� ⋅ 𝑑� = 0；

(3)在 (𝐺)内存在一向量函数 �(𝑀)，使 � = ∇ × �，即 �是某向量场 �的旋度场，其中 �
称为 �的一个向量势。
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2.6 三个重要的场

例题 2.12(经典例题) 设
𝐼 = ∫

𝐴𝐶𝐵
[𝜙(𝑦) cos 𝑥 − 𝜋𝑦]𝑑𝑥 + [𝜙′(𝑦) sin 𝑥 − 𝜋]𝑑𝑦

其中 𝐴𝐶𝐵 是任意从 𝐴(𝜋, 2) → 𝐵(3𝜋, 4) 的任意曲线，且以该曲线和直线 𝐴𝐵 为边界的区域
的面积为 2。
解 添加一条边 𝐵𝐴，则

𝐼 = ∮
Γ+𝐵𝐴

[𝜑(𝑦) cos 𝑥 − 𝜋𝑦]𝑑𝑥 + [𝜑′(𝑦) sin 𝑥 − 𝜋]𝑑𝑦

+ ∫
𝐵𝐴

[𝜑(𝑦) cos 𝑥 − 𝜋𝑦]𝑑𝑥 + [𝜑′(𝑦) sin 𝑥 − 𝜋]𝑑𝑦

曲线与直线 𝐴𝐵 所围成的区域记为 𝐷，由格林公式可得
∮

Γ+𝐵𝐴
[𝜑(𝑦) cos 𝑥 − 𝜋𝑦]𝑑𝑥 + [𝜑′(𝑦) sin 𝑥 − 𝜋]𝑑𝑦

= ∬
𝐷

(𝜕[𝜑′(𝑦) sin 𝑥 − 𝜋]
𝜕𝑥 − 𝜕[𝜑(𝑦) cos 𝑥 − 𝜋𝑦]

𝜕𝑦 ) 𝑑𝑥𝑑𝑦

= ∬
𝐷

𝜋𝑑𝑥𝑑𝑦

由于 𝐷的面积为 2，可知∬
𝐷

𝜋𝑑𝑥𝑑𝑦 = 2𝜋。直线 𝐴𝐵 的方程为 𝑦 = 𝑥
𝜋 + 1，则

∫
𝐵𝐴

[𝜑(𝑦) cos 𝑥 − 𝜋𝑦]𝑑𝑥 + [𝜑′(𝑦) sin 𝑥 − 𝜋]𝑑𝑦

= ∫
3𝜋

𝜋
{[𝜑 (𝑥

𝜋 + 1) cos 𝑥 − 𝜋 (𝑥
𝜋 + 1)] + [𝜑′ (𝑥

𝜋 + 1) sin 𝑥 − 𝜋] 1
𝜋} 𝑑𝑥

= ∫
3𝜋

𝜋
[𝜑 (𝑥

𝜋 + 1) cos 𝑥 + 1
𝜋𝜑′ (𝑥

𝜋 + 1) sin 𝑥 − 𝜋 (𝑥
𝜋 + 1 + 1

𝜋)] 𝑑𝑥

其中
∫

3𝜋

𝜋
[𝜑 (𝑥

𝜋 + 1) cos 𝑥 + 1
𝜋𝜑′ (𝑥

𝜋 + 1) sin 𝑥] 𝑑𝑥 = [𝜑 (𝑥
𝜋 + 1) sin 𝑥] ∣3𝜋

𝜋 = 0

− ∫
3𝜋

𝜋
𝜋 (𝑥

𝜋 + 1 + 1
𝜋) 𝑑𝑥 = −2𝜋(1 + 3𝜋)

从而 𝐼 = −2𝜋(1 + 3𝜋) + 2𝜋 = −6𝜋2。
例题 2.13(经典例题) 设 𝑓 ∈ 𝐶(1)(−∞, +∞)，𝐿是分段光滑有向曲线，且位于上半平面，起
点为 (𝑎, 𝑏)，终点为 (𝑐, 𝑑)，记

𝐼 = ∫
(𝐿)

1
𝑦 [1 + 𝑦2𝑓(𝑥𝑦)]𝑑𝑥 + 𝑥

𝑦2 [𝑦2𝑓(𝑥𝑦) − 1]𝑑𝑦

(1)证明积分与路径无关；(2)如果 𝑎𝑏 = 𝑐𝑑，求 𝐼。
解 (1)因为

𝜕
𝜕𝑦 {1

𝑦 [1 + 𝑦2𝑓(𝑥𝑦)]} = 𝑓(𝑥𝑦) − 1
𝑦2 + 𝑥𝑦𝑓 ′(𝑥𝑦)

= 𝜕
𝜕𝑥 { 𝑥

𝑦2 [𝑦2𝑓(𝑥𝑦) − 1]}
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2.6 三个重要的场

在上半平面这个单连通区域内处处成立，所以在上半平面内曲线积分与路径 𝐿无关。
(2)由于 𝐼 与路径无关，故可取积分路径 𝐿为由点 (𝑎, 𝑏)到点 (𝑐, 𝑏)再到点 (𝑐, 𝑑)的有向

折线，从而得
𝐼 = ∫

𝑐

𝑎

1
𝑏 [1 + 𝑏2𝑓(𝑏𝑥)]𝑑𝑥 + ∫

𝑑

𝑏

𝑐
𝑦2 [𝑦2𝑓(𝑐𝑦) − 1]𝑑𝑦

= 𝑐 − 𝑎
𝑏 + ∫

𝑐

𝑎
𝑏𝑓(𝑏𝑥)𝑑𝑥 + ∫

𝑑

𝑏
𝑐𝑓(𝑐𝑦)𝑑𝑦 + 𝑐

𝑑 − 𝑐
𝑏

= 𝑐
𝑑 − 𝑎

𝑏 + ∫
𝑏𝑐

𝑎𝑏
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 + ∫

𝑐𝑑

𝑏𝑐
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

= 𝑐
𝑑 − 𝑎

𝑏 + ∫
𝑐𝑑

𝑎𝑏
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

当 𝑎𝑏 = 𝑐𝑑时，∫
𝑐𝑑

𝑎𝑏
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0，由此得

𝐼 = 𝑐
𝑑 − 𝑎

𝑏
例题 2.14(经典例题) 对于半空间 𝑥 > 0内的任意光滑简单闭曲面 𝑆，都有

∯
𝑆

𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑦𝑑𝑧 − 𝑥𝑦𝑓(𝑥)𝑑𝑧𝑑𝑥 − 𝑒2𝑥𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0

其中 𝑓(𝑥)在 (0, +∞)内有连续的一阶导数，且 lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 1，求 𝑓(𝑥)。
解 对于任意的光滑有向封闭曲面 𝑆，设 Ω为其所围区域，利用高斯公式可得，

0 = ∯
𝑆

𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑦𝑑𝑧 − 𝑥𝑦𝑓(𝑥)𝑑𝑧𝑑𝑥 − 𝑒2𝑥𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦

= ±∭
Ω

(𝑥𝑓 ′(𝑥) + 𝑓(𝑥) − 𝑥𝑓(𝑥) − 𝑒2𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

由 𝑆 的任意性，可得
𝑥𝑓 ′(𝑥) + 𝑓(𝑥) − 𝑥𝑓(𝑥) − 𝑒2𝑥 = 0, (𝑥 > 0)

即
𝑓 ′(𝑥) + (1

𝑥 − 1) 𝑓(𝑥) = 1
𝑥𝑒2𝑥, (𝑥 > 0) (∗)

利用分离变量法可得，齐次方程 𝑓 ′(𝑥) + (1
𝑥 − 1) 𝑓(𝑥) = 0的通解为

𝑓(𝑥) = 𝐶𝑒𝑥

𝑥
利用常数变易法，设 𝑓(𝑥) = 𝐶(𝑥)𝑒𝑥

𝑥 ，代入 (∗)中整理可得，
𝐶′(𝑥) = 𝑒𝑥

从而 𝐶(𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝐶，
𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥

𝑥 (𝑒𝑥 + 𝐶), (𝑥 > 0)
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第 2章练习

因为 lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 1，即 lim
𝑥→0+

𝑒𝑥

𝑥 (𝑒𝑥 + 𝐶) = lim
𝑥→0+

𝑒𝑥(𝑒𝑥 + 𝐶)
𝑥 = 1，所以 lim

𝑥→0+
𝑒𝑥(𝑒𝑥 + 𝐶) = 0，

即 1 + 𝐶 = 0。所以 𝐶 = −1，
𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥

𝑥 (𝑒𝑥 − 1)

K第 2章练习k

1. ∭
(𝑉 )

1
√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 𝑑𝑉，其中 (𝑉 ) = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑥2 + 𝑦2 + (𝑧 − 1)2 ≤ 1, 𝑧 ≥ 1, 𝑦 ≥ 0}

2. 设 𝑓(𝑥)是 [0, 1]上单调减的正值函数，证明：
∫1
0 𝑥𝑓2(𝑥)𝑑𝑥
∫1
0 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥

≤
∫1
0 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥
∫1
0 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

3. 计算∭
(𝑉 )

(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑉，其中 (𝑉 )是由曲线
⎧{
⎨{⎩

𝑦2 = 2𝑧
𝑥 = 0

绕 𝑂𝑧 轴旋转一周所成的曲面

与两平面 𝑧 = 2, 𝑧 = 8所围的立体。
4. 计算∭

(𝑉 )
(𝑚𝑥 + 𝑙𝑦 + 𝑛𝑧)2𝑑𝑉，其中 (𝑉 ) ∶ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑎2 。

5. 计算∬
Σ

(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧)𝑑𝑠，其中 Σ为锥面 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2被圆柱面 𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑎𝑥(𝑎 > 0)
所截下的部分。

6. 计算线积分 𝐼 = ∫
𝐿

𝑦𝑒𝑥2𝑑𝑥 + (𝑥𝑒𝑦2 + 2𝑥𝑦2𝑒𝑦2)𝑑𝑦，其中 𝐿 为 𝑦 = 3√𝑥 上从 𝑂(0, 0) 到
𝐴(1, 1)的曲线段。

7. 求密度为 1的抛物体 𝑉 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑧 ≤ 1绕 𝑧 轴的转动惯量。
8. 计算积分 𝐼 = ∮

𝐶
𝑧𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦 + 𝑦𝑑𝑧，其中 𝐶 为 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1被三个坐标面所截的三角

形的边界，方向与三角形上侧的法向量构成右手法则。
9. 已知 𝑦1 = 𝑥，𝑦2 = 𝑥 + 𝑒𝑥，𝑦3 = 1 + 𝑥 + 𝑒𝑥 是 𝑦″ + 𝑎1(𝑥)𝑦′ + 𝑎2(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥)的解，试
求此方程的通解。

10. 求微分方程 𝑦‴ − 𝑦″ + 2𝑦′ − 2𝑦 = 0的通解。
11. 计算二重积分 𝐼 = ∬

𝐷
(𝑥𝑦 + |𝑦|)𝑑𝑥𝑑𝑦，其中 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∶ |𝑥| + |𝑦| ≤ 1}。
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第 3章 无穷级数

内容提要
h 常数项级数
h 函数项级数

h 幂级数
h Fourier级数

3.1 常数项级数

3.1.1 常数项级数的概念、基本性质以及收敛性判断
重点：对于这个部分，概念以及性质都不是考察的重点，而是都是为了判断敛散性而服

务的，掌握各种判断敛散性的方法才是关键。
P.S.首先明确收敛的前提是 𝑛 → ∞时通项等于 0，否则这个级数必定发散。

例题 3.1(经典例题) 判断下列级数敛散性
1.

∞
∑
𝑛=2

1
𝑛√ln 𝑛

2.
∞

∑
𝑛=1

𝑛𝑛+ 1
𝑛

(𝑛 + 1
𝑛)𝑛

解： (1)令 𝑎𝑛 = 1
𝑛√ln 𝑛

= 𝑒− ln(ln 𝑛)
𝑛 ，而且

lim
𝑥→∞

− ln(ln 𝑥)
𝑥 = lim

𝑥→∞
− 1

𝑥 ln 𝑥 = 0
�通项不趋近于零，所以级数发散。

(2)令 𝑈𝑛 = 𝑛 1
𝑛

(1 + 1
𝑛2 )𝑛，因为

lim
𝑛→∞

𝑛 1
𝑛 = lim

𝑛→∞
𝑒 ln 𝑛

𝑛 = 1
而且

lim
𝑛→∞

(1 + 1
𝑛2 )

𝑛
= 1,则 lim

𝑛→∞
𝑈𝑛 = 1，通项不为零，发散。

3.1.2 正项级数审敛方法
正项级数考的最多，方法也比较灵活，常用的是：

1. 比较审敛法：设 ∑ 𝑏𝑛 为一收敛的无穷级数，当中每项 𝑏𝑛 都是正实数，而无穷级数
∑ 𝑎𝑛 中的 𝑎𝑛 可为复数。假定对任意 𝑛有 |𝑎𝑛| ≤ 𝑏𝑛（这里代表取复数的模）。



3.1 常数项级数

(1) 若∑ 𝑏𝑛 收敛，则∑ 𝑎𝑛 收敛。
(2) 若∑ |𝑎𝑛| = +∞，则级数∑ 𝑏𝑛 = +∞。

2. 比值审敛法：设
∞

∑
𝑛=1

𝑢𝑛 为正项级数，其中每一项皆为非 0的实数，如果

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

= 𝜌

(1) 当 𝜌 < 1时级数收敛；
(2) 当 𝜌 > 1时级数发散；
(3) 当 𝜌 = 1时级数可能收敛也可能发散。

3. 根值审敛法：设
∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛 为一无穷级数，如果 lim
𝑛→∞

𝑛√𝑎𝑛 = 𝐿，则
(1) 𝐿 < 1时级数绝对收敛；
(2) 𝐿 > 1（包括 𝐿 = +∞）时级数发散；
(3) 𝐿 = 1时级数可能收敛也可能发散。

4. 极限审敛法：设
∞

∑
𝑛=1

𝑢𝑛 为正项级数，

(1) 如果 lim
𝑛→∞

𝑛𝑢𝑛 = 𝑙 > 0（或 lim
𝑛→∞

𝑛𝑢𝑛 = +∞），那么级数
∞

∑
𝑛=1

𝑢𝑛 发散；

(2) 如果 𝑝 > 1，而 lim
𝑛→∞

𝑛𝑝𝑢𝑛 = 𝑙（0 ≤ 𝑙 < +∞），那么级数
∞

∑
𝑛=1

𝑢𝑛 收敛。
在遇到题目的时候要灵活运用以上方法。

例题 3.2(经典例题) 判断下列级数的敛散性：
1.

∞
∑
𝑛=1

𝑛𝑛−1

(2𝑛2 + ln 𝑛 + 1)
𝑛+1

2

2.
∞

∑
𝑛=1

cosh 𝑛
2𝑛

3.
∞

∑
𝑛=1

𝑛𝑛

𝑛!

4. √2 −
√

2 + √2 − √2 +
√

2 + √2 − √2 + √2 +
√

2 + ⋯
解：

1. 因为
𝑎𝑛 = 𝑛𝑛−1

(2𝑛2 + ln 𝑛 + 1)
𝑛+1

2
≤ 1

𝑛2 ,

所以根据比较审敛法可知，该级数收敛。
2.

∞
∑
𝑛=1

cosh 𝑛
2𝑛 =

∞
∑
𝑛=1

𝑒𝑛 + 𝑒−𝑛

2𝑛+1 ，根据比值审敛法可知，该级数发散。

3. 令 𝑓(𝑛) = 𝑛𝑛

𝑛!，利用根值审敛法，
𝑛√𝑓(𝑛) = 𝑛

𝑛√𝑛!
.
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3.1 常数项级数

根据斯特林公式 (𝑛! ∼
√

2𝜋𝑛 (𝑛
𝑒 )

𝑛
)，该极限为e，所以该级数发散。

4. 由于 √
2 + 2 cos 𝑡 = 2 cos 𝑡

2 (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋
2 ) ,

且
√

2 = 2 cos (𝜋
4 )，可知

𝑎𝑛 = √2 − 2 cos 𝜋
4 ⋅ 2𝑛−1 = 2 sin 𝜋

2𝑛+2 .

再根据比值审敛法可知原级数收敛。

3.1.3 交错级数
对于交错级数，敛散性的判断是重点，但需进一步讨论是绝对收敛还是条件收敛（相比

正项级数更深入）。
定理 3.1 (莱布尼茨判别法)

♡

如果交错级数
∞

∑
𝑛=1

(−1)𝑛+1𝑢𝑛 满足：
1. 数列 𝑢𝑛 单调递减；
2. lim

𝑛→∞
𝑢𝑛 = 0；

则该级数收敛，且其和满足 𝑆 ≤ 𝑢1。

注莱布尼茨定理的条件 (1)是充分非必要的。即使 𝑢𝑛非单调递减，交错级数仍可能收敛或发
散。该定理仅提供收敛的充分条件，无法判断发散、绝对收敛或条件收敛。
定义 3.1 (收敛性质)

♣

对任意项级数
∞

∑
𝑛=1

𝑢𝑛：

若
∞

∑
𝑛=1

|𝑢𝑛|收敛，则称原级数绝对收敛；

若
∞

∑
𝑛=1

𝑢𝑛 收敛但
∞

∑
𝑛=1

|𝑢𝑛|发散，则称条件收敛。

例题 3.3(经典例题) 设函数 𝑓(𝑥) 在 𝑥 = 0 的邻域内有连续的一阶导数，且 lim
𝑥→0

𝑓(𝑥)
𝑥 = 𝑎

（𝑎 > 0）。证明
∞

∑
𝑛=1

(−1)𝑛−1𝑓 ( 1
𝑛)条件收敛。

证：
1. 由题意知 𝑓(0) = 0，𝑓 ′(0) = 𝑎。当 𝑛 → ∞时，在 𝑥 = 0的邻域内：

𝑓 ( 1
𝑛 + 1) < 𝑓 ( 1

𝑛) ,
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3.2 函数项级数

且 lim
𝑛→∞

𝑓 ( 1
𝑛) = 0，故由莱布尼茨定理知级数收敛。

2. 考虑绝对值级数：
∞

∑
𝑛=1

∣𝑓 ( 1
𝑛)∣ ≈

∞
∑
𝑛=1

𝑎
𝑛 = +∞ （发散）

综上，原级数条件收敛。
例题 3.4(经典例题) 设常数 𝜆 > 0，且级数

∞
∑
𝑛=1

𝑎2
𝑛 收敛，证明

∞
∑
𝑛=1

(−1)𝑛 |𝑎𝑛|√
𝑛2 + 𝜆

绝对收敛。
证：利用不等式：

|𝑎𝑛|√
𝑛2 + 𝜆

≤ 1
2 (𝑎2

𝑛 + 1
𝑛2 + 𝜆) ,

由比较审敛法知∑ 1
𝑛2 + 𝜆 和∑ 𝑎2

𝑛 均收敛，故原级数绝对收敛。

3.2 函数项级数
函数项级数的概念、收敛性、收敛半径和收敛域。其知识点与常数项级数类似，但增加了

收敛半径和收敛域的讨论，需特别注意边界点的收敛性。
定义 3.2 (收敛半径与收敛域)

♣

对于幂级数
∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥𝑛：
存在收敛半径 𝑅，使得级数在 |𝑥| < 𝑅时绝对收敛，|𝑥| > 𝑅时发散；
收敛域需单独判断 𝑥 = ±𝑅时的收敛性。

例题 3.5(经典例题) 求幂级数
∞

∑
𝑛=0

(2𝑛)!
(𝑛!)2 𝑥𝑛 的收敛半径。

解：该题不能直接运用幂级数的基本定理，可以依据幂级数收敛的定义进行求解：
我们设级数的一般项为

𝑢𝑛 = (2𝑛)!
(𝑛!)2 𝑥2𝑛

根据幂级数收敛的定义，考虑：
lim

𝑛→∞
∣𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
∣ = lim

𝑛→∞
∣ (2𝑛 + 2)!
[(𝑛 + 1)!]2 ⋅ (𝑛!)2

(2𝑛)!𝑥
2∣

对阶乘进行整理：
= lim

𝑛→∞
∣(2𝑛 + 2)(2𝑛 + 1)(2𝑛)!

(𝑛 + 1)2(𝑛!)2(2𝑛)! 𝑥2∣ = lim
𝑛→∞

∣(2𝑛 + 2)(2𝑛 + 1)
(𝑛 + 1)2 𝑥2∣

= lim
𝑛→∞

∣4𝑛2 + 6𝑛 + 2
𝑛2 + 2𝑛 + 1 𝑥2∣ = 4|𝑥|2

当 4|𝑥|2 < 1时，级数收敛；当 4|𝑥|2 > 1时，级数发散。
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3.2 函数项级数

因此收敛半径为：
𝑅 = 1

2

例题 3.6(经典例题) 求幂级数
∞

∑
𝑛=1

𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

𝑛 𝑥𝑛（𝑎 > 0, 𝑏 > 0）的收敛域。
解：

1. 计算收敛半径：
lim

𝑛→∞
𝑛√𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

𝑛 = max{𝑎, 𝑏}, 𝑅 = 1
max{𝑎, 𝑏}

2. 判断边界点：
当 𝑥 = 𝑅时，级数变为∑ 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

𝑛 𝑅𝑛，由比较审敛法知发散；
当 𝑥 = −𝑅时，成为交错级数∑(−1)𝑛 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

𝑛 𝑅𝑛，由莱布尼茨判别法知收敛。

故收敛域为 [− 1
max{𝑎, 𝑏}, 1

max{𝑎, 𝑏})。

例题 3.7(经典例题) 设正项级数
∞

∑
𝑛=1

𝑎𝑛 收敛，且 𝑎𝑛+1 ≤ 𝑎𝑛 (𝑛 = 1, 2, 3, ⋯)，试证：

(1)级数
∞

∑
𝑛=1

𝑛(𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+1)收敛；
(2) lim

𝑛→∞
𝑛𝑎𝑛 = 0。

解：
(1)设级数的部分和 𝑆𝑛 =

𝑛
∑
𝑘=1

𝑘(𝑎𝑘 − 𝑎𝑘+1)，则：

𝑆𝑛 = (𝑎1 − 𝑎2) + 2(𝑎2 − 𝑎3) + ⋯ + 𝑛(𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+1) =
𝑛

∑
𝑘=1

𝑎𝑘 − 𝑛𝑎𝑛+1

由正项数列单调递减 𝑎𝑛+1 ≤ 𝑎𝑛，知 𝑆𝑛 单调递增，且：

𝑆𝑛 ≤
𝑛

∑
𝑘=1

𝑎𝑘 ≤
∞

∑
𝑘=1

𝑎𝑘 < +∞

故 {𝑆𝑛}单调有界，极限存在，即级数收敛。
(2)由 (1)知极限 lim

𝑛→∞
(

𝑛
∑
𝑘=1

𝑎𝑘 − 𝑛𝑎𝑛+1)存在。设
∞

∑
𝑘=1

𝑎𝑘 = 𝑆，则：

lim
𝑛→∞

𝑛𝑎𝑛+1 = lim
𝑛→∞

(
𝑛

∑
𝑘=1

𝑎𝑘 − (
𝑛

∑
𝑘=1

𝑎𝑘 − 𝑛𝑎𝑛+1)) = 𝑆 − lim
𝑛→∞

(
𝑛

∑
𝑘=1

𝑎𝑘 − 𝑛𝑎𝑛+1)

设此极限为 𝐿。若 𝐿 > 0，则存在 𝑁，当 𝑛 ≥ 𝑁 时 𝑎𝑛+1 > 𝐿
2𝑛。但∑ 1

𝑛 发散，由比较
判别法知∑ 𝑎𝑛 发散，矛盾。故 𝐿 = 0，即：

lim
𝑛→∞

𝑛𝑎𝑛+1 = 0
从而：

lim
𝑛→∞

𝑛𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑛
𝑛 − 1 ⋅ (𝑛 − 1)𝑎𝑛 = 1 ⋅ lim

𝑛→∞
(𝑛 − 1)𝑎𝑛 = lim

𝑛→∞
(𝑛 − 1)𝑎(𝑛−1)+1 = 0
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例题 3.8(经典例题) 设 𝑎𝑛 = ∫
𝜋
4

0
tan𝑛 𝑥𝑑𝑥，

(1) 求级数
∞

∑
𝑛=1

𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+2
𝑛 的值；

(2) 试证：当 𝜆 > 0时，级数
∞

∑
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛𝜆 收敛。

解：
(1) 计算 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+2：

𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+2 = ∫
𝜋
4

0
tan𝑛 𝑥𝑑𝑥 + ∫

𝜋
4

0
tan𝑛+2 𝑥𝑑𝑥

= ∫
𝜋
4

0
tan𝑛 𝑥(1 + tan2 𝑥)𝑑𝑥

= ∫
𝜋
4

0
tan𝑛 𝑥 sec2 𝑥𝑑𝑥

= ∫
1

0
𝑡𝑛𝑑𝑡 (令𝑡 = tan 𝑥)

= 1
𝑛 + 1

因此，
∞

∑
𝑛=1

𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+2
𝑛 =

∞
∑
𝑛=1

1
𝑛(𝑛 + 1) = 1

(2) 因为 𝑎𝑛+2 > 0，所以 𝑎𝑛 < 1
𝑛 + 1，

0 < 𝑎𝑛
𝑛𝜆 < 1

𝑛𝜆(𝑛 + 1) < 1
𝑛𝜆+1

由比较审敛法可得，级数
∞

∑
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛𝜆 收敛。

3.3 幂级数
通项为幂函数的函数项级数称为幂级数。
1. 由阿贝尔定理推知，幂级数在数轴上仅有三种收敛情况：
仅在 𝑥 = 0处收敛
在整个数轴上都收敛
存在一个正数 𝑅，为幂级数收敛与否的分界线
我们称 𝑅为收敛半径，开区间 (−𝑅, 𝑅)为收敛区间。（收敛域可能包含收敛区间的端点。）
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设幂级数
∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥𝑛 (𝑎𝑛 ≠ 0)，则

𝑅 = lim
𝑛→∞

∣ 𝑎𝑛
𝑎𝑛+1

∣ 或 𝑅 = lim
𝑛→∞

1
𝑛√|𝑎𝑛|

注意：已知 𝑅不能推知 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛+1
𝑎𝑛
的极限存在。

2. 幂级数有内闭一致收敛性。
3. 幂级数展开的唯一性定理。
4. 求幂级数的和函数有直接法和间接法，间接法的理论基础是幂函数展开的唯一性定理。

根据这个定理，不论使用什么方法，只要所得到的幂函数有正的收敛半径就可以了，可使用
四则运算和微积分运算。

5. 要记常用初等函数Maclaurin展开式：
(1) 𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥2

2! + ⋯ + 𝑥𝑛

𝑛! + 𝑜(𝑥𝑛)

(2) sin 𝑥 = 𝑥 − 𝑥3

3! + 𝑥5

5! − ⋯ + (−1)𝑛 𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)! + 𝑜(𝑥2𝑛+2)

(3) cos 𝑥 = 1 − 𝑥2

2! + 𝑥4

4! − ⋯ + (−1)𝑛 𝑥2𝑛

(2𝑛)! + 𝑜(𝑥2𝑛+1)

(4) ln(1 + 𝑥) = 𝑥 − 𝑥2

2 + 𝑥3

3 − ⋯ + (−1)𝑛−1 𝑥𝑛

𝑛 + 𝑜(𝑥𝑛)

6. 对于一些原函数不能用初等函数表示的定积分（如 sin 𝑥
𝑥 ），现阶段可以将被积函数展

开为幂级数，逐项积分求近似值。
例题 3.9(经典例题) 若幂级数

∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥𝑛 在 𝑥 = −3处条件收敛，则可知该幂级数的收敛半径
为：

解：
如果收敛半径 𝑅 > 3，则由阿贝尔定理，𝑥 = −3处幂级数绝对收敛，故 𝑅 ≤ 3
同理，若收敛半径 𝑅 < 3，则 𝑥 = −3处该幂级数发散，得 𝑅 ≥ 3
综上所述，𝑅 = 3

例题 3.10(经典例题) 设
∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑥 + 1)𝑛 的收敛域为 (−4, 2)，求
∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑥 − 3)𝑛 的收敛域。
解：
对于

∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑥 + 1)𝑛，−4 < 𝑥 < 2时，它绝对收敛
即 −3 < 𝑥 + 1 < 3时级数收敛
故

∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥𝑛 的收敛域为 (−3, 3)

所以
∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑥 − 3)𝑛 满足 −3 < 𝑥 − 3 < 3，即 𝑥 ∈ (0, 6)时收敛

例题 3.11(经典例题) 已知幂级数
∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥𝑛的收敛半径 𝑅 = 1，试求
∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛
𝑛 + 1𝑥𝑛的收敛半径。
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解：
设目标级数为 𝑔(𝑥) =

∞
∑
𝑛=0

𝑏𝑛𝑥𝑛，其中 𝑏𝑛 = 𝑎𝑛
𝑛 + 1。

由根值法，原级数收敛半径为：
1

lim sup𝑛→∞
𝑛√|𝑎𝑛|

= 1 ⇒ lim sup
𝑛→∞

𝑛√|𝑎𝑛| = 1

目标级数的收敛半径为：
𝑅𝑔 = 1

lim sup𝑛→∞
𝑛√|𝑏𝑛|

= 1
lim sup𝑛→∞

𝑛√ |𝑎𝑛|
𝑛+1

由于 lim
𝑛→∞

𝑛√𝑛 + 1 = 1，结合上极限的性质有：

lim sup
𝑛→∞

𝑛√|𝑏𝑛| = lim sup
𝑛→∞

𝑛√|𝑎𝑛| ⋅ lim
𝑛→∞

1
𝑛√𝑛 + 1 = 1 ⋅ 1 = 1

故收敛半径为：
𝑅𝑔 = 1

1 = 1

因此，
∞

∑
𝑛=0

𝑎𝑛
𝑛 + 1𝑥𝑛 的收敛半径仍为 1。

例题 3.12(经典例题) 求幂级数
∞

∑
𝑛=0

𝑏𝑛𝑥𝑛（其中 𝑏𝑛 =
⎧{
⎨{⎩

0, 𝑛为奇数
𝑎𝑛/2, 𝑛为偶数

）的收敛半径。

解：
这是一个”缺项”幂级数，设原级数为

∞
∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥2𝑘

使用根值法：lim sup 𝑛√|𝑏𝑛| = lim sup 2𝑘√|𝑎𝑘|
故收敛半径 𝑅 = 1

lim sup 2𝑘√|𝑎𝑘|
= 𝑅2

0，其中 𝑅0 是∑ 𝑎𝑘𝑥𝑘 的收敛半径
注意：求导数幂级数时要注意 𝑏(0)的值

例题 3.13(经典例题) 将函数 𝑓(𝑥) = arctan 1 − 2𝑥
1 + 2𝑥 展开成 𝑥的幂级数，并求

∞
∑
𝑛=0

1
𝑛(2𝑛 + 1)2𝑛
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的和。解：
𝑓 ′(𝑥) = 1

1 + (1−2𝑥
1+2𝑥)2 ⋅ −2(1 + 2𝑥) − 2(1 − 2𝑥)

(1 + 2𝑥)2

= (1 + 2𝑥)2

(1 + 2𝑥)2 + (1 − 2𝑥)2 ⋅ −4
(1 + 2𝑥)2

= −4
1 + 4𝑥2 + 1 + 4𝑥2

= − 2
1 + 4𝑥2

𝑓 ′(𝑥) = −2
∞

∑
𝑛=0

(−4𝑥2)𝑛 （幂级数展开）

= −2
∞

∑
𝑛=0

(−1)𝑛4𝑛𝑥2𝑛

𝑓(𝑥) − 𝑓(0) = ∫
𝑥

0
𝑓 ′(𝑡)𝑑𝑡 = −2

∞
∑
𝑛=0

(−1)𝑛4𝑛

2𝑛 + 1 𝑥2𝑛+1

𝑓(𝑥) = 𝜋
4 − 2

∞
∑
𝑛=0

(−1)𝑛4𝑛

2𝑛 + 1 𝑥2𝑛+1, |𝑥| < 1
2

令上式中𝑥 = 1
2，整理得

∞
∑
𝑛=0

(−1)𝑛

2𝑛 + 1 = 𝜋
4

例题 3.14(经典例题) 求函数 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 sin 𝑥 的麦克劳林级数展开式。
解：使用直接展开法：

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 sin 𝑥

= 1 + 𝑥 sin 𝑥 + 𝑥2 sin2 𝑥
2! + 𝑥3 sin3 𝑥

3! + ⋯

= 1 + 𝑥 (𝑥 − 𝑥3

6 + ⋯) + 𝑥2

2 (𝑥2 + ⋯) + ⋯

= 1 + 𝑥2 + 𝑥4

6 + ⋯
在某些情况下，直接展开可能比间接展开更简单。

46



3.4 Fourier级数

3.4 Fourier级数

定义 3.3 (Fourier级数)

♣

设 𝑓(𝑥)是周期为 2𝑙的函数，其 Fourier级数展开为：

𝑓(𝑥) ∼ 𝑎0
2 +

∞
∑
𝑛=1

(𝑎𝑛 cos 𝑛𝜋𝑥
𝑙 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜋𝑥

𝑙 )

其中系数由 Euler-Fourier公式确定：
⎧{{
⎨{{⎩

𝑎𝑛 = 1
𝑙 ∫

𝑙

−𝑙
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥

𝑙 𝑑𝑥

𝑏𝑛 = 1
𝑙 ∫

𝑙

−𝑙
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥

𝑙 𝑑𝑥
(𝑛 = 0, 1, 2, …)

定理 3.2 (Dirichlet收敛定理)

♡

若 𝑓(𝑥)在 [−𝑙, 𝑙]上：
1. 连续或只有有限个第一类间断点
2. 只有有限个极值点

则 Fourier级数在连续点收敛于 𝑓(𝑥)，在间断点收敛于 𝑓(𝑥+) + 𝑓(𝑥−)
2 。

例题 3.15(分段函数的 Fourier展开) 将 𝑓(𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

−𝑥, −𝜋 ≤ 𝑥 < 0
𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋

展开为 Fourier级数。

解：
1. 确定系数：

𝑎0 = 1
𝜋 ∫

𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜋

𝑎𝑛 = 1
𝜋 ∫

𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝑥𝑑𝑥 = 2

𝑛2𝜋[(−1)𝑛 − 1]

2. 由奇函数性质知 𝑏𝑛 = 0
3. 最终展开式：

𝑓(𝑥) = 𝜋
2 − 4

𝜋
∞

∑
𝑘=1

cos(2𝑘 − 1)𝑥
(2𝑘 − 1)2

例题 3.16(周期延拓展开) 将 𝑓(𝑥) =

⎧{{
⎨{{⎩

𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1
1, 1 < 𝑥 < 2
3 − 𝑥, 2 ≤ 𝑥 ≤ 3

展开为周期 3的 Fourier级数。

解：

47



第 3章练习

将在 [0,3]上按周期为 3的函数作周期延拓后是偶函数，从而 𝑏𝑛 = 0。同理有：

𝑎𝑛 = 2
3 ∫

1

0
𝑥 cos 2𝑛𝜋𝑥

3 𝑑𝑥 + 2
3 ∫

2

1
cos 2𝑛𝜋𝑥

3 𝑑𝑥 + 2
3 ∫

3

2
(3 − 𝑥) cos 2𝑛𝜋𝑥

3 𝑑𝑥

化简后得到：
𝑎𝑛 = 3

(𝑛𝜋)2 [(−1)𝑛 cos 𝑛𝜋
3 − cos 2𝑛𝜋

3 ]

则函数 𝑓(𝑥)在 0 ≤ 𝑥 ≤ 3上的表达式为：

𝑓(𝑥) = 2
3 − 3

𝜋2

∞
∑
𝑛=1

1
𝑛2 [(−1)𝑛 cos 𝑛𝜋

3 − cos 2𝑛𝜋
3 ] cos 2𝑛𝜋𝑥

3
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1. 判定下列级数的收敛性：
(1)

∞
∑
𝑛=1

𝑛2 + 2𝑛

𝑛22𝑛

(2)
∞

∑
𝑛=1

1
3√𝑛 + 1 ln 𝑛 + 2

𝑛

(3)
∞

∑
𝑛=1

𝑛𝑛−1

(2𝑛2 + ln 𝑛 + 1)𝑛+1
2

(4)
∞

∑
𝑛=1

(
√

𝑛 + 1 − √𝑛)5 ln 𝑛 − 1
𝑛 + 1

2. 讨论级数
∞

∑
𝑛=1

ln [1 + (−1)𝑛

𝑛𝑝 ] (𝑝 > 0)的收敛性。

3. 求幂级数
∞

∑
𝑛=1

2𝑛 − 1
2𝑛 𝑥2𝑛−1 的收敛域及和函数，并求数项级数

∞
∑
𝑛=1

2𝑛 − 1
2𝑛 的和。

4. 将函数 𝑓(𝑥) = arctan 1 + 𝑥
1 − 𝑥 展为 𝑥的幂级数。

5. 求级数
∞

∑
𝑛=0

(−1)𝑛(𝑛 + 1)
(2𝑛 + 3)! 𝑥2𝑛 的和函数。

6. 下列函数在指定点 𝑥0 处展开成幂级数并指出展开式成立的区间：1
𝑥2 , 𝑥0 = 1

1
𝑥2 + 3𝑥 + 2, 𝑥0 = −4
sin 2𝑥, 𝑥0 = 𝜋

2
7. 将 𝑓(𝑥) = 𝜋2 − 𝑥2 在 [−𝜋, 𝜋)上展开成 Fourier级数，并求级数

∞
∑
𝑛=1

(−1)𝑛−1

𝑛2 的和。
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