
热学

热力学系统

热力学系统是热学研究问题的基本对象，热力学系统由大量的分子构成。对于气体最简单的研究模型为

理想气体，其遵循以下三点基本的假设：

分子是没有大小的质点，运动遵循牛顿运动定律。

分子之间除了弹性碰撞之外，忽略其余分子间的相互作用。

分子除了发生弹性碰撞的瞬间，始终作匀速直线运动。

状态参量与理想气体状态方程

描述气体系统通常使用三种状态参量：体积 、压强 、温度 。其中体积属于广延量，压强与温度属

于状态量。大量实验表明，对于理想气体其状态参量满足如下的方程：

由道尔顿分压定律，对于混合的理想气体，理想气体状态方程依然成立。

例题1：考虑一个竖直放置的长度为 的敞口试管，用长度为 的水银柱密封一段长度为 的空气柱。此

时室温为 对试管底部的空气柱进行加热，当加热到一定温度时，水银柱会自发地持续外溢。求水银柱

外溢的最小温度。

解：

假设试管截面积为 ，密封空气柱压强为 以密封空气柱为研究对象，其初态可以列理想气体状态方程

考虑即将持续溢出的临界态，假设此时已溢出长度为 的水银柱，此时温度为

联立两式可得 关于 的二次函数
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有最大值 ，当温度高于 时，水银就会持续外溢。

热力学第零定律

温度是用来反应物体冷热程度的物理量，微观本质是描述物质分子热运动剧烈程度即平均动能的量。

热平衡态：两个热力学系统在热接触条件下达到同一温度的状态。

热力学第零定律：若两个热力学系统中的每一个都与第三个热力学系统处于热平衡态。则两个系统彼此

也处于热平衡态。

内能与热力学第一定律

气体内能

气体内能由分子动能与分子势能组成。对于理想气体，由于不考虑分子间出弹性碰撞外的相互作用，因

此分子势能也可以忽略。

对于理想气体，分子内能 ，平均动能由如下公式给出：

对于自由度 ，单原子分子 ，双原子分子 ，多原子分子 。

焦耳定律说明理想气体的内能只与温度有关。当理想气体的内能为 时，温度从 缓慢变化到 。由

于气体内能只与温度有关，因此可以将该变化视为等容变化。则

热力学第一定律

微分形式

对于理想气体内能的变化：

等容过程：由于过程中气体体积不变，因此不对外界做功。
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等压过程：容易得到

绝热过程：对于绝热过程，气体与外界无热量交换，因此 ，与理想气体内能关于温度变

化的公式 联立得到：

对于理想气体状态放方程两侧全微分可得到

两式消去温度得：

由于 ，令 可得到绝热方程

结合理想气体状态方程可得

例题2：在体积为 的密闭绝热的大瓶口上插一根截面积为 的竖直玻璃管，质量为 的光滑小球置于

玻璃管中作气密接触，形成一个小活塞。给小球一个上下的小扰动，求它振动的角频率 。

解：

记大气压强为 ，当小球处于平衡位置时瓶内的压强为

由于瓶内气体在压缩与膨胀时均为绝热过程，故 ，取微分可得

将 代入可得恢复力方程

因此角频率为
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热机

热力学的原始动力就是制造将热资源转换为有用功的机器也就是热机。热机要持续做功气缸中的气体系

统就要不断的经历吸热膨胀与压缩放热的循环过程。

热机效率：

卡诺循环：在高温热源吸热经过绝热过程到低温热源放热再通过绝

热过程回到高温热源，进行循环。利用绝热过程理想气体的状态公式可以得到卡诺循环的效率

其中 为高温热源的温度， 为低温热源的温度。

卡诺定理：

在高、低温都相同的热源之间工作的一切可逆热机的效率都相等，且与工作物质无关

在高、低温都相同的热源之间工作的不可逆热机的效率都小于可逆热机的效率，且与工作物质无关

卡诺定理进一步指出卡诺循环的效率是所有可逆热机的效率上限

例题3：试着推导卡诺循环的理论效率。

解：如卡诺循环的p-V图所示，在 吸热与 放热均为等温过程。由热力学第一定律

结合理想气体状态方程得到

由于bc、da均为绝热过程，有绝热方程可得

代入热机效率公式可得

热力学第二定律

开尔文表述：不可能从单一热源吸热使之全部转化为有用功而不引起其他变换。
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克劳修斯表述：热不可能从低温物体流向高温物体而不引起其他变化。

热力学第二定律否定了第二类永动机存在的可能性，同时揭示了自发过程的不可逆性。

克劳修斯不等式与熵

由于笔者对于熵的理解也很浅薄，勉强做了一点内容供大家参考

对于一个循环过程，根据热力学第二定律，对于热温比函数 有不等式 ，称为克劳修斯不

等式

对于一个可逆过程，克劳修斯不等式可化为等式:

表明对于任何物质，两个平衡态之间热温比的积分与可逆过程无关。可以通过热温比函数来定义一个态

函数（即数值由系统的状态唯一的确定而与系统如何达到此状态的过程无关），就是熵。通常记作 。作

为一个态函数，我们更关心它的变化量，对于1、2两个状态之间的 定义为

固定状态1，可得

而对于不可逆过程，则有 ，说明对于一个循环过程，熵不会变小。对不可逆循环熵始终会增

加。

熵的简单计算：

对于理想气体，选择 作为状态参量。由于

由此也可以发现熵实际上也是一个广延量，对于有若干个独立的子系统组成的大系统，其熵为各子系统

熵之和。
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小结

编者认为，热学部分的内容核心在于热力学第一定律与热力学第二定律。其中热力学第一定律侧重于定

量的计算，包括但不限于理想气体内能的计算、pv图、热机效率的计算。热力学第二定律更侧重于对于
自发过程不可逆的理解，并由此可以引入熵的概念。



统计物理

概率论回顾

对于连续随机变量 ，通过概率密度函数为 来描述其概率分布情况。 定义为概率分布函数

的导数，即

麦克斯韦速度分布率

对于气体中的某个分子，其速度由三个分量 组成。对于三个速度分量架构起来的坐标系称之

为速度空间。

在速度空间 处，取立方微元 。设气体总数为 ，在该立方微元中的分子数

为 ，则气体分子速度处于该立方微元的概率为 。近似地认为分子速度出现在该

立方微元的概率与该立方微元的体积成正比，则有

其中 为速度空间中的速度分布函数，其满足归一化条件

。

由于分子热运动的随机性，速度分量 相互独立，则

又由于分子热运动速度的分布是各向同性的，而 是唯一的旋转不变量，因此

可以证明方程 的唯一解为

归一化参数可得到
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这就是速度空间下的温度 时体积元的速度概率密度函数。利用球坐标将其转换为速率的概率密度函数

（在速度空间内，球坐标下，距离的物理意义恰好就是速率，则 ），可得

公式应用：

1. 平均速率：

2. 均方速率：

可以得到分子的平均平动动能为

玻尔兹曼密度分布率

在麦克斯韦速度分布率的基础上，考虑外场（如重力场）的作用。此时，分子在空间内的分布不再均

匀，分子密度 成为位置的函数。若气体分子位于外场的势能函数为 ，玻尔兹曼得到

以大气压与海拔高度的关系为例，在重力场的作用下，气体势能与海拔高度 呈正相关 ，

可得到气体分子的密度分布律为

结合压强与温度的关系式 可以得到

这就是等温条件下的气压公式，结合温度随海拔高度的变化，就可以解释为什么随着海拔的升高，气压

会不断降低。
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麦克斯韦-玻尔兹曼分布律：综合玻尔兹曼密度分布率与麦克斯韦速度分布率，可得在外场作用下，气体
分子在位置 处，速度为 的概率密度函数为

其中 表示分子总能量（动能与势能之和）

玻色子与费米子

在这里简要的介绍费米子与玻色子的概念，大家了解即可。

考虑粒子能级跃迁的问题，对于玻色子和费米子而言，当跃迁到一个新的能级 时，假设有 中量子态属

于 能级，那么粒子跃迁到该量子态的概率将会受到该量子态上原有粒子数 的影响。对于玻色子，

跃迁到该量子态的概率正比于 ，对于费米子而言，跃迁到该量子态的概率正比于 。

两种粒子的差别源于量子力学的全同性假设。对于我们来说，二者最主要的区别在于玻色子不遵循泡利

不相容原理，而费米子遵循泡利不相容原理。

我们常见的费米子有电子、质子、中子，而玻色子包括光子、声子等

微观意义的熵

首先明确对于一个体现而言，宏观态总是朝着微观态数目最多的一个宏观态演化，也就是最概然分布。

由此玻尔兹曼对于熵给出了一个微观定义：

其中 表示玻尔兹曼常数， 表示微观量子态的数目，也就是宏观态出现的概率。

香农将熵有引入到信息论之中，对于随机变量

描述了随机变量 的不确定性
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习题

1 设地球大气是等温的，温度为 ，海平面上的气压为 ，今测的某山顶的气

压 ，求山的高度。已知空气的平均摩尔质量 为 .

直接利用等温气压公式 ，由分子质量 ，得到

（注意单位换算）

2 考虑孔壁上有一个小孔，单位时间内由单位面积泻出气体分子的数量，称为小孔泻流流量，记作 。

若气体分子的密度为 ，求 .

考虑垂直于容器壁方向的速度分量 ，泻出流量即只考虑正方向的速度平均值，

得 ，则泻流流量

3 设一粒质量约为 的灰尘落入了一杯冰水中，由于表面张力而浮在表面上做布朗运动。求其方

均根速率。

由于灰尘在液体表面运动，此时灰尘分子的平动只有两个独立的自由度，记为 。由麦克斯韦速度

分布率

同样利用极坐标方程可以得到灰尘的速率分布律为

因此可以得到方均根速率为
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带入求解可得

小结

核心就是两个麦克斯韦速度分布率与玻尔兹曼密度分布律的公式，记住公式，剩下的就是求积分。

​ =⟨v ⟩2 2.746 × 10 m/s−5



光与电磁波

by xc

参照考点

麦克斯韦方程组，电磁波与光，光的干涉与测量，偏振光（选讲）

（了解）电磁场的基本方程；麦克斯韦方程组的引入和基本解释

（了解）真空中的电磁波方程：平面电磁波的解，偏振和波动方向

（了解）电磁波的应用：通信、医疗等领域的实际应用示例

波动光学

1. 电场矢量与叠加
假设两束平面简谐波在空间 P  点相遇，其电场矢量分别为：

E1 = E10 cos(ω1t −
ω1r1

c
+ φ10)

E2 = E20 cos(ω2t −
ω2r2

c
+ φ20)

叠加后的合场强为 E = E1 + E2，对应的合光强 I 为：

I = E 2 = I1 + I2 + 2E1 ⋅ E2
––

2. 相干叠加的条件
若要产生干涉效应（即干涉项 2E1 ⋅ E2 ≠ 0），必须满足以下条件：
–

两束光频率相同。

具有相互平行的振动分量。

相位差恒定。

3. 相干干涉公式
在满足相干条件时，叠加后的光强公式为：

I = I1 + I2 + 2√I1I2 cos Δφ

其中，相位差 Δφ 取决于路程差 δr = r2 − r1：

Δφ = φ20 − φ10 + 2π
δr

λ

4. 光程
由于光在不同介质中速度不同，引入光程以便统一比较相位变化。



衍射

菲涅耳半波带法

用于处理圆孔或圆屏衍射。将波前划分成一系列环形区域，使得相邻环带到观测点的距离相差

λ/2。

干涉

定义：x = nL，其中折射率n = c/v

物理意义：光程是将光在介质中传播的距离，按相同时间等效转化为光在真空中传播

的距离。

单缝衍射条件：当狭缝宽度 a 与波长 λ 尺度接近时，光穿过狭缝会在观测屏上产生明暗相
间的条纹。

中央明纹：衍射图样主要的明纹位于中央，其角宽度 Δθ 满足：

Δθ ≈
λ

a

若狭缝宽度远小于波长，光束会被显著放宽；一般的双缝装置实际上是双缝干涉与单缝衍

射的综合效应（双缝绕射）。

第 k 个半波带半径：ρk ≈ √k
Rr0

R+r0
λ（R, r0 分别为波源和观测点到屏的距离）。

合振幅公式：A = A1 − A2 + A3 − A4 + ⋯ ± AN ≈ 1
2
A1 ± 1

2
AN。

圆屏衍射（泊松亮斑）：圆屏中心永远是一个亮点，强度与波长平方成正比。

相干条件：两束光产生干涉必须满足频率相同、有相互平行的振动分量、且相位差恒定。

强度分布：相干叠加后的总光强为：

I = I1 + I2 + 2√I1I2 cos Δϕ



双缝干涉

等厚干涉

相位差与光程差：相位差 Δϕ 取决于两束光的路径差（即光程差 δr），光程差的变化引起
光强的周期性变化。

实验形式：相干光垂直照射在间距为 d 的双缝上，在距离为 D 的屏上产生干涉条纹。
条纹间距：相邻明纹（或暗纹）的间距公式为：

Δx ≈
Dλ

d

物理意义：双缝干涉实验将微小的波长 λ 放大到了宏观可见的周期性距离 Δx，有效证明

了光的波动性。

定义：入射光垂直照射厚度不均匀的薄膜（如劈尖），相同厚度处产生相同等级的干涉条

纹。

光程差公式：考虑反射时的半波损失，光程差为：

δr = 2n2d cos γ +
λ

2

其中若角度γ为定值，d为变量则称为等厚干涉；若d为定值，角度γ为变量则称为等倾干涉

应用：



等倾干涉

物理现象 厚度变化 对应关系

条纹向外冒出 厚度 d 增大 新条纹从中心产生并向外扩张。

条纹向中心消失 厚度 d 减小 原有条纹向中心收缩并消失。

移动 1 个条纹 Δd = λ
2n

每消失或冒出一个条纹，薄层厚度改变半个介质波长。

劈尖干涉:垂直入射时相邻条纹对应的薄膜厚度差为 λ/(2n2)，条纹间距为 a = λ
2nsinθ

。利用等厚干涉可以测量细丝直径或微小夹角（如空气劈尖）；当入射光与法线成一

定夹角（非垂直入射）时，相邻条纹对应的薄膜厚度差公式修正为：

Δd =
λ

2n2 cos γ

牛顿环:
第 k 级暗环半径:

rk = √kRλ (k = 0, 1, 2, …)

相邻环间距：

Δr = rk+1 − rk = √Rλ(√k + 1 − √k)

条纹“内疏外密”，中心处（接触点）因半波损失表现为暗斑。

定义：入射光照射厚度均匀的平行薄膜，具有相同倾角 γ 的反射光在透镜焦平面会聚成同
一干涉圆环。

特点：干涉条纹表现为一系列明暗相间的同心圆环，内疏外密；条纹从中心消失或冒出可

对应薄片间距的微小位移变化:



迈克耳孙干涉仪

偏振光

偏振光特性总结

原理与构造：该仪器集成了等厚干涉和等倾干涉的原理，用于进行精密测量。

历史作用：迈克耳孙设计此仪器用于测量光速是否参与速度叠加，其结果为狭义相对论的

建立奠定了基础。

偏振本质：光是横波，其电场矢量（光矢量）的振动相对于传播方向具有不对称性（偏振

性）。

分类：

线偏振光：光矢量始终沿特定方向振动。

自然光：普通光源发出的包含大量不同偏振方向且随机分布的光矢量的混合光。

布儒斯特定律：当反射角与入射角之和等于 π/2 时，反射光是电场矢量振动方向垂直于入
射面的线偏振光。

双折射现象：光进入晶体（如方解石）分解为寻常光（o光）和非常光（e光）的现象。
o光：遵守折射定律。
e光：一般不遵守折射定律。

光轴：晶体中不发生双折射的特殊方向。单轴晶体（如红宝石）有一个光轴，双轴晶体

（如云母）有两个光轴。



偏振状态 光矢量轨迹 振幅关系 相位差 Δφ

自然光 无固定轨迹 (随机) 各方向强度相等 无固定相位差

线偏振光 直线 任意 mπ

圆偏振光 圆 Ax = Ay ±π/2

椭圆偏振光 椭圆 任意 任意 (非 mπ/2)

部分偏振光 混合 不等 (有强弱分布) 部分相干

激光

物质与光的相互作用

激光全称是“受激辐射光放大”，核心在于三种能级跃迁过程：

爱因斯坦系数与速率方程

为了描述这些过程的强度，引入了爱因斯坦系数：

1. 自然光：普通光源（如太阳、白炽灯）发出的直接光，光矢量对称分布。
2. 线偏振光：通过偏振片（Polarizer）后最常见的状态，振动面固定。
3. 圆/椭圆偏振光：通常由线偏振光通过波片产生。

当线偏振光以 45∘ 进入 λ/4 波片时，产生圆偏振光。
角度非 45∘ 时，产生椭圆偏振光。

4. 部分偏振光：自然光在两种介质表面以非布儒斯特角反射时，反射光通常为部分偏振光。

1. 受激吸收
过程： 处于低能级 Ea 的原子吸收一个能量为 hν = Eb − Ea 的光子，跃迁到高能级
Eb。

特点： 外部能量转换为原子内能。
2. 自发辐射

过程： 处于高能级 Eb 的原子自发向低能级跃迁，释放光子。
特点： 随性强（频率、方向、相位、偏振均随机），产生的受激辐射是激光的噪声来
源。

3. 受激辐射
过程： 处于高能级 Eb 的原子在外来光子（能量满足 hν）的诱导下跃迁至 Ea。

特点： 产生一个与诱导光子完全相同的光子，实现光放大。

速率方程：



实现激光的必备条件

激光器的三大组成部分

要将增益介质变成激光器，需要以下结构：

氦氖 (He-Ne) 激光器

电子干涉与电子衍射(了解)

dNa

dt
= −

dNb

dt
= AbaNb + BbauνNb − BabuνNa

Aba为自发辐射系数, Bba为受激辐射系数, Bab为受激吸收系数。

对称性： Bab = Bba = B（受激吸收和受激辐射的几率在微观上是相等的）。

比例关系： Aba

Bba
= 8πhν 3

c3 （频率越高，自发辐射越占优势）。

1. 粒子数反转 : 热平衡下符合玻尔兹曼分布， Nb

Na
= e− hν

kT ≪ 1，即低能级原子多。必须打破

平衡，使 Nb > Na ，使得受激辐射速率大于受激吸收速率（ dNa

dt > 0），实现光增益。

2. 亚稳态: 普通激发态寿命极短（10−8s），原子还没来得及受激辐射就自发跳走了。而利用

亚稳态的寿命较长（可达 10−3s），允许原子在高能级“堆积”，从而维持粒子数反转。

1. 工作物质（增益介质）： 具有合适能级结构（包含亚稳态）的物质。
2. 激励能源（泵浦源）： 负责将原子从基态“抽运”到高能级（打破热平衡）。
3. 光学谐振腔：

结构： 一对高反射率镜子（全反镜 + 部分透射镜）。
作用：

正反馈： 让光在介质中多次穿行，不断放大。
选频与定向: 只有沿轴线传播且频率符合谐振条件的光才能增强，确保了激光的
高亮度、高方向性和高单色性。

原理： 利用氦（He）原子作为“搬运工”。通过电子碰撞激发 He，He 再通过碰撞将能量传
给氖（Ne）原子。
能级： 在 Ne 的 5s → 4p（3.39μm）、5s → 3p（632.8nm，最常用红光）等能级间实现粒
子数反转。

结构： 放电管（泵浦）+ 混合气体（介质）+ 谐振腔。



量子干涉:
电子的双缝干涉实验中，电子源非常弱，每次只允许单个电子通过双缝。时间累积后，显示屏

上出现了杨氏双缝干涉的结果,证明了电子具有相干叠加性质。
波恩提出了电子实际上是一个概率波。波函数的模的平方表示概率密度，波函数表示概率波的

波幅，无法被测量。 Ψ(x, t)和Ψ(x, t)eiθ在观测结果一样，但是代表两个不同的微观状态。

量子衍射:
戴维逊-革末实验：电子的物质波衍射实验。
大致是使用电子枪发射电子，在光滑的镍晶体表面进行散射，在不同角度测定散射的电子强

度，发现刚好在50度的地方处于峰值，与物质波的理论计算高度符合。
乔治⋅汤姆逊进行进一步实验，使用加速后的电子束打到很薄的铂金属表面后，投射的电子束
在屏幕上呈现出明显的衍射条纹。

麦克斯韦方程组

符号 物理含义

E 电场强度

B 磁感应强度

ρ 电荷体密度

J 电流密度

ϵ0 真空介电常数

μ0 真空磁导率

∇⋅ 散度算子

∇× 旋度算子

微分形式

微分形式描述了空间中每一个点上场源与场的变化关系，是最常用的表达方式：

高斯定律 (电场):

⎧⎪⎨⎪⎩∇ ⋅ E =
ρ

ϵ0

∇ ⋅ B = 0

∇ × E = −
∂B

∂t

∇ × B = μ0 (J + ϵ0
∂E

∂t
)



∇ ⋅ E =
ρ

ϵ0

描述了电荷是如何产生电场的。 电场是有源场，其散度由该点电荷密度 ρ 决定，这意味着电
场线从正电荷出发，终止于负电荷。

高斯磁定律:

∇ ⋅ B = 0

描述了磁场的无源特性。磁场是无源场，自然界中不存在独立的“磁荷”（磁单极子），这决定了
磁感应线永远是闭合的曲线。

法拉第电磁感应定律:

∇ × E = −
∂B

∂t

描述了变化的磁场如何激发电场。时间变化的磁场会在其周围空间产生一个旋涡状的感应电场

（涡旋电场），负号体现了楞次定律，即感应电流的效果总是反抗引起感应的原因。

安培-麦克斯韦定律(安培环路,电磁感应):

∇ × B = μ0 (J + ϵ0
∂E

∂t
)

描述了电流和变化的电场如何激发磁场。磁场不仅由传导电流 J 产生，还由变化的电场（位
移电流 ϵ0

∂E
∂t ）产生。这一项的加入预言了电磁场可以脱离场源，在真空中以波的形式独立传

播。

积分形式

积分形式描述了电磁场在有限区域内的整体性质：

高斯定律 (电场):

∮
S

E ⋅ dS =
Qencl

ϵ0
=

1

ϵ0
∫
V

ρdV

⎧⎪⎨⎪⎩∮
S

E ⋅ dS =
Qencl

ϵ0

∮S B ⋅ dS = 0

∮
C

E ⋅ dl = −∫
S

∂B

∂t
⋅ dS

∮
C

B ⋅ dl = μ0Iencl + μ0ϵ0 ∫
S

∂E

∂t
⋅ dS



描述了穿过任意闭合曲面 S 的总电通量与该曲面所包围的总电荷量成正比。这同样表明电荷
是电场的源。

高斯磁定律:

∮
S

B ⋅ dS = 0

描述了穿过任何闭合曲面的总磁通量恒为零。这反映了磁场的无源性。磁感应线总是闭合曲

线，无论如何截取空间区域，进入曲面的磁感线数量必然等于出来的数量。

法拉第电磁感应定律:

∮
C

E ⋅ dl = −∫
S

∂B

∂t
⋅ dS

描述了穿过闭合回路 C 所围面积 S 的磁通量随时间变化时，会在回路中产生感应电动势。

安培-麦克斯韦定律:

∮
C

B ⋅ dl = μ0Iencl + μ0ϵ0 ∫
S

∂E

∂t
⋅ dS = μ0 ∫

S

j ⋅ dS + μ0ϵ0 ∫
S

∂E

∂t
⋅ dS

同样描述了磁场环流的来源有两个：一是穿过回路的传导电流 Iencl（即电流密度 j 的面积
分），二是随时间变化的电场通量（位移电流）。

自由空间 (无源) 情况

在没有任何电荷 (ρ = 0) 和电流 (J = 0) 的完全自由空间中，麦克斯韦方程组简化为如下形
式：

提示：

电磁波

⎧⎪⎨⎪⎩∇ ⋅ E = 0
∇ ⋅ B = 0

∇ × E = −
∂B

∂t

∇ × B = μ0ϵ0
∂E

∂t

1. 这里的 μ0ϵ0 = 1
c2，其中 c 是真空中的光速。

2. 该方程组通过旋度再求导可以推导出波动方程 ∇2E = 1
c2

∂ 2E

∂t2 ，这证明了电磁场以光速

在真空中传播。

1. 电磁波的本质与传播特性



电磁波传播(了解)

1、 电磁场的波动方程（达朗贝尔方程）

在介质中，由麦克斯韦方程组出发，可以导出电场和磁场满足的非齐次波动方程，即达朗贝尔

方程：

2、 亥姆霍兹方程与单色波表达式

定义：电磁波是电场和磁场在相互转化过程中，电场和磁场强度振荡的状态沿空间的

延伸和传播。

矢量关系：电场 E 和磁场 H 的振动方向相互垂直；E，H本身传播方向与振动方向也

相互垂直。

相位与振幅：在真空或各向同性介质中传播时，电磁波的电场 E 和磁场 H 振动相位
相同。其振幅满足以下关系式√ϵE = √μH

2. 电磁场的能量描述
坡印亭矢量 (S)：

定义式：S = E × H

物理意义：其方向表示电磁波的传播方向。其大小度量能量流动，即能流密度，

定义为单位时间垂直流过单位横截面的电磁场能量。

能量密度 (w)：电磁场能量密度函数为： w = 1
2 (ϵ0E

2 + μ0H
2)

强度 (I)：电磁波的强度 I 正比于坡印亭矢量大小的平均值 S̄。进一步分析表明，强度
正比于电场或磁场强度振幅的平方。

3. 可见光谱的分布范围：400nm(紫)~760nm(红)

电场强度 E 的达朗贝尔方程：

∇2E − εμ
∂ 2E

∂t2
= μ

∂j

∂t
+

1

ε
∇ρ

磁场强度 H 的达朗贝尔方程：

∇2H − εμ
∂ 2H

∂t2
= −∇ × j

真空中的形式：当处于无源（ρ = 0, j = 0）的真空中时，方程简化为：

∇2E −
1

c2

∂ 2E

∂t2
= 0

∇2B −
1

c2

∂ 2B

∂t2
= 0

其中真空中光速定义为 c = 1
√ε0μ0

。



在实际物理场景中，电磁波通常可分解为一系列确定频率 ω 的单色波。假设电场和磁场对时
间的依赖关系为 e−iωt：

E(r, t) = E(r)e−iωt, B(r, t) = B(r)e−iωt

将上述形式代入波动方程，得到关于空间坐标的亥姆霍兹方程：

假设电磁波只沿着单一的 x 方向传播，此时场强仅与 x 和 t 有关。
亥姆霍兹方程简化为常微分方程：

d2E(x)

dx2
+ k2E(x) = 0

磁场同理:

d2B(x)

dx2
+ k2B(x) = 0

平面简谐波的一个特解表示为 E(x) = E0e
ikx，结合时间项，得到电场强度的完整表达式：

E(x, t) = E0e
ikx−iωt

磁场强度的表达式:
根据麦克斯韦方程，磁场可以由电场的旋度导出：

B = −
i

ω
∇ × E = −

i

ω
(∇eikx−iωt) × E0

运算得到磁场的最终表达式：

B =
ex × E0

c
eikx−iωt = B0e

ikx−iωt

场强之间的数值关系:

∇2E + k2E = 0

∇2B + k2B = 0
其中波矢 k = ω√εμ。

在无源真空中，还需满足散度为零的条件：

∇ ⋅ E = 0, ∇ ⋅ B = 0

由电场求磁场：B = −
i

ω
∇ × E

由磁场求电场：E = −
i

ωϵμ
∇ × B

传播速度：v = ω
k

= 1
√ε0μ0

= c

振幅比例关系：电场和磁场振幅的比值为光速：

E

B
= c∣ ∣



导行电磁波：

电磁波在导体表面几乎全反射，因此可利用金属管（波导）进行能量传输。

3. 推迟势

为了体现电磁相互作用传播的有限速度，引入推迟势。在洛伦兹规范下，势函数的解为：

φ(x, t) =
1

4πϵ0
∫

ρ(x′, t − r/c)

r
dV ′

A(x, t) =
μ0

4π
∫ j(x′, t − r/c)

r
dV ′

这表明电磁场不是瞬时超距作用，而是以速度 c 传播。

由上述公式，对于电偶极矩 p 产生的辐射场有：

例题

例题1.1(作业题): 简述等倾干涉和等厚干涉的原理，并各举一个实验或生活中的例子

解：等倾干涉同一干涉条纹对应相同倾角的光 (薄膜干涉、法布里珀罗干涉仪)，等厚干涉同一
干涉条纹对应经过相同厚度介质的光 (牛顿环、劈尖)。

例题1.2(作业题): 简述线偏振光、圆偏振光、椭圆偏振光、自然光、部分偏振光的特性，并分
析如何用偏振片和 1/4 波片区分它们。

解： (1) 入射光穿过偏振片，旋转偏振片。若出现消光则为线偏振光，若光强不变则为圆偏振
光或自然光，若光强变化但无消光现象则为椭圆偏振光或部分偏振光。 (2) 入射光穿过 1/4 波
片 (光轴方向与前一步中光强出现极值对应偏振片方向相同) 和偏振片，旋转偏振片。若出现
消光则为圆偏振光或椭圆偏振光，若无消光现象则为自然光或部分偏振光。

例题1.3(作业题): 若一双缝装置的两个缝分别被折射率 n1 和 n2 的两块厚度均为 e 的透明介质
所遮盖，此时由双缝分别到屏上原中央极大所在处的两束光的光程差 δ 为多少？

解： δ = (n1 − n2)e

常见结构：矩形波导、圆形波导、谐振腔。

物理原理：电磁波在金属壁间满足驻波条件，形成不同的电磁波模式。

磁场：B = eikR

4πϵ0c3R
(p̈ × n)

电场：E = eikR

4πϵ0c2R
((p̈ × n) × n)

辐射场向外传播，电场线为经线上的闭合曲线，磁场线为围绕极轴的闭合圆周。



例题1.4(作业题): 一束自然光从空气投射到玻璃表面上 (空气的折射率为 1)，当折射角为 30◦
时，反射光是完全偏振光，则此时玻璃板的折射率等于多少？

解： n = sin60◦

sin30◦
= √3

例题 1.5(课本1.3.7) 如图 1.78 所示，用两块平整的玻璃将金属丝夹在一端的中间，形成空气
劈尖，用单色光照射形成等厚干涉条纹，用读数显微镜测出干涉明条纹的间距。已知单色光波

长 λ = 589.3nm，测量结果是：金属丝与劈尖顶点距离 L = 28.880mm，第 1 条明条纹到第
31 条明条纹的距离为 4.295mm，试求金属丝直径 D。

解： 在空气劈尖等厚干涉中，相邻条纹的厚度差满足条件：

a sin θ =
λ

2

根据题设，相邻明纹间距为：

a =
4.295
31 − 1

=
4.295

30
= 0.14317 (mm)

由于劈尖角 θ 很小，该装置中 sin θ ≈ D
L，代入上式可得：

a ⋅
D

L
=

λ

2

从而求得金属丝直径 D：

D =
λL

2a
=

589.3 × 10−6 mm × 28.880 mm

2 × 0.14317 mm
≈ 0.05944mm

例题1.6(往年考题): 什么是干涉与拍现象;两者之间的区别与联系是什么?

什么是干涉？

1. 要频率相同ω1 = ω2，同时k1 = k2 = 2π
λ

2. 传播方向要重合
3. 固定的相位差（波源位置不动）



什么是拍现象：

假设两个振动的振幅相同（均为 A），为了简化计算，取初相位 ϕ1 = ϕ2 = 0; x1 = A cos(ω1t)

与 x2 = A cos(ω2t) 根据波的叠加原理，合成位移 x 为：

x = x1 + x2 = A[cos(ω1t) + cos(ω2t)]

利用三角恒等式 cosα + cosβ = 2 cos
α − β

2
cos

α + β

2
，得到：

x(t) = [2A cos( ω1 − ω2

2
t)]

振幅因子 (包络线)

cos( ω1 + ω2

2
t)

振动因子 (载波)

物理意义:
合成振动可以看作是一个频率为平均频率 ω̄ = ω1+ω2

2  的快速振动，但由于 ω1 ≈ ω2，振幅部分

A(t) = 2A cos ( ω1−ω2

2 t)  随时间缓慢变化。

拍频(拓展) :
在一个振幅变化的周期内，位移达到最大值的次数称为 拍频。由于人耳感知的是能量（正比
于振幅的平方），振幅在一个余弦周期内会出现两次极大值。 因此，拍频 fbeat 等于两个分振
动频率之差的绝对值：

fbeat = |f1 − f2| =
|ω1 − ω2|

2π

联系:
物理本质一致：两者都是基于波的叠加原理。

区别:

特征 干涉 拍现象 

频率要

求

必须完全相同 (f1 = f2) 稍微不同但接近 (f1 ≈ f2)

维度 空间（强弱随空间位置分布） 时间（强弱随时间演化）

现象 稳定的条纹或空间强弱分布 振幅（音量/能量）的周期性起伏

稳定性 只要波源稳定，干涉图样不随时间变

化

振幅不断交替变化，不形成稳定空间图

样

例题1.7(往年考题): 请结合电子干涉与电子衍射的相关实验（二选一即可）与量子波动
理论，陈述量子波动性实验可以取得效果的关键条件是什么？并论述结果中观测到的条

纹的由来

∣ ∣



关键条件 经典物理表述 量子波动实验

频率一致 ω1 = ω2 单色性：加速电压稳定，电子能量相同。

相位恒定（电子干涉） 固定相位差 空间相干性：电子源极小，保证双缝同步。

尺寸匹配（电子衍射） 狭缝 a ≈ λ 晶格/纳米缝：原子的间距a ≈ λ(pm)。

量子限制 无 路径不可知：不能观测电子的具体路径。

干涉条纹的由来：概率幅叠加

条纹的本质是单个电子与其自身在不同路径上的概率幅叠加，而非电子间的相互碰撞；明纹代

表电子落点概率大（相长），暗纹代表电子落点概率小（相消）。

根据量子力学叠加原理，到达屏幕某点的总波函数 Ψ 是两条路径概率幅的线性叠加：

Ψ = ψ1 + ψ2

我们在屏幕上观测到的强度 I 对应电子出现的概率密度 P：

P = |Ψ|2 = |ψ1 + ψ2|2 = |ψ1|2 + |ψ2|2 + 2|ψ1||ψ2| cos(Δϕ)

其中|ψ1|2 + |ψ2|2 为经典粒子性的概率叠加，而2|ψ1||ψ2| cos(Δϕ)为干涉项，是条纹产生的根

源：

1. 当相位差 Δϕ = 2nπ 时，出现明条纹（相长干涉）。
2. 当相位差 Δϕ = (2n + 1)π 时，出现暗条纹（相消干涉）。



原子物理

参照考点

对应考点

（1）黑体辐射与普朗克的能量子，原子的探索与玻尔模型，能级与光谱，光电效应与爱因
斯坦的光辐射理论，光的波粒二象性

（2）电子自旋、泡利不相容原理、元素周期表，能带与半导体，超导及其微观模型简介

（3）粒子物理简介

爱因斯坦光电效应

当一定频率的光照射在金属表面时，金属内部的电子吸收光子能量后溢出，形成光电子。

爱因斯坦提出光量子假说，认为光的能量是以量子的形式存在的，每个光子的能量为：

E = hν

基于能量守恒，爱因斯坦光电效应方程为：

hν = A +
1

2
mev

2

截止电压

在实验中，通过在阳极施加反向电压，可以阻止光电子到达阳极形成电流。

当反向电压产生的电场力做功恰好等于光电子的最大初动能时，光电流降为零。

eUc = Ekmax =
1

2
mev

2

将上式代入爱因斯坦方程中：

eUc = hν − A

特点：

截止频率： 存在一个特定频率，低于此频率无论光强多大都无电子溢出。
能量线性： 在给定材料（逸出功固定）的情况下，最大初动能只与频率有关，与光
强无关。

瞬时性： 电子吸收能量后瞬间溢出，不需要经典物理理论预期的能量积累时间。

A：逸出功（金属内部电子逃逸表面所需的最小能量）。
1
2 mev

2：光电子的最大初动能。



由此得到截止电压 Uc 的表达式：

Uc =
h

e
ν −

A

e

截止频率

只有当频率大于特定频率时才有电子溢出 ，而当最大初动能为零时，电子刚好能溢出，此时
hν0 = A，即：

ν0 =
A

h

红限波长 λ0：

根据 c = λν，可得：

λ0 =
c

ν0
=

hc

A

如果照射光的波长 λ > λ0，则无法产生光电效应。

黑体辐射

理想黑体

能量密度 U： 单位体积黑体辐射的总能量。
辐射谱密度 uν： 单位体积黑体在特定频率 ν 附近的辐射能量密度。

U = ∫ uνdν

截止电压 Uc 与照射光的频率 ν 呈线性关系，其斜率为 he，在纵轴上的截距为 − A
e 。这一

结论由密立根通过实验验证，并精准测定了普朗克常量 h 。

黑体是一种理想的物理模型，能够吸收所有入射的电磁辐射而不发生任何反射。

在一个空腔壁上开一个小孔，外部辐射进入小孔后在腔内多次反射并被吸收，该小孔即可

视为黑体。

特性： 黑体的辐射和吸收特性不依赖于物质的材料性质，只与温度有关。



在普朗克提出量子论之前，实验物理学家已经总结出了两个重要的定量规律：

斯特藩-玻尔兹曼定律 :

U =
4σ

c
T 4

维恩位移定律 :

λmaxT = b

其中b = 2.898 × 10−3 m ⋅ K

物体温度越高，辐射最强的颜色越向短波（蓝紫色）方向移动。例如，通过太阳光谱的中心频

率可以推算其表面温度约为 6000K。

物理学家曾尝试用经典理论解释实验曲线，但都遇到了困难 ：

能量量子化假设

1900年，普朗克为了统一上述两个公式，提出必须背离经典物理中“能量连续变化”的思想：

应用： 该定律是红外测温仪的理论依据
常数： σ = 5.67 × 10−8W/(m2 ⋅ K 4)

1. 维恩公式基于热力学原理推导：uν = C1ν
3e−

C2ν

T

在短波段符合良好，但在长波段与实验偏差较大。

2. 瑞利-金斯公式基于经典电磁理论和统计力学：uν = 8π
c3 kTν

2

在长波段符合较好，但当频率 ν → ∞（紫外区）时，能量密度趋向无穷大，产生发散

假设： 物体只能以量子的方式吸收或辐射能量
量子能量： 每个量子的能量为 ϵ = hν



普朗克公式

uν =
C1ν

3

e
C2ν

T − 1

或表示为：

uν =
8πhν 3

c3

1

e
hν
kT − 1

玻尔定态原子理论

三大基本假设

玻尔在卢瑟福核式模型的基础上，引入了普朗克的量子化概念 ：

定态轨道与定量计算

基于库仑力提供向心力（ ke2

r2 = mev
2

r ）和角动量量子化条件，可以推导出：

普朗克常量： h = 6.63 × 10−34J ⋅ s

定态假设： 电子只能在某些特定半径的离散轨道上绕核做圆周运动 。处于这些轨道（定
态）时，原子具有确定的能量且不辐射电磁波，打破了经典电磁理论中“加速电荷必辐射”
的限制 。
角动量量子化条件： 电子在定态轨道运动时，其轨道角动量 L 必须是 ℏ (h/2π) 的整数倍
：

mevr = n
h

2π
= nℏ (n = 1, 2, 3, …)

频率条件（跃迁假设）： 当电子从一个能量为 En 的定态跃迁到能量为 Em 的定态时，会
辐射或吸收一个频率为 ν 的光子 ：

hν = En − Em

定态轨道半径：

rn = n2a0

其中 a0 = ϵ0h
2

πme2 ≈ 0.529 × 10−10 m 为玻尔半径。
能级能量：

En = −
E1

n2
(E1 = 13.6eV)

基态 (n = 1)： 原子能量最低、最稳定的状态。
激发态 (n ≥ 2)： 能量较高的状态 。当 n → ∞ 时，E → 0，代表原子被电离。



对氢原子光谱的解释

实验

弗兰克-赫兹实验
该实验是原子能级量子化的直接实验证据：

壳层结构

为了形象理解电子分布，引入了壳层结构：

轨道角动量的量子化

由现代量子力学可知，不仅能量是量子化的，电子绕核运动的轨道角动量也满足量子化条件：

电子自旋

1921年施特恩-格拉赫实验发现，处于基态的氢（或银）原子通过不均匀磁场时，观测屏上出
现了两条对称的条纹，揭示了电子具有内禀磁矩和内禀的自旋性质。

波数表达式： ~ν = 1
λ

= R∞ ( 1
m2 − 1

n2 ) ，其中R∞ = me4

8ϵ2
0h

3c

典型谱系：

拉曼（赖曼）线系： 跃迁至 n = 1（基态），处于紫外区。

巴耳末线系： 跃迁至 n = 2，处于可见光区。

帕邢线系： 跃迁至 n = 3，处于近红外区。

实验装置通常在一个填充了特定气体（如汞蒸气）的电子管中进行。

电子在加速电压的作用下穿过气体，并与气体原子发生碰撞。

当电子的动能达到原子从基态跃迁到激发态所需的特定能量时，电子会与原子发生非弹性

碰撞，将能量转移给原子。

实验现象：实验曲线（电流随加速电压的变化）显示出明显的周期性波峰和波谷。这表明

每当加速电压达到原子的激发能（或其倍数）时，大量电子因发生非弹性碰撞而失去动

能，导致到达阳极的电流骤然下降，从而形成图表中的波谷。

主壳层：由主量子数 n 决定，分别用 K, L, M, N... 表示（对应 n = 1, 2, 3, 4.. .）。

支壳层：由角量子数 l 决定，分别用 s, p, d, f, g, h... 表示。
能量规律：通常主量子数 n 越大，能级越高；在同一壳层内，l 越大能量也越高（如
E4s > E3s，但存在能级交错现象，如 E4s < E4p）。

角动量大小：L = √l(l + 1)ℏ

角量子数 (l)：取值为 l = 0, 1, 2, … ,n − 1

空间量子化：轨道角动量在垂直外磁场方向的投影也是量子化的，满足 Lz = mlℏ

磁量子数 (ml)：取值范围为 ml = 0, ±1, ±2, … , ±l



自旋假说 (1925年)：
乌伦贝克和古德斯密特提出，每个电子都具有内禀的自旋角动量 S。

状态描述：由于自旋的发现，描述原子中电子的状态需要四个相互独立的量子数：

(n, l,ml,ms)，其中 ms 为自旋磁量子数（取值为 ±1/2）。

粒子分类:

元素周期表

元素的化学性质主要取决于其原子最外层能级的电子数量。

角动量大小：S = √s(s + 1)ℏ，其中自旋量子数 s = 1
2
。

自旋磁矩：μ = − e
me

S。

空间投影：S 在空间任何方向（如 z 轴）的投影只能取两个值：Sz = ± ℏ
2。

磁矩投影：自旋磁矩在任何方向的投影为 μsz = ± e
2me

ℏ = ±μB，其中 μB 称为玻尔磁子。

费米子: 自旋为半整数倍 (如电子)，满足泡利原理。
玻色子: 自旋为整数倍 (如光子)，可发生玻色-爱因斯坦凝聚。



高中知识回顾：

核心排列原理：

1. 能量最小原理：在正常状态下，电子趋向于占据可能的最低能级。
2. 泡利不相容原理 ：在一个原子中，不能有两个或两个以上的电子具有完全相同的四个量子
数 (n, l,ml,ms)。

能级容量限制：

计算主能级 n 能够容纳电子最大数量 zn 的通用公式：

zn =
n−1

∑
l=0

2(2l + 1) = 2n2

由三个量子数 (n, l,ml) 确定的一个空间能态最多只能容纳自旋方向相反的两个电子。
主量子数为 n 的能级能够容纳电子的最大数量为 zn = 2n2。

2l + 1：代表给定支壳层的轨道数。

2(2l + 1)：代表该支壳层由于自旋翻转可容纳的电子数。



塞曼效应

由塞曼于1896年发现，是原子空间量子化的重要实验证据。

现象：

当光源置于外加磁场中时，原先的一条单色谱线会分裂成若干条相互靠得很近的谱线。

原理：

结论：

小测（无原题）

一、 爱因斯坦光电效应

二、 黑体辐射

2n2：最终求和结果，即第 n 壳层的总容量。

磁矩与角动量：由于电子带负电并绕核运动，其轨道角动量 L 会产生对应的磁矩 μ：

μ = −
e

2me
L

磁矩量子化：在外磁场 B 中，磁矩在磁场方向（通常设为 z 轴）的投影 μz 是量子化的：

μz = −
e

2me

Lz = −
e

2me

(mlℏ) = −mlμB

其中，μB = eℏ
2me

 称为玻尔磁子。
磁量子数 ml：取值范围为 ml = 0, ±1, ±2, … , ±l，共有 2l + 1 个取值。
能级劈裂公式：

当原子置于强度为 B 的外磁场中时，电子会获得一个附加能量 ΔE ：

ΔE = −μ ⋅ B = −μzB = mlμBB

原来由主量子数 n 和角量子数 l 确定的一个简并能级，在磁场中会分裂成 2l + 1 条能级。
这种能级的劈裂直接导致了光谱线的分裂，呈现出精细的辐射谱结构。

1. 填空：在光电效应实验中，每个光子的能量为 E = hν 。如果电子逃逸金属表面所需的能
量为 A（逸出功），则溢出表面后光电子的最大初动能满足的爱因斯坦关系式为：____

2. 简答：为什么经典电磁理论无法解释光电效应中的“即时性”现象？

3. 计算：已知太阳光的中心频谱对应波长约为 550 nm 。利用维恩位移定律估算太阳表面温
度



三、 塞曼效应

四、 玻尔定态原子理论

五、 电子自旋与元素周期表

答案

4. 填空：斯特藩-玻尔兹曼定律表明，热平衡状态下黑体的辐射能量密度 U  与其温度 T  的
____ 次方成正比 。

5. 思考：普朗克为了解决“____ ”问题，首次提出了能量量子化假设，即物体吸收或辐射能量
只能以 ϵ = hv 为单位 。

6. 计算：当原子处于外磁场 B 中时，原来由角量子数 l 确定的一个能级会分裂成多少条能
级？若 l = 2，则分裂后的能级总数是多少？

7. 公式：请写出电子在外磁场中产生的附加能量 ΔE 的表达式 。

8. 填空：玻尔提出了角动量量子化条件，由此可推导出氢原子基态（n = 1）的半径 a0 约为
____ 。

9. 简答：简述玻尔理论中的“频率条件（跃迁假设）” 。

10. 填空：描述原子中电子的状态需要四个相互独立的量子数，它们分别是：主量子数 n、轨
道角动量量子数 l、轨道磁量子数 ml 以及 ____ 。

11. 计算：根据泡利不相容原理，主量子数为 n = 3 的能级能够容纳电子的最大数量 zn 是多
少？

12. 分析：为什么氦（He, Z = 2）的性质非常不活跃，而锂（Li, Z = 3）的化学性质却非常活

跃？

1. 答案： 1
2 mv2 = hv − A 。

2. 提示：经典理论认为能量是连续累积的，需要时间达到逃逸力；而量子理论认为光子能量
是一次性传递的 。

3. 计算：T = 2.898×10−3

550×10−9 ≈ 5269 K 。
4. 答案：四 。
5. 答案：紫外灾难；hv 。
6. 答案：2l + 1 条；当 l = 2 时，分裂为 5 条 。
7. 答案：ΔE = mlμBB 。
8. 答案：由 mevr = nℏ 可推出0.529 × 10−10 m 。
9. 提示：原子从一个定态跃迁到另一个定态时，辐射或吸收光子的频率取决于两能级的能量
差，hv = En − Em 。

10. 答案：自旋磁量子数 ms（或自旋量子数）。

11. 答案：2 × 32 = 18 个 。（利用公式 zn = 2n2）



计算

(玻尔) 一个氢原子样本被激发到了 n = 4 的激发态；普朗克常量 h ≈ 4.136 × 10−15 eV ⋅ s，光

速 c = 3.0 × 108 m/s

(塞曼效应) 天文学家在观察某颗恒星时，发现其发出的氢原子光谱中原本波长为 λ = 656.3 nm

（红光）的一条谱线，在恒星表面的强磁场作用下发生了分裂。已知该谱线对应能级的角量子

数为 l = 1(普朗克常量 h = 4.136 × 10−15 eV ⋅ s，光速 c = 3.0 × 108 m/s。)。

请求解：

答案

一

根据理论，氢原子的能级由量子数 n 决定，其能量表达式为 En = − E1

n2 ，其中基态能量

E1 = −13.6 eV。当原子从高能级 n 跃迁到低能级 m 时，会辐射出能量为 hν = En − Em 的光
子。

12. 提示：氦的两个电子正好填满基态能级；锂的第三个电子必须占据能量更高的第一激发
态，且最外层只有一个价电子，极易失去 。

1. 请分别计算氢原子在 n = 1, 2, 3, 4 四个定态下的能量值（单位：eV）。

2. 这群处于 n = 4 能级的氢原子向低能级跃迁时，最多可以辐射出多少条不同频率的光谱
线？请列出所有的跃迁路径（例如：4 → 1）。

3. 计算其中巴耳末线系中波长最长的那条谱线的能量（单位：eV）。

1. 该能级在外磁场中分裂成了几条子能级？
2. 若观测到分裂后的两条相邻谱线的能量差为 ΔE = 1.1576 × 10−4 eV，请计算该恒星表面

的磁场强度 B 是多少T？
3. 简述为什么塞曼效应可以作为“原子空间量子化”的实验证据。

1. 各定态能量计算

利用公式 En = − 13.6
n2  eV：

E1 = −13.6 eV

E2 = − 13.6
4 = −3.4 eV

E3 = − 13.6
9 ≈ −1.51 eV

E4 = − 13.6
16

= −0.85 eV

2. 光谱线数量与路径



二

已知条件：

N = n(n−1)
2 = 4×3

2 = 6 条。
跃迁路径：

n = 4 → 1, 4 → 2, 4 → 3

n = 3 → 1, 3 → 2

n = 2 → 1

3. 巴耳末线系最长波长能量计算

分析：波长最长对应能量差最小。在巴耳末线系（m = 2）中，能量差最小的跃迁是

n = 3 → m = 2。

计算：

ΔE = E3 − E2 = (−1.51 eV) − (−3.4 eV) = 1.89 eV

注：此能量对应的是氢原子的 Hα 谱线，其波长约为 656.3 nm，属于可见光中的红光）。

.该能级在磁场中分裂成了 2l + 1 条子能级。

.相邻子能级之间的能量差公式为 ΔE = μBB，其中 μB = 5.788 × 10−5 eV/T 为玻尔磁
子，B 为磁场强度。
普朗克常量 h = 4.136 × 10−15 eV ⋅ s，光速 c = 3.0 × 108 m/s。

1. 能级分裂数：根据公式 2l + 1，当 l = 1 时，能级分裂数为 2(1) + 1 = 3 条。
2. 磁场强度计算：
在外磁场中，能级附加能量为

E(ml) = mlμBB

相邻 ml值（Δml = 1）对应的能级差为

ΔE = μBB

B =
ΔE

μB
=

1.1576 × 10−4 eV

5.788 × 10−5 eV/T
= 2.0 T

3. 实验意义：
塞曼效应证明了原子磁矩在外磁场方向的投影 μz 只能取一系列离散的值（即量子化的
值），这直接对应了角动量在空间取向的量子化。



广义相对论

在狭义相对论的学习中，爱因斯坦说明了在任意惯性参考系中，物理规律都是协变的。自然的，就会考

虑能否进一步推广到非惯性参考系中，从而使相对性原理在任意参考系中成立。

为了将相对性原理推广到非惯性系中，首先要看看非惯性系的时空有什么特点。很多的例子与理想实验

都表明非惯性系不能使用欧几里得空间中的几何学，非惯性系中的时空表现出时空弯曲的性质，

两个基本假设

广义相对性原理：物理规律对于所有参考系都具有协变性。

这个假设是对于狭义相对论的直接推广，不必过多诠释。

等效原理：物体的惯性质量和引力质量相等。

这一点假设在这里笔者按照个人理解做出浅薄的解释。首先要明确为什么惯性质量与引力质量有什么区

别。惯性质量是衡量物体惯性大小的物理量，也就是我们再牛顿第二定律里常见的那一个质量；而引力

质量则是衡量物体产生引力场能力大小的物理量。在经典力学中，二者没有被区分，或者说二者的相等

只是数字上的巧合。但爱因斯坦强调二者是不同的概念，并且将二者相等作为广义相对论的一点基本假

设，厄特沃什的实验，支撑了这一假设。

对于等效原理，考虑一个在引力场中自由落体的非惯性系，它与没有引力场的惯性系是等效的，任何实

验无法将二者区分开来。

相对论时空观

在相对论中，空间被拓展到了时空观念，我们所讨论的不再是三维空间而是加入了时间的四维时空。这

也就要求我们引入全新的数学框架来去研究新的四维时空，也就是张量。（我们并不对于张量这个数学

工具本事作过多的展开，书和ppt对于这个数学公式本身有一定的介绍）

相对论中，给出了全新的四维时空间隔

这是相对论中的第一个不变量，不同的坐标系，对于 的度量是一致的。

ds =2 g dx dxμν
μ ν

ds2



在这个方程中 是一个对称的 张量，称为四维时空的度规。

是描述时空的四个维度。对于不习惯张量的同学，这个式子实际上就是

下面介绍两种特殊的度规表示两种特殊的时空形式。

闵可夫斯基度规

闵可夫斯基度规描述了平直时空下的时空性质，因此也可以称为平直度规或者线性度规。

将该度规带回到时空间隔的公式中，可以得到

我们会发现这完全符合我们在狭义相对论中讲到的传播方程的形式。

在平直度规下的时空观中，没有发生时空弯曲，也就是说曲率张量 是零，两点之间的最短距离仍是

直线。但请注意我们所讲的没有引力导致的时空弯曲并不是说没有引力，加速的非惯性参考系等效到局

部没有引力场后就可以说度规就是平直的。

爱因斯坦引力场方程

当在引力或加速效应导致时空弯曲时，一个最直观的变化就是两个点之间的最短距离不再是我们通常理

解的直线了，两点之间的直线发生了扭曲。在这里首先介绍两个张量。

克里斯多菲张量： ，描述了在弯曲时空中矢量或张量如何进行平移操作。

黎曼曲率张量： ，描述了时空弯曲的程度。当曲率张量为零时，说明所处的时空是平直的。

有了这两个张量，我们就可以很好地描述弯曲的相对论时空。在这样的时空下，两点之间最短距离的“直
线”轨迹被扭曲为

我们称之为测地线方程

引力场方程：

g ​μν 4 × 4 {x } =μ {x (=1 x),x (=2

y),x (=3 z),x (=4 ct)}
ds =2

​ g ​dx dx∑μ,ν=1
4

μν
μ ν

g ​ =μν ​ ​ ​ ​ ​ ​

1
0
0
0

0
1
0
0

0
0
1
0

0
0
0

−1

ds =2 dx +2 dy +2 dz −2 c dt2 2

Γ ​μν
α

Γ ​μν
α

R ​σμν
α

​ +
ds2

dx ​α Γ ​ ​ ​ =μν
α

ds
dx ​μ

ds
dx ​ν 0



这些内容我们应该是不在数学上要求的，核心是了解我们是如何来描述弯曲时空的。

施瓦西度规

施瓦西度规描述了一个孤立、静止、球对称的质量体对于周围时空的影响。这样的模型假设天然适用于

我们对于天体问题的研究。

施瓦西在给出了这种条件下的爱因斯坦方程的一个精确解

其中

注意，这里的四个维度是基于球坐标的。这个解的各项系数我们不进行深入的探讨。但这里注意两个特

殊的半径

其中 表示相应的黑洞视界， 则表示真实的物理发散的奇点

小结

由于编者也并不太懂广义相对论，因此以上的讲解与总结是有限的。本章节的重点并不在于计算，而在

于一些概念的理解。重点包括两个基本假设、相对论全新的时空观、对弯曲时空的描述，考试时更加考

验大家语言文字的能力。

R ​ −μν ​g ​R =
2
1

μν ​T ​

c4

8πG
μν

ds =2 − 1 − ​ c dt +(
rc2

2GM ) 2 2 1 − ​ dr +(
rc2

2GM )
−1

2 r dθ + sin θ dϕ2 ( 2 2 2)

r ​ =s ​ r ​ =
c2

2GM
0 0

r ​s r ​0



量子波动力学简述

量子力学有一个核心议程叫波粒二象性，下面简述波动力学。

*0.简述历史
先来简单梳理一下量子力学发展时间线：

1900年普朗克提出"能量子"来解释他的黑体辐射能量分布曲线；
1905年爱因斯坦提出了"光量子"并同年解释了光电效应；
1913年玻尔提出了具有"定态"和"频率条件"的原子模型，解释了氢原子的线状光谱；
1923-24年康普顿通过X射线与电子的散射实验，确证了光量子假说；

以上都是"粒子派"取得的胜利，接下来是重点。

1924年德布罗意提出了物质波的概念；
1927年戴维森和革末用电子散射实验验证了电子的波动性；
同年G.P汤姆孙完成电子衍射实验，观察到同心圆的电子波衍射图样；
1925年海森堡采用矩阵描述物理量；
1926年薛定谔基于德布罗意的物质波思想，提出了薛定谔方程，建立了波动力学；
波恩诠释了波函数的内涵，即其模长的平方正是概率密度；

1927年海森堡提出了不确定性原理；
...1961年电子波双缝干涉实验成功，得到了与杨氏干涉类似的结果；

按照课本的大概要求，我们将把重点放在物质波、薛定谔方程等议题上。

1.物质波
德布罗意受到光量子的启发，将波粒二象性推广到 的粒子上。他认为自由粒子作为"物质波"也具
有自由波动形式,能量 、动量 分别与频率 、波长 保持关系：

考虑到稳定轨道中电子的物质波满足驻波关系: 即轨道长度必须是完整波长的整数倍。运用这

组关系，容易得到：角动量满足 ,而这恰是玻尔的角动量量子化观点。

2.薛定谔方程的建立

2.1引入算符的思想：
量子力学中一个重要的认识是：从一个量子态出发，利用算符建立一个讨论的空间的基。这个思想有些

m = 0
E p ν λ

​ ​

Planck关系：

Einstein关系：

自由波形式：

E = hν = (2πℏ) ⋅ (ω/2π) = ℏω

p = ​ = ​ = ℏk
λ

h

2π/k
2πℏ

Ψ = Ψ ​e0
i(kx−ωt)

2πr = nλ

L = pr = ​ ⋅
λ
h

​ =2π
nλ nℏ



迷惑但实际上经典的力学中也有这样的运用。比如讨论经典力学体系时，常常建立拉格朗日量 和哈密

尔顿量 ，而当需要某个物理量时可以通过一个算子把它从这个包罗万象的“状态”中取出来。以最简单
的拉格朗日量为例:

在量子力学中只需要将算符与量子态结合，来对所欲的力学量进行研究。

2.2薛定谔方程：
自由粒子满足德布罗意的一维波形式：

其无势约束，仅考虑动能：

利用德布罗意波的关系重写为：

不难进行带入验证：

推广到空间中即可以获得著名的方程：

既然在自由状态下仅考虑动能，那么在有势场作用下的时，是否仅需要在等式的右边添加一个表达势能

的项：

这就是著名的薛定谔方程。

薛定谔将不含时的方程运用到氢原子上(以及一维谐振子)，解得氢原子的能谱
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,与玻尔的理论达成了一致。于是被认为是有效的。然而实际上薛定谔的方程是

滑雪时猜的,他也不会求氢原子的波函数在 变量上的解，但他往哈密顿力学上凑了一下，于是大家

都信了他。

3.波恩对波函数的解释

*3.0为什么波函数的模方是一个密度？
观察薛定谔方程，我们做两件事：1. 把波函数取共轭左乘在原函数上；2.对原方程取共轭后把波函数左
乘在原方程上。得到：

我们发现：当上式减去下式，1.势能项是一个实函数，共轭不变，乘上波函数的模方后上下式的都一
样；2.等式左边恰好是一个实函数 对 求偏导的两项。故：

注意到： 。可以看出：

这是一个形如 的描述密度随时间变化的方程。

可以看到，实函数密度： 是波函数的模的平方，流量

。在流体和电磁学里有很多类似的方程。所以薛定谔一开始认为这是某种很确切的电荷或质量的密度。

但这个波函数可以非常大范围地扩散，实验中电子并没有变得非常宏大，所以需要另一种解释

3.1波函数的模方是一个概率密度：
波恩在研究电子的碰撞理论时受到了爱因斯坦的启发："光强正比于光子的流量"，结合经典光学的观
点："光强正比于电磁波电场振幅的平方"，这意味着"光子出现在某处的概率与电场振幅的平方正比"。
他敏锐地意识到薛定谔波函数的模有着类似的作用，(虽然一开始错误地直接把模当作概率)，后很快地
得出了正确的结论,即电子处于某个状态 的概率密度为：

而这要求一个归一化条件：
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根据这个诠释，有一个认识：波函数 是不可观测量，而 则代表的概率幅，所以给它乘上一个相位

不会改变观测结果。值得注意的是，这个积分可以被看做一种"内积"，于是波函数必须在一个总存在
内积的函数空间上。

3.2解释物质波的相干叠加
以电子双缝干涉为例子，按照电子一个一个地通过，其本来不会发生干涉。然而从哪个缝穿过本身是不

确定的，所以穿过的电子是两种态的"叠加"，其波函数的形式是如何的？
首先，薛定谔方程是线性的，如果有两个解 ，其线性组合 也会满足原方程。猜

测叠加波函数的形式类似：

根据波恩的诠释，可以考虑其概率密度来分析叠加效果：

后两项是共轭的，得到一个实数，其中蕴含着相位差，也就是影响干涉屏上亮暗纹分布的因子。而这能

够很好地解释电子双缝干涉的现象。

同时我们可以得到一个认识，那就是波函数的线性组合还是一个波函数，这被称为"态叠加原理。故波函
数在一个对线性组合"封闭"的空间上。同时新的波函数要满足归一化条件：

如果波函数相互正交，即 ，那么一定有 。

同时存在"内积"和"线性相加封闭"的函数空间，也就是形式理论中提到的希尔伯特空间 。

4.薛定谔方程的应用

4.1算符形式的薛定谔方程：

定义哈密尔顿算符： ，作用后得到能量。

一维位置算符: , 这个很直观作用后得到一个位置。

一维动量算符： ，其平方 (这里其实有讨论空间，但暂时搁置)。
能量算符： ，作用后也会得到能量。

可以简单地重写薛定谔方程：

4.2定态薛定谔方程：
薛定谔在一开始提出方程的时候就是不含时的，在解释很多现象时都用的是定态方程。当势场仅与位置

相关，与时间无关时，此时：
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左边算符对时间求微分，右边算符仅跟位置有关。此时可以考虑将变量分离 。将其带回

到方程中：

分离变量：

这是一个常数，因为其既与空间无关，也与时间无关。观察到 被一个能量算子作用，可以知道 ,
那么可以得到两个方程：

可以解出时间项 。后一个方程是不含时的定态方程，应用丰富。

4.3无限深一维方势阱：
理想情况下，一维无限深势力阱体系的势能函数：

解：

考虑 定态薛定谔方程：

这是一个二阶线性微分方程，解得： ,可以得
到通解 。

注意，由于粒子无法跨越无限深的势场边界，在 处，波函数必取零。由波函数连续性，带

入边值条件：
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于是得到能量分布:

最后归一化波函数：

得到： 。以及 能量态时位置波函数的形式： 。乘上时间

项的单位解 即可得到波函数 。注意这里把 的符号交给时间项那边去了。

我们反思一下，这里的波函数 的含义是：确定能量状态后位置的波函数。如果用形式理论的话来

说就是：某个能量本征态在位置基矢的展开。即：

由此我们可以计算出能量定态下的位置、动量以及能量的期望值：

非常好的是，位置和动量都与能量定态的选取无关。实际上对于非简并(就是本征值与本征态一一对应
的)定态，动量期望都为 ；而对于对称势阱来说，位置期望会在其空间的中间。

4.4一维有限方势阱：
考虑一个理想的有限深对称方势阱。

解：写出定态薛定谔方程：

从第一个方程我们解得：
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同理我们从第二个等式可以算得(注意波函数得上界限制)：

利用 在 处得连续性，带入进行计算，可以求出系数得关系以及本征值 。其中有

。再代入归一化分别求解。当两项相等：

这是一个偶函数，我们认为整体也是偶函数，令 ,由于 与 有关系，加上归一化的方程可以求

出波函数。其相反的 时则是奇函数,则相应地令 ：

这里值得注意的是，在经典体系中，如果能量不够，势垒是不可越过的。但在求解的过程中发现:即使能
量低于势能，波函数在有限势垒的空间中不为零,这意味着粒子有概率分布到那些空间中：

这就是所谓的"量子隧道效应"。
另外，如果势能不是对称分布的，那么波函数的形式不会变，依然是分为三段进行讨论，只是系数的求

解变得更加复杂了。这导致位置的期望并不能直接取中点 ,但有一点可以确定的是不简并的定态的动量
的期望总是为 ，能量的期望也由于采用能量定态可以在系数求解中获得。(出得好难，不会做❌)

4.5方势垒的反射与穿透：
考虑一个势垒挡在中间：

我们仅考虑能量不足以直接越过势垒的情况来体现现象，列出定态方程：

其形式与上面基本一样，也分为三段：
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求解也是一样，用连续性加上归一化，把系数和能量本征态值出来。而且这里也有"量子隧道效应"，能
量不足以越过势垒的粒子也有一定概率能够穿越势垒。

更进一步地，定义了反射系数 和透射系数 。其意义是直观的： 向后传播的"强

度"比上向前发出的"强度"; 穿过势垒继续向前传播的"强度"比上向前发出的"强度"。而且很符合直觉
的： 。

如果能量高于势垒，方程的结构不会改变。同样地，粒子也会有一定概率停留在势垒的左边，即使它的

能量足以越过势垒。

*4.6一维谐振子:

考虑到简谐振子经典方程具有 ,其势能容易写出：

再加上能量本征值 ,将其带入到定态薛定谔方程中：

这个波函数形式比较复杂，但谐振子能量的形式很特别,值得记住：

即使取 ,谐振子也具有能量，这个能量被称为零点能 。量子场论的后来者说这是由

于"真空的波动"，其实这正反映着这个发现对后来量子微扰论的推动。

*4.7氢原子
考虑库伦势：

可以写出定态薛定谔方程：

这个偏微分方程的求解完全超出要求。实际上也完全超出了薛定谔一开始的数学能力。他想到对 做

变量分离(令 )，将 算子变为球坐标的形式。但他最后没有求出来波函数在变
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量 上的解的形式，在后来有了希尔伯特和柯朗的教科书的帮助才求出。

但这完全足够算出能量本征值了：

这跟玻尔的理论达成了一致。同时薛定谔的发现影响深远。

比如揭示了简并度，主量子数 由角量子数 和磁量子数 约束 ,有范围：

也就是说一个 可以对应多组 。而能量的取值与 直接相关。

总简并度(一个能量本征态对应的不同量子态)可以这样计算，即对于一个角量子定态
对应z轴上的离散投影有范围 ,即有着 个简并

态。

同时也启迪了电子云的原子结构，因为其概率密度的特性：

其中 是一个归一化系数，而 是一个关联勒让德多项式,其来自勒让德多项式:

而勒让德多项式 是一个特殊的二阶线性微分方程的解：

而其出现在这里的原因是求解球对称的库伦势导出的薛定谔定态方程中的角变量部分会变化得到勒让德

方程。

有了概率分布于是我们得到了电子云图。而其他部分的讨论暂时略去了。
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测量与算符

测量和算符是量子力学中不可分割的两个核心概念，我决定把这两个概念联系在一起讲述。

测量

量子力学中，测量是指用服从经典规律的仪器对服从量子规律的量子客体的某个力学量进行一次

观测。

算符

算符(operator) 是量子力学中的一种操作，从物理意义上讲，算符和测量相对应；从数学上讲，
它的性质与矩阵比较相似（但是不一定是矩阵）。通俗理解，算符是可以对所作用的部分进行某

种操作的东西。算符有线性可加性，可逆性。（书上有，不抄了）

最重要的是，某些情况下，算符有不可对易性 [Â, B̂] ≠ 0（这是量子力学的核心概念，因为从物

理上看，两个算符不可对易，意味着这两个力学量不可以同时测准，如果两个算符可对易，那么

这两个力学量可以同时测准）。

厄米算符。 厄米算符是满足特殊性质的一系列算符。厄米算符的数学定义是，对于任意波函数
Ψ(r), Φ(r)，算符Â是厄米的，等价于：

∫ Ψ∗(r)[ÂΦ(r)]dτ = ∫ [ÂΨ(r)]∗Φ(r)dτ

或者用狄拉克符号（可以看后面的内容了解）可以写成：

⟨Ψ|Â|Φ⟩ = ⟨ÂΨ|Φ⟩

物理实验中能观测的力学量，所对应的算符都是厄米算符。由于每一种经过测量而得到的物理量

都是实值的，所以，可观察量 Ô 的期望值 ⟨Ô⟩ 必须是实值：

⟨Ô⟩ = ⟨Ô⟩∗

对于任意量子态 |ψ⟩，上述关系都成立，期望值用狄拉克符号表示为：

⟨ψ|Ô|ψ⟩ = ⟨ψ|Ô|ψ⟩∗

根据伴随算符（厄米共轭）的定义，假设 Ô† 是 的伴随算符，则内积的复共轭定义为：

⟨ψ|Ô|ψ⟩∗ = ⟨ψ|Ô†|ψ⟩



将伴随算符的定义代入期望值实值条件中：

⟨ψ|Ô|ψ⟩ = ⟨ψ|Ô†|ψ⟩

重排上式得：

⟨ψ|(Ô − Ô†)|ψ⟩ = 0

由于该关系对于任意量子态 |ψ⟩ 都必须成立，我们得出算符本身的等式：

Ô = Ô†

因此，厄米算符对应的矩阵是厄米矩阵。即矩阵 A 必须等于其共轭转置（Conjugate
Transpose，记为 A†）的矩阵：

A = A†

测量的定性分析

量子力学的一个基本假定是，测量某一力学量 Ô 时, 所有可能用经典仪器读出的值，都是相应的
厄米算符 Ô 的本征值。在进行一个确定的测量之前, 该体系的波函数 Ψ 是算符 Ô 的所有本征函
数 {ψn} 的一个线性组合，即

Ψ = ∑

n

Cnψn

并且有 Ôψn = λnψn. 在做测量时，人们总是读出力学量 Ô 的一个确定的本征值 λm. 在此测量之
后, 其它测量之前，体系的波函数变到并且保持为 ψm. 形象地讲，测量力学量 Ô 使得体系的波函
数 Ψ 塌缩到某一个确定的本征函数 ψm 去了。而相应的展开系数 Cm 的绝对值的平方 |Cm|2 被解
释作 ψm 出现在 Ψ 的几率。值得强调的是，根据上述理论，在波函数塌缩发生以后，再次对于体
系重复力学量 Ô 的测量，将只会得到读数 λm 了。

测量的定量计算

使用某个经典仪器，对量子客体的某个力学量进行一次测量，数学上就是将这个力学量的算符作

用于量子客体的波函数上。 常见算符如下：

算符名称 坐标表象下的算符 动量表象下的算符

坐标算符 X̂ x
iℏ ∂

∂p

动量算符（i方向分量）p̂i −iℏ ∂
∂xi

px

动量算符（矢量）p̂ −iℏ∇ p

动能算符 T̂ − ℏ2

2m
∂ 2

∂x2
p2

2m

哈密顿量算符 Ĥ − ℏ2

2m
∂ 2

∂x2 + V (x) p2

2m
+ V (iℏ ∂

∂p
)



定量计算之前，我们必须得到本征函数。本征函数系可以通过解薛定谔方程得到（这部分内容在

“量子力学的波动理论”中讲述），每个本征值对应着一个或几个本征函数（若不是只有一个本征函
数，则称这种本征态是简并的）。本征函数满足正交性和简并性。

下面这部分内容涉及狄拉克记号且不好避免，可以先看后面关于狄拉克记号的讲解。

正交性：

⟨ψn|ψm⟩ = δmn

上式中的 δmn 是克罗内克(Kronecker)记号，当且仅当 m = n 时 δmn = 1 ，其他情况下均为0.

完备性（这个式子书上写错了，请注意右边应该是一个单位算符）：

N

∑

n=1

|ψn⟩⟨ψn| = Î

这个性质没有那么显然，但是也是很好证明的。读者可以自行证明。

下面我们假设已知波函数、本征函数和力学算符，要对该力学量进行测量。

首先，已知波函数和本征函数，将波函数在本征函数上展开，可以得到展开系数：

Cn(t) = (ψn(x), Ψ(x, t)) = ∫

∞

−∞
ψ∗
n(x)Ψ(x, t)dx

根据展开系数，测量得到本征值 λn 的概率 Pn 为：

Pn = |Cn(t)|2 = ∫

∞

−∞
ψ∗
n(x)Ψ(x, t)dx

2

本征值 λn 就是本征波函数的测量值：

λn = (ψn(x, t), Âψn(x, t))∫
∞

−∞
ψ∗
n(x, t)(Âψn(x, t))dx

测量某力学量的期望是：

⟨Â⟩ = (Ψ(x, t), ÂΨ(x, t)) = ∫

∞

−∞
Ψ∗(x, t)(ÂΨ(x, t))dx

从离散谱到连续谱

上面讨论的内容都是离散谱（即本征态是离散的，由量子数控制；典型的例子是Bohr氢原子能
谱，一维谐振子，无穷深势阱中的束缚粒子等等），而在一些情况下，测量的结果是连续的（比

如自由粒子），对于连续谱的情形，我们只需要把求和改为积分即可。

量子态仍然是不同本征态的线性组合：

φ = ∫ cλφλdλ∣ ∣



本征函数之间满足：

∫ φ∗
λ(r)φλ′(r)dτ = δ(λ − λ′)

概率幅的计算公式：

cλ = (φλ,φ) = ∫ φ∗
λφdτ

概率密度必须满足归一化条件：

∫ |cλ|2dλ = 1

这些内容和离散的情况都可以一一对应，不言而喻。

表象

量子力学中，一个量子态 ψ 处于一个抽象的希尔伯特空间中，我们需要找到一组基底来描述这个
量子态，正如我们在线性代数中找到一组基底来描述一个矢量一样。表象（Representation）即
是描述量子态和力学量（算符）所选取的”特定坐标系“。不同的表象对应于选择不同的可观测量
的本征态作为基底。

狄拉克记号

用狄拉克记号表示量子态。 一个量子态在不同表象下的波函数是不一样的，为了得到一个统一的
表示，我们引入狄拉克记号。某量子态可以记作|ψ⟩，这个表达式是不区分表象的。在选定一组基

矢 {|un⟩} 后，抽象的量子态 |Ψ⟩ 可以表示为：

|Ψ⟩ = ∑

n

Cn|un⟩

其中，展开系数 Cn 就是态矢 |Ψ⟩ 在该表象下的分量（或概率幅）。在有限维空间中，这可以看作
一个列向量。

|Ψ⟩ ↔

狄拉克记号和波函数的关系。 狄拉克记号|ψ⟩不区分表象，而波函数是和表象相关的。这两者的

关系如下，如果ψ(x, t) 是坐标表象下的波函数，那么ψ(x, t) = ⟨x|ψ⟩，如果ϕ(p, t) 是动量表象下
的波函数，那么ϕ(p, t) = ⟨p|ψ⟩ .

用狄拉克记号表示内积。 ⟨Φ|Ψ⟩ 代表量子态 |Φ⟩ 和 |Ψ⟩ 之间的重叠程度。在坐标表象中，它对应
于一个积分：

⎛

⎜

⎝

C1

C2

⋮

⎞

⎟

⎠



⟨Φ|Ψ⟩ = ∫ Φ∗(x)Ψ(x)dx

表象变换

我们以坐标表象向动量表象变换为例。根据完备性关系：Î = ∫ |x⟩⟨x|dx，我们把它插入进去，如

下：

Φ(p) = ⟨p|Ψ⟩ = ⟨p|(∫
∞

−∞
|x⟩⟨x|dx)|Ψ⟩ = ∫

∞

−∞
⟨p|x⟩

变换核

⟨x|Ψ⟩

Ψ(x)

dx

变换核 ⟨p|x⟩ 是动量本征态 |p⟩ 在位置表象下的波函数 Ψp(x) 的复共轭（或反过来是位置本征态
|x⟩ 在动量表象下的波函数 Φx(p)）。

由于 ⟨x|p⟩ 是满足动量本征方程 P̂⟨x|p⟩ = p⟨x|p⟩ 的解，即平面波：

⟨x|p⟩ =
1

√2πℏ
eipx/ℏ

因此，变换核 ⟨p|x⟩ 为其复共轭：

⟨p|x⟩ = ⟨x|p⟩∗ =
1

√2πℏ
e−ipx/ℏ

将变换核代入上式，我们得到波函数从 x 表象到 p 表象的变换公式：

Φ(p) =
1

√2πℏ
∫

∞

−∞
e−ipx/ℏΨ(x)dx

由此可见，动量表象的波函数 Φ(p) 是坐标表象的波函数 Ψ(x) 的傅里叶变换。

不确定性关系

量子力学可以严格证明（这个证明不难，读者可以自证），对于两个厄米算符 和 B̂，其对易关系
满足 [Â, B̂] = iĈ，令 ΔÂ = Â − Ā，ΔB̂ = B̂ − B̄，则有

√(ΔÂ)2 ⋅ (ΔB̂)2 ≥
|Ĉ|
2

通常简记为

ΔA ⋅ ΔB ≥
|Ĉ|
2

由于 [x̂, p̂x] = iℏ，代入上式，可以得到准确的位置和动量的不确定关系

Δx ⋅ Δpx ≥ ℏ/2.



––
–

–



练习题

1. 考虑一维无穷深势阱（势阱位于[0, a]），计算粒子的波函数、位置的期望值、动量的期望值、

能量的期望值。

2. 考虑一维势能函数如下：

V (x) =

计算粒子的波函数、位置的期望值、动量的期望值、能量的期望值。

⎧

⎨

⎩

V1 (x < −a/2)
0 (−a/2 ≤ x ≤ a/2)
V2 (x > a/2)

3. 证明以下对易关系（作业）：

[x, px] = [y, py] = [z, pz] = iℏ

4. 定义角动量算符如下：

L̂ = r̂ × p̂

定义在角动量平方算符如下：

L̂2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z

证明角动量算符的对易关系：

[L̂x, L̂y] = iℏL̂z,  [L̂y, L̂z] = iℏL̂x,  [L̂z, L̂x] = iℏL̂y

并证明 L̂2 和 L̂2
x, L̂2

y, L̂2
z 都是对易的。（提示：根据定义展开，利用算符的性质证明。）

5. 证明厄米算符的本征值必为实数。

6. 证明厄米算符属于不同本征值的本征函数必然是正交的。



现代物理与AI:晶体衍射简述

1895年伦琴发现了X射线，这也打开了晶体衍射的新世界。

*0.简述历史

1895年伦琴发现X射线，引发了对其本质的讨论;
1912年马克斯·冯·劳厄和弗里德里希、克尼平将X射线通过硫酸铜晶体，在照相底片上观察到了X射
线的衍射图样(劳厄斑)，证明了X射线是一种波长极短的电磁波，而且晶体内部具有周期排列的结
构，提出了晶体衍射的劳厄理论，但非常复杂抽象;
布拉格父子提出了直观的物理模型解释了X射线在晶体中的衍射现象;
晶体学引入倒易空间和概率、统计方法，逐渐发展成熟;

其中的布拉格定律要求重点记忆。

1.布拉格定律
在应用更加严谨的数学模型之前，布拉格父子提出了直观的唯像理论，即布拉格定律。而建立该理论需

要首先引入“平行晶面反射”的假设，即平行排列的原子组成了一个镜面，而X“光”会在此界面发生镜面反
射。

布拉格定律示意图

不难计算出光程差： ，其中 表示两个平行晶面的间距。

考虑到反射的光线会干涉加强，所以光程差应当是波长的整数倍，得到：

Δs = 2dsin(θ) d

2dsin(θ) = nλ, n ∈ N+



其中 的一级衍射是最常讨论的。这个模型解释了X射线波长与晶体间距之间的线性同级关系，同
时也揭示了发生现象需要小波长 和适合的角度。其简单直观的优点非常显著。布拉格父子也因

此项成就荣膺1915年的诺贝尔物理学奖。

「局限性」: 然而这仅仅揭示了衍射的几何条件，某些情况下，由于晶体内部另外的对称性，会发生
「系统消光」，即对于某些平面衍射峰强度会变为0。下面简单地陈列一些常用结论。其中 参考

下面的密勒指数。

晶格类型 面心立方 体心立方 简单立方

典型例子 Po

消光条件 奇偶混杂 为奇数 不消光

下面做一道去年的例题：X 射线(给了波长 )在镍晶体衍射，两个面分别是(1，1，0)和(2，0，0)，给定
，求 。

尝试解：镍晶体的晶格是面心立方，格子长度为 。这两个面的表示方法可以理解为一个法向量，即

和 两个方程所代表的平行的平面系( )。由此得到二平面系
各自的相邻面的面间距,使用高中知识 ,同理 。由于镍晶体的晶格是面心立

方，考虑消光条件，发现平面 奇偶混杂，发生系统消光，无衍射峰。而将平面 代入布

拉格定律的条件有:

求出所有情况( )即可。

2.基本晶格结构
劳厄的实验和理论揭示了晶体内部周期性排列结构，所以科学家建立了三维的几何晶格理论，指出：晶

体由一些完全相同的单位在三维空间中独立地无限周期排列组成。下面先做一个概念说明：

晶体：单晶体(光滑规则的凸多面体,符合晶面角守恒定律;固定的性质，如熔点;各向异性，如解理
性)和多晶体(没有规则的外形;一定压强下有固定的熔点;总体各向同性);
晶体结构：分为“(布拉伐)晶格”和“基本单元”两部分;
基元(“basis”)：填充晶格的物理单元，举个例子：铜晶体的基元是1 Cu原子，氯化钠晶体则是1

格点(“lattice point”)：晶格中的点，代表该位置上具有相同的基元，一般是基元重心或其中的一个
点。格点的总体叫做 布拉伐(Bravais)晶格，这种晶格的特点是每个点都有着同等的状态，周围情
况是一致的;
晶格(“lattice”)：周期性的几何结构，像一个立体的网络，其重复单位的形状决定了不同的晶系。一
般采用布拉伐的思想，即认为任何一种晶格都对应着14种布拉伐格子(分类如图)。此外根据原子的

n = 1
λ ≤ 2d

(h, k, l)

Al, Cu, Ni, Ag α − Fe, Mo, Cr, W

(h, k, l) (h + k + l)

λ

a = 0.35 sinθ
a 1 ⋅

​ +a
x 1 ⋅ ​ +a

y 0 = n 2 ⋅ ​ +a
x 0 + 0 = n n ∈ Z

d ​ =1 ​ =
​1 +12 2

(n+1−n)⋅a
​

​2
a d ​ =2 ​2

a

(1, 1, 0) (2, 0, 0)

2d ​sin(θ) =2 asin(θ) = kλ

k ∈ N+

×
×Na 、1 ×+ Cl−



种类的数量又可以分为：

i. 简单晶格：只有一种完全相同的原子构成，又分为简单立方晶格，面心立方晶格(
)，体心立方晶格(碱金属);

ii. 复式晶格：晶体由不止一种原子组成，可以认为是各同种原子各自形成的简单晶格(子晶格)通
过平移镶嵌在一起形成的;

14种布拉伐格子示意图

Au, Ag, Cu



原胞(“primtive cell”)：晶体构成的最小的重复单位，选择不唯一，形状一般为对称性较弱的平行六
面体。有一种对称且唯一的选法是取最近邻点的中垂线围成的封闭立体，叫做

原胞;
晶胞(“unit cell”):又称单胞，更加直观，对称性更良，便于理解的重复单位，不一定最小，可能含有
多个原胞，形状依照习惯来确定(参考上图);
晶体的结合：晶体又可以按照结合力不同大致区分。

i. 离子晶体：离子键结合，导电性差，熔点高，硬度高，膨胀系数小，典型例子有 ;
ii. 共价晶体：共价键结合，又称作原子晶体，导电性差、熔点和硬度高,典型例子有

;
iii. 范德华晶体：范德华力结合，又称分子晶体，在低温下稳定，熔点低，典型例子有
iv. 金属键晶体：有着游离的“电子气”，具有较好的导电性，典型例子是各类过渡金属和碱金属;
v. 氢键金属：非金属性强的元素,一般是 等元素,和氢元素组成的化合物,由于分子的极性
强，正负电荷中心不重合，具有饱和性，典型例子有冰晶 ，以及一些铁电体、蛋白质、

DNA。

3*倒易空间简述
3.1实空间和倒易空间的定义：
晶体物理结构具有周期性的好特性，因此电子云密度和离子实的势场也是周期函数。而为了对周期性晶

体中的行为进行更加精确的描述，引入了一个虚拟的数学的空间，称之为“倒易空间”。其主要的思想
是：把周期变化的实空间映射为一系列离散格点(倒格点)。
对于三维正空间晶格，选取原胞平行六面体的一个顶点的三条边作为基矢 ，由原胞的最小

平移周期性，可以用一个离散线性空间来表示其上的格点，即「实空间」 。对

有:

如此一来，很多跟晶体结构有关的函数 ，都是空间上周期的,可以表示为:

而「倒易空间」是满足如下关系的一组基{ }张成的「离散线性空间」
，其张成规则同实空间，而这组基满足条件:

其中的 在 时取 其他时候取零。不难看到 与 、 正交，即存在共线关系

。再代入上式的 可得到：

由此可以解得 ,另外两个基 亦同理，形式如:

Wigner − Seitz

NaCl, MgO

C, Si, Ge, Sn
O ​, N ​2 2

F, O, N
H ​O2

{a ​,a ​,a ​}1 2 3

O = span{a ​,a ​,a ​}1 2 3

∀d ∈ O

d = (a ​,a ​,a ​) ⋅1 1 1 (h, k, l) , h, k, l ∈T Z

ρ(r)

ρ(r + d) = ρ(r), ∀d ∈ O

b ​,b ​,b ​1 2 3 G =
span{b ​,b ​,b ​}1 2 3

b ​ ⋅i a ​ =i 2πδ ​i
j

δ ​ij i = j 1 b ​1 a ​2 a ​3 b ​ =1 λ ​a ​ ×1 2

a ​, (λ ​ ∈3 1 R) i = 1

λ ​(a ​ ×1 2 a ​) ⋅3 a ​ =1 2π

λ ​1 {b ​,b }2 3



回想倒易空间的基，发现者符合所谓“对偶空间”的内涵，所以对倒易空间的第一个认识是一个线性空
间，它与实空间“对偶地”结合成实数 。

3.2「密勒指数」的引入:
为了描述一组平行的格点组成的晶面，取在实空间内该晶面的法向量的坐标，化简为互质的三个整数

就是密勒指数。一种求取方法如下:首先求出晶面在基 的各基向量上的投影得到三

元整数组 ,然后对其取倒数后乘上某个最小公倍数即可得到密勒指数。

容易求出法向量:

考虑到考虑到实空间中晶面在基向量上的投影向量构成一个平行六面体，其有向体积:
,该混合积的取值在下标逆序数不变时不变。观察到：

然后定义一个倒易空间中的向量 ,称之为倒格矢。

3.3倒格矢的性质:
实空间中的一组平行平面，由于法方向一致，其具有同样的密勒指数 ，其相邻两个晶面的距离

也一样，可以看作米勒指数的函数 ,而这些平面都被映射到倒易空间中同一个点，其倒格矢表示为
。而这个倒格矢量具有非常重要的性质:

不难发现 与 共线，故 是实空间对应晶面的法向量;
倒易空间中的格子会形成原胞(由三个基形成的平行六面体，)，其有向体积 与实空间中的原胞有

向体积 的满足关系: 。其求证大致：

i. 设分块矩阵 和 ;
ii. 计算矩阵相乘 ，矩阵元 ,故 ,其中 是单位
矩阵;

iii. 故 ，回想有向体积的计算方法，既证;

b ​ =1 2π ​

a ​ ⋅ (a ​ × a ​)1 2 3

a ​ × a ​2 3

b ​ =2 2π ​

a ​ ⋅ (a ​ × a ​)2 3 1

a ​ × a ​3 1

b ​ =3 2π ​

a ​ ⋅ (a ​ × a ​)3 1 2

a ​ × a ​1 2

2π

(h, k, l) {a ​,a ​,a ​}1 2 3

(l ​, l ​, l ​)1 2 3
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倒格矢的模与晶面间距有关系： ,其证明如下：
i. 首先求出晶面族的方程。取法向量 ,取实空间的向量 ,其中

。由定义，则方程为: 。

ii. 由于 是互素的，容易得到 可以取遍任何整数(可以搜索Bezout定理)。故其相邻的平行
的晶面满足: ;

iii. 然后可以取连接两个相邻平面的垂直的向量 ,其平行于法向量，而其模指示着晶面间距。带入
上面的可得 ，既证;

用最后一个性质带入布拉格定律 ，同时带入波矢 可以得到另一个表达:

波矢 指示波的前进方向，那么参考 中的示意图，考虑 的设置，又可以写作:

3.4倒易空间的物理意义：
回想3.1中提到的周期函数 ，其可以是：格点密度，质量密度，电子云密度，离子实势场。由于其

周期性，以及三维的独立性，在一个原胞内有傅里叶级数展开:( ,其中
连续取值。)

需要求解波矢。考虑周期性 ,故必须有 。不难发现 。

这意味着倒易空间，就是这些周期函数的波矢空间。

3.5布里渊(Brillouin)区:
在倒易点阵中，以某一格点为坐标原点，做所有倒格矢的垂直平分面，倒易空间被这些平面分成许多包

围原点的多面体区域，这些区域称作布里渊区，其中最靠近原点的平面所围成的区域称作「第一布里渊

区」，第一布里渊区界面与次远垂直平分面所围成的区域称作「第二布里渊」，依次类推得到第 布里渊

区。其中的第一布里渊区，就是在倒易空间上的 原胞。考虑中垂线的性质，布里渊区

的边界满足方程:
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平面方格第一、二、三布里渊区图示

通过观察，感觉各个布里渊区的体积都是一样的，这个感觉是对的。 在后续的能带理论、晶格振动理论
中，布里渊区扮演着重要的角色。



金属电子论

一、总述：

金属电子论的核心问题是：

金属中电子是如何运动的？这种运动如何导致导电、导热等宏观性质？

围绕这个问题，人们提出了三类理论：

二、经典自由电子理论（特鲁德模型）

1. 基本思想

金属中的价电子可以在整个金属内部自由运动 ，就像理想气体中的分子一样：

2. 相关定义

3. 五个基本假设

经典自由电子理论（特鲁德模型）

量子自由电子理论（索末菲模型）

能带理论（考虑晶格周期势）

电子之间的相互作用忽略不计

电子与原子实之间，只有在碰撞瞬间才发生作用

平衡状态下，电子速度服从 麦克斯韦–玻尔兹曼分布

原子实：原子核 + 内层电子
价电子：最外层电子，参与导电

金属密度为 ρ，原子量为 M
每个原子提供 z 个传导电子
电子气浓度远大于普通气体（约为理想气体的 1000 倍）
电子经典半径 r

（1）独立电子假设：忽略电子–电子之间的相互作用。
（2）自由电子假设：除碰撞瞬间外，忽略电子与原子实之间的相互作用 。
（3）碰撞假设：

忽略电子之间的碰撞

电子只与原子实碰撞

碰撞前后的速度毫无关联

碰撞后电子的速度只由温度决定



4. 电导率

电导率表达式 ：

σ =
ne2τ

m

各参数的含义为：

5. 结论

三、量子自由电子理论（索末菲模型）

1. 模型假设

（4）弛豫时间近似：
两次相邻碰撞之间，电子作自由飞行

定义平均自由时间（弛豫时间）τ

在时间间隔 Δt 内，一个电子的平均碰撞次数为 Δt/τ

（5）隐含假设：
使用经典力学

系统处于平衡态

电子服从麦克斯韦–玻尔兹曼统计

n：电子气浓度（单位体积内的导电电子数）。其计算公式为 n = ρ
M NAZ 。

e：电子电荷量 。
τ（弛豫时间）：两次碰撞之间的平均自由时间（平均自由路程与热运动平均速度之比）。

m：电子质量 。

成功之处：

首次从微观角度解释电导

在形式上推导出欧姆定律

严重缺陷 ：
理论计算的电导率与实验严重不符:

经典理论推导出的电导率 σ 与温度的关系为 σ ∝ T −1/2

实验事实：在室温附近，金属的电导率实际与温度成反比，即 σ ∝ T −1

代入经典热速度 vth 计算，电子的平均自由程 l 仅为几个原子间距。而在纯净金属中
（尤其是低温下），电子的平均自由程可以达到几百甚至上千个原子距离

完全忽略电子的波动性

认为所有电子都参与导电、导热，实际上电子对金属比热的贡献只有经典理论预测值

的 1% 左右

电子遵循量子力学规律



2. 能量与 k 空间描述

由薛定谔方程可得电子能量：

E =
ℏ2k2

2m

为了更直观地理解电子的分布，我们需要在两个空间中进行描述：

4.结论

（1）电子热容量：

（2）Pauli 顺磁性：只有费米能级附近厚度约为 kBT  的一小层电子参与顺磁响应。

（3）霍尔效应：可以自然解释电子作为载流子的霍尔效应，并给出合理的计算方法。

（4）导电机制的两种观点 ：

电子在有限深方势阱中运动

忽略电子–电子相互作用
电子服从费米–狄拉克统计
满足泡利不相容原理

电子在平均势场中独立运动（考虑散射但不具体建模）

k 为电子波矢
每一个 k 对应一个量子态

在 k 空间（波矢空间/倒空间/状态空间）：
分布特点：态的分布是均匀的，其密度只与金属的体积有关 。
形状：能量从最低到最高排布，等能面是球面；电子占据的最高能量边界称为费米

面，在 k 空间中是一个球形。

在能量空间（能态密度描述）：

分布特点：由于能量 E 与 k2 成正比，将 k 空间的均匀分布转换到能量轴上时，分布
不再均匀。

形状：三维自由电子气下能态密度 g(E)随能量呈抛物线分布，即满足 n(E) = cE 1/2

；注意能态密度不是均匀分布的 ；能量越高，能态密度越大 （g(E)具体公式不作为

考试要求）

只有费米能级附近厚度约为 kBT  的一小层电子才能被热激发、参与导热。
这不仅解释了电子热容远小于经典值，还完美解释了比热与温度 T  （Cv ∝ T）的实验规

律。

观点一：所有电子都参与导电，但漂移速度很小。

观点二（本模型）：只有费米面附近的一小部分电子参与导电，但电子本身具有很高的速

度（费米速度）



局限性：

由于它忽略了晶格周期势，仍存在以下无法克服的缺陷：

5. 自由电子模型总结

因此必须引入晶格周期势

四、能带理论

固体物理核心的内容，说明了导体和非导体的区别。

1. 模型假设

无法解释正值的霍尔效应：

某些金属的霍尔效应系数为正值，这暗示载流子是带正电的“空穴” 。
该理论由于将电子看作在恒定势场中运动，只能承认电子（负电荷）作为载流子，无

法解释空穴的存在 。
价电子数与导电性的矛盾：

理论上，原子的价电子越多（如钙 Ca 有 2 个，钠 Na 只有 1 个），自由电子浓度 n
越高，导电性应越强 。
实际情况：并非价电子越多导电性就越强，说明电子运动受到晶格结构的强烈制约

。

无法区分物态：无法从本质上解释为什么自然界存在导体、半导体和绝缘体之间的巨大差

异 。

优点 ：
模型简单

成功解释：

电子热容量

Pauli 顺磁性
维德曼–夫兰兹定律（热导与电导）
热电子发射

接触电势

缺点 ：
不同金属的差异仅归结为电子密度 n 和功函数 W
完全忽略电子–晶格相互作用
无法解释大量实验现象

单电子近似:每个电子在一个等效周期势场中运动
原子实处在平衡位置，原子热振动视为微扰

电子不在束缚于个别原子，而是在整个固体内运动——共有化电子
理想晶体：晶格具有周期性，等效势场也具有周期性。



2. Kronig–Penney 模型

将周期势简化为一维周期性方势阱：

如上图，图中有取值的E为能带，相邻能带之间的趋于称为禁带。晶体中电子的能量只能取能
带中的数值。

内层电子的能带较窄，外层电子的能带较宽。晶体的点阵常数a越小，能带的宽度就越大，有
可能重叠。排满电子的能带称为满带，未排电子的称为空带。

拓展：

能带断开的物理本质（布拉格反射）：

电子具有波动性，当电子波的波矢 k 达到晶格常数的倒数相关值（即第一、第二布里渊区边
界，如 ±π/a）时 ，电子波会遇到周期性势场的反射，形成驻波 。 这种反射导致能量在这些
特定点发生突变或断开，从而形成了能隙（禁带）。

形象理解：电子像被分成了一个个Block，只能在自己的能带内运动。

极其细微的能级间距：

“跳跃式”运动：

能带内部并非真的连续，而是由海量能级组成的 。
能级间的能量差极小，约为 10−23 eV 。
对比：离子键能量约 5 eV，范德华力约 0.1 eV 。



3. 能带中电子的排布

遵循两条原则：泡利不相容原理与能量最低原理 。

导体，半导体，绝缘体区别：

本征半导体： 外电场作用下，导带中的电子和满带中的空穴都参与导电

掺杂半导体：通过掺入部分杂质，提高半导体的导电能力，改变导电机构。

N 型半导体： 在硅半导体中掺入少量五价元素

P 型半导体：在硅半导体中掺入少量三价元素

4. 尺寸效应与结构影响（补充了解）

虽然电子看起来在带内自由运动，但本质上是极高频率的能级跳跃式运动。

在宏观固体中，由于能级极多，这种跳跃感不明显，表现为连续运动。

孤立原子：一个能级最多容纳 2(2l + 1) 个电子 。
晶体中：一个能级分裂成 N  个能级 → 能带，能带最多容纳 2N(2l + 1) 个电子。

导体的共有化电子很容易从低能级跃迁到高能级上；

绝缘体禁带太宽，很难跃迁；

半导体，满带和空带之间也是禁带，但禁带很窄，所以可能跃迁。

1. 尺寸效应（薄膜与微线）

块体材料：电子数量巨大，能级极多，表现为连续的自由运动 。
纳米尺度（薄膜/微线）：当材料变薄或变细时，内部能级数减少 。
现象：此时能级跳跃的量子化特征会变得明显，不再能简单看作连续运动 。

2. 晶格常数的影响

基本趋势：能带的性质与原子间的距离（晶格常数 a）密切相关 。

规律：

晶格常数 a 越小：原子靠得越近，波函数重叠越多，能带越容易展开、重叠，宽度增
大 。
晶格常数 a 越大：原子间距远，能带越窄，甚至退化为孤立原子的能级 。



晶格振动

晶格中的原子并不是静止不动的，恰恰相反，它们都围绕平衡位置在进行振动。这种振动被称为晶格振

动，对于晶格振动的研究与材料的热学性质、电学性质等有着密切的联系。

振动模型

在这里我们考虑最简单的一维单原子链模型：假设有一维晶格，每个晶格点上有一个质量为  的原
子，原子间距为 ，每个原子偏离平衡位置的位移用 来表示。将原子之间的相互作用简化为弹簧模

型，弹簧的劲度系数为 ，并且只考虑相邻原子间的相互作用。

如图所示，可以列出 处的力学方程

解这个方程可以得到

在描述晶格振动时，习惯使用 代替 ，并且 ，因此可以得到我们教的振动方程的形式

将这个方程带回到力学方程中去可以很容易的得到频率与格矢之间的关系，也是这个问题下里最重要的

结果：色散方程

对于 （其中n为整数），可以发现 ， ，因此我们只需要考

虑 在第一布里渊区内的情况，即 。

再考虑振动的边界条件，以上的推导事实上考虑的是一个无限长的一维单原子链，但实际的晶体是有限

的，因此需要对振动进行边界条件的限制。波恩-卡曼提出了周期性边界条件，假设晶体的长度为

m
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，则必须有

带回运动方程可以得到

可以看到， 的取值是离散的，总共有 个允许的振动模式。

对于双原子链更加复杂的情况，最终得到的公式是比较复杂的，大家可自己去查ppt。这里重点强调声
学支与光学支的概念。对于声学支而言 时， ，此时两种原子是同相振动的；对于光学支而

言 时， ，此时两种原子是反相振动的。

声子

根据前面的推理，我们可以得到 的取值是离散的，那么 的取值自然也是离散的，由此我们可以自然

地发现晶格振动中能量量子化的特点。

这里简要介绍声子的概念。声子是晶格振动的能量量子，描述了原子的集体振动模式，一种格波（一种

振动模式）就是一个声子。

声子的能量为 ，准动量为 ，当对应振动处于 本征态时，称为有 个声子

声子并不是是实物粒子，而是抽象出的一种准粒子。声子是一种玻色子。
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x ​ =n+N x ​n
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Na

2π
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​
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N

q N

q → 0 ω → 0
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热容模型

定容热容 CV  定义为内能 U  对温度 T  的偏导数：

CV = (

∂U

∂T
)

V

1. 杜隆-珀蒂定律（经典极限）

2. 爱因斯坦模型（量子化修正）

物理假设：基于经典统计力学及能量均分定理。假设晶体由 N  个独立的、做三维简谐振
动的原子构成。

1. 每个振动模的平均能量为 kBT（动能 kBT/2 + 势能 kBT/2）。

2. 总自由度为 3N。

结论：

CV = 3NkB = 3R (摩尔热容)

适用范围：仅适用于高温区（T ≫ ΘD）。

局限性：无法解释低温下热容随温度降低而趋于零的实验事实。

物理假设：引入量子化概念，视晶格为独立的量子谐振子集合。

核心假设：

1. 晶体中 N  个原子对应 3N  个独立的线性谐振子。
2. 所有谐振子以单一频率 ωE 振动（光学支近似）。

平均能量：基于普朗克分布（推导略去，在波矢空间积分），单个振子的平均能量为：

⟨ϵ⟩ =
ℏωE

eℏωE/kBT − 1

- 热容公式：

CV = 3NkB(
ΘE

T
)

2
eΘE/T

(eΘE/T − 1)2

其中，爱因斯坦温度 ΘE ≡ ℏωE/kB。

极限行为：

高温极限 (T ≫ ΘE)：展开指数项，回归杜隆-珀蒂定律 CV ≈ 3NkB。

低温极限 (T ≪ ΘE)：

CV ∝ (

ΘE

T
)

2

e−ΘE/T

表现为指数衰减。



3. 德拜模型（弹性波近似）

4. 金属中的电子热容 (Electronic Heat Capacity)

5. 总结

局限性：低温下实验观测到的热容按 T 3 规律衰减，而非指数衰减。这是由于模型忽略了
低频长波声子（声学支）的贡献。

物理图景：将晶格振动视为连续介质中的弹性波，考虑频率谱分布。

核心假设：

1. 晶格振动对应于声子气。
2. 频率谱密度 g(ω) 与 ω2 成正比（低频近似）：g(ω) ∝ ω2

。

3. 存在截止频率（德拜频率 ωD），使得总模数等于 3N：

∫

ωD

0
g(ω)dω = 3N

- 热容公式：

CV = 9NkB(
T

ΘD
)

3

∫

ΘD/T

0

x4ex

(ex − 1)2
dx

其中，德拜温度 ΘD ≡ ℏωD/kB，x = ℏω/kBT。这个积分很不好做，我们考察一些极

限情况得到近似解。

极限行为：

高温极限 (T ≫ ΘD)：积分上限趋于 0，被积函数展开，结果趋于 3NkB（符合杜隆-
珀蒂定律）。

低温极限 (T ≪ ΘD)：德拜 T 3 律

CV ≈
12π4

5
NkB(

T

ΘD
)

3

即 CV ∝ T 3
。

成功之处：准确描述了绝缘体低温下的热容行为。

物理图景：自由电子气模型。受泡利不相容原理限制，只有费米面附近的电子参与热激

发。

低温行为：

Cel = γT

其中 γ 为索末菲常数，正比于费米面处的态密度 g(EF )。

金属总热容 (低温)：

Ctotal = Cel + Clattice = γT + AT 3

- 在极低温下（T → 0），线性项 γT  主导；随着温度升高，T 3 项逐渐主导。



模型 核心假设 (态密
度)

高温行为 
(T≫Θ)

低温行为 
(T≪Θ)

适用性评价

杜隆-珀
蒂

经典均分定理 3NkB 3NkB (常数) 仅高温有效，低温完全失效

爱因斯

坦

单一频率 
δ(ω − ωE)

3NkB ∝ e−ΘE/T  (指数
衰减)

解释了CV随T下降而降低，

但低温趋势不符

德拜 连续谱 
g(ω) ∝ ω2

3NkB ∝ T 3 (幂律衰
减)

最好地描述了晶格热容

注意：

态密度 g(ω) 的区别是爱因斯坦模型与德拜模型的根本差异。
注意区分 声学支 (德拜模型主要处理对象) 与 光学支 (爱因斯坦模型近似对象)。

金属低温热容实验常通过绘制 C/T  对 T 2 的图线来分离电子项 (γ) 和晶格项 (A)：

C

T
= γ + AT 2

截距为 γ，斜率为 A。


