
现代物理与人工智能-II（第一部分）

韩子慕，王浩朴

1 序言

本复习资料针对《现代物理与人工智能》课程，主要内容忠实于授课
PPT，并对 PPT 上难以理解（或有省略）的部分进行了补充说明。能给出
例题和示例的部分，我们准备了一些练习题供大家参考。2025 年考过的题
目均以脚注的形式标明。
本复习资料由韩子慕和王浩朴编写。其中热力学与人工智能、统计物理

与人工智能、物理仿真内容由韩子慕编写，量子力学与人工智能、混沌与分
形部分由王浩朴编写。如有问题请联系对应编者。

2 从热力学熵到信息熵

2.1 热力学熵

熵（Entropy, S）是贯穿热力学与统计力学的核心概念，用于衡量系统
的无序程度或信息丢失程度。熵的增大意味着系统从相对有序（低熵）的状
态演变为更加混乱、更加无序（高熵）的状态。
在对卡诺定理及热力学第二定律的研究中，克劳修斯推出了克劳修斯不

等式。对于可逆循环，总吸热 Q1、总放热 Q2 与热源温度 T1、T2（T1 > T2）
满足

Q1

T1

=
Q2

T2

.

由于 Q1、T1 以及 Q2、T2 分别对应循环的两个等温过程，而在绝热过
程中 Q = 0，故对整个循环过程有∮

δQ

T
= 0.

1



2 从热力学熵到信息熵 2

对于不可逆循环，对循环过程进行微分并与相同热源下的可逆循环比
较，利用卡诺定理可得 ∮

δQ

T
< 0.

综合上述结果，对于一切在给定热源下的工作循环，系统流入的热量与
热源温度满足克劳修斯不等式 ∮

δQ

T
≤ 0,

其中等号当且仅当工作循环为可逆循环时成立。
对于可逆循环过程，由

∮
δQ
T

= 0 可知，循环中某一过程 L（始、末状
态分别为 a、b）的积分 ∫

L

δQ

T

之值仅取决于始末状态 a 与 b，而与具体路径无关。这意味着存在一个状态
函数，其微分等于 δQ

T
。克劳修斯于 1865 年将这一状态函数正式命名为熵，

记作 S，即

dS =
δQrev

T
.

此处下标 rev 强调该定义适用于可逆过程。

2.2 信息熵

香农将热力学中的熵概念引入信息论，提出了信息熵的概念，因而信息
熵又被称为香农熵。
设离散随机变量 X 的可能取值为 x1, x2, . . . , xn，对应的概率分别为

p1, p2, . . . , pn，满足
∑n

i=1 pi = 1 且 pi ≤ 1。信息熵 H(X) 定义为

H(X) = −
n∑

i=1

p(xi) logb p(xi).

其中 b 为对数的底：当 b = 2 时，熵的单位为比特（bit）；当 b = e 时，
单位为奈特（nat）；当 b = 10 时，单位为哈特（Hart）。

信息熵用于衡量随机信源平均所包含的信息量，或等价地，衡量该信源
的不确定性程度。
设有系统 S 内存在多个事件 E = {E1, . . . , En}，每个事件的概率分布

为 P = {p1, . . . , pn}，则每个事件本身的自信息为

Ii = − log2 pi.
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例如，英语有 26 个字母，若每个字母出现次数平均，则每个字母的自
信息量为 − log2

1
26
≈ 4.7；常用汉字有 2500 个，若均匀分布，则每个汉字

的自信息量为 − log2
1

2500
≈ 11.3。

3 相对熵——KL 散度

3.1 KL 散度的定义

相对熵又称 KL散度。若对同一随机变量 x存在两个概率分布 P (x)与
Q(x)，可使用 KL 散度衡量这两个分布的差异。通常情况下，P 表示数据
的真实分布，Q 表示数据的理论分布或 P 的近似分布。

对于离散随机变量，概率分布 P 与 Q 的 KL 散度定义为1

DKL(P∥Q) =
n∑

i=1

P (i) ln P (i)
Q(i)

.

对于连续随机变量，KL 散度按积分方式定义为

DKL(P∥Q) =

∫ ∞

−∞
p(x) ln p(x)

q(x)
dx,

其中 p 与 q 分别为分布 P 与 Q 的概率密度函数。
KL 散度的直观含义是：当用分布 Q 来拟合真实分布 P 时，所需要的

额外信息的平均量或编码长度。
KL 散度具有以下两个基本性质：
非负性：

DKL(P∥Q) ≥ 0,

当且仅当 P 与 Q 完全相同时（即对所有 i，P (i) = Q(i)），KL 散度为零。
这表明用一个分布近似自身不会产生任何信息损失。
不对称性：

DKL(P∥Q) ̸= DKL(Q∥P ).

因此 KL 散度不是真正意义上的距离度量。

3.2 KL 散度与变分自编码器（VAE）

变分自编码器是生成模型的重要类型，KL散度在其中发挥了关键作用。
变分自编码器由编码器、隐空间与解码器三个核心部分组成。

1一定要注意 KL 散度对于两个分布并不是对称的。
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图 1: VAE 模型

编码器的输入为原始数据集合 X = {xi}Ni=1，其中每个数据点 xi 相互
独立。解码器的输出为生成的数据集合 X ′ = {x′i}Ni=1。通过编码器的学习，
将高维输入数据映射到更为紧凑且具有潜在结构的低维空间，编码得到的
隐变量 Z 在生成网络中被解码，从而能够生成具有相似特征的新数据。
变分自编码器假设隐变量 Z 所在空间具有简单的先验分布 P (z)（最常

见的是标准正态分布 N (0, I)）。编码器负责隐变量 Z 后验分布的近似推断，
解码器负责生成变量。由于编码器编码得到的隐变量 Z 无法直接观测，从
而无法直接进行变分推断生成新数据；因此变分自编码器引入已知的后验
分布 q(z|x)，用以替代无法观测到的真实后验分布 P (z|x)。这一已知分布
q(z|x) 充当编码器部分，而条件分布 P (x′|z) 则充当解码器部分。

根据贝叶斯公式，P (x|z) 与 P (z|x) 之间存在如下约束关系：

P (z|x) = P (x|z)P (z)
P (x)

.

其中各符号含义为：P (x) 为事件 x 的先验概率；P (z) 为事件 z 的先
验概率；P (x|z) 为 z 发生条件下 x 的概率；P (z|x) 为 z 的后验概率。

设编码器输出的分布为 Q(z|x)，为使 Q(z|x) 与真实后验 P (z|x) 尽可
能相似，可使用 KL 散度进行衡量。通过对参数的不断优化，最小化 KL 散
度，使两个分布尽可能接近：

arg min
ϕ
DKL

(
Q(z|x)∥P (z|x)

)
.

然而，在高维空间中，尤其是在 z 的维度较高时，数值积分的计算成本
呈指数级增长，直接计算和采样 P (z|x) 在实践中几乎不可行。

因此，通过数学变换，将问题转化为优化证据下界（ELBO）。从数据
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对数似然 logP (x) 出发，推导证据下界：

logP (x) = log
∫
P (x, z) dz

= log
∫
Q(z|x)P (x, z)

Q(z|x)
dz

≥
∫
Q(z|x) log P (x, z)

Q(z|x)
dz （由 Jensen 不等式）

=

∫
Q(z|x) logP (x|z) dz −

∫
Q(z|x) log Q(z|x)

P (z)
dz

= EQ(z|x)[logP (x|z)]−DKL
(
Q(z|x)∥P (z)

)
.

此下界被称为证据下界（Evidence Lower Bound, ELBO），记为

ELBO = Ez∼Q(z|x)[logP (x|z)]−DKL
(
Q(z|x)∥P (z)

)
.

一个好的生成模型应能准确捕捉数据的真实分布，给观测到的数据分
配高概率（最大化 logP (x)）。因此，变分自编码器的实际优化目标是最大
化 ELBO，等价于最小化负 ELBO，最终损失函数为

LVAE = −Ez∼Q(z|x)[logP (x|z)] +DKL
(
Q(z|x)∥P (z)

)
.

4 交叉熵与交叉熵损失函数

4.1 交叉熵的定义

交叉熵直观地表示用分布 Q 描述真实分布 P 所需的信息量，其值越大
表明两者差异越显著。
从 KL 散度的公式出发进行展开：

DKL(P∥Q) =
∑
i

P (i) log P (i)
Q(i)

=
∑
i

P (i)
(
logP (i)− logQ(i)

)
=
∑
i

P (i) logP (i)−
∑
i

P (i) logQ(i)

= −
(
−
∑
i

P (i) logP (i)
)
−
∑
i

P (i) logQ(i).



4 交叉熵与交叉熵损失函数 6

根据信息熵的定义，H(P ) = −
∑

i P (i) logP (i) 即为真实分布 P 的信
息熵。而后面一项 −

∑
i P (i) logQ(i) 即为交叉熵。

对于离散概率分布 P（通常代表真实分布）与 Q（通常代表模型预测的
分布），交叉熵 H(P,Q) 定义为

H(P,Q) = −
∑
i

P (i) logQ(i).

对于连续概率分布，则为

H(P,Q) = −
∫ ∞

−∞
p(x) log q(x) dx.

交叉熵与 KL 散度、信息熵之间存在如下关系：

DKL(P∥Q) = H(P,Q)−H(P ).

4.2 二元交叉熵

对于二分类问题（例如判断邮件是否为垃圾邮件、图片中是否有猫），模
型的输出通常是一个介于 0 和 1 之间的概率值，表示属于正类的概率，而
真实标签通常是 0 或 1。此时损失函数可写为如下的二元交叉熵

Loss = −
[
y · log(ŷ) + (1− y) · log(1− ŷ)

]
,

其中 y 为真实标签（0 或 1），ŷ 为模型预测为正类的概率。

4.3 多类别交叉熵

对于多分类问题且类别之间互斥的情况（例如一张图片只能是猫、狗、
鸟中的一种），模型输出为一组概率，所有类别概率之和为 1。此时真实标
签通常为 One-Hot 编码向量（例如三个类别，猫 = [1, 0, 0]，狗 = [0, 1, 0]，
鸟 = [0, 0, 1]）。损失函数可写为如下的多类别交叉熵

Loss = −
∑
i

yi log(ŷi).

由于 y 为 One-Hot 向量，只有一个 yi 为 1，其余均为 0，求和实际上
只剩下对应真实类别 k 的一项：

Loss = − log(ŷk),
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其中 k 为真实类别的索引。这意味着损失只关心模型对唯一正确类别所预
测的概率，预测概率越高，损失越小。
示例：考虑三分类问题（猫、狗、鸟），真实标签为狗，对应 One-Hot

表示为 y = [0, 1, 0]。设模型预测概率为 ŷ = [0.2, 0.7, 0.1]，则

Loss = −
[
0 · log(0.2) + 1 · log(0.7) + 0 · log(0.1)

]
= − log(0.7) ≈ 0.357.

若另一模型预测为 ŷ = [0.4, 0.3, 0.3]，则

Loss = − log(0.3) ≈ 1.204.

第二个模型对正确类别的预测概率仅为 30%，与真实情况差距更大，因
此交叉熵损失显著更高。

5 互信息

5.1 互信息的定义

信息熵可以表征单个概率分布的不确定性，KL 散度和交叉熵可以表征
两个概率分布之间的差异。为量化两个随机变量之间的关系，引入互信息。
考虑两个随机变量 X 与 Y。若 X 与 Y 完全独立，则知道 X 的值不

能提供任何关于 Y 的信息，此时互信息为零，即 I(X;Y ) = 0。相反，若 X

与 Y 高度相关，则知道 X 的值能显著减少关于 Y 的不确定性，此时互信
息大于零，即 I(X;Y ) > 0。
互信息的基本定义为

I(X;Y ) = H(X)−H(X|Y ) = H(Y )−H(Y |X),

其中 H(X)、H(Y ) 为变量 X 与 Y 的信息熵；H(X|Y )、H(Y |X) 为条件
熵，表示已知一个变量后，另一个变量的剩余不确定性。
条件熵 H(X|Y ) 的定义为：对 Y 的所有可能取值 y 按边缘概率 P (y)

加权平均，计算已知 Y = y 后 X 的剩余不确定性，即

H(X|Y ) =
∑
y

P (y)H(X|Y = y) = −
∑
x

∑
y

P (x, y) logP (x|y).

此处 P (x, y) 为联合概率质量函数，P (x|y) = P (x, y)/P (y) 为条件概率质
量函数；最后一步利用了 P (y) · P (x|y) = P (x, y)。
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定理：互信息满足如下等价关系

I(X;Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ).

证明：需先建立条件熵与联合熵之间的关系。联合熵 H(X,Y ) 定义为

H(X,Y ) = −
∑
x

∑
y

P (x, y) logP (x, y).

考察 H(X,Y )−H(Y )：

H(X,Y )−H(Y ) = −
∑
x

∑
y

P (x, y) logP (x, y)−
[
−
∑
y

P (y) logP (y)
]

= −
∑
x

∑
y

P (x, y) logP (x, y) +
∑
y

[∑
x

P (x, y)
]

logP (y)

= −
∑
x

∑
y

P (x, y) logP (x, y) +
∑
x

∑
y

P (x, y) logP (y)

=
∑
x

∑
y

P (x, y)
[
logP (y)− logP (x, y)

]
=
∑
x

∑
y

P (x, y) log P (y)

P (x, y)

= −
∑
x

∑
y

P (x, y) log P (x, y)
P (y)

.

由条件概率的定义 P (x|y) = P (x, y)/P (y)，代入得

H(X,Y )−H(Y ) = −
∑
x

∑
y

P (x, y) logP (x|y)

= H(X|Y ).

于是得到条件熵的链式关系

H(X|Y ) = H(X,Y )−H(Y ).

将此关系代入互信息的定义 I(X;Y ) = H(X)−H(X|Y )：

I(X;Y ) = H(X)−
[
H(X,Y )−H(Y )

]
= H(X) +H(Y )−H(X,Y ).

证毕。
对称地，由 H(Y |X) = H(X,Y ) − H(X) 可得 I(X;Y ) = H(Y ) −

H(Y |X)，与原始定义自洽。
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5.2 互信息的 KL 散度表达

互信息可通过 KL 散度表达为如下等价形式：

I(X;Y ) = DKL
(
P (X,Y )∥P (X)P (Y )

)
.

即互信息是联合分布 P (X,Y ) 与独立分布 P (X)P (Y ) 之间的 KL 散
度，用于衡量变量间的独立性偏离程度。
证明：从 KL 散度的定义出发，对离散情形有

DKL
(
P (X,Y )∥P (X)P (Y )

)
=
∑
x

∑
y

P (x, y) log P (x, y)

P (x)P (y)
.

展开对数项：

DKL
(
P (X,Y )∥P (X)P (Y )

)
=
∑
x

∑
y

P (x, y)
[
logP (x, y)− logP (x)− logP (y)

]
=
∑
x

∑
y

P (x, y) logP (x, y)−
∑
x

∑
y

P (x, y) logP (x)

−
∑
x

∑
y

P (x, y) logP (y).

分别处理三项。
第一项： ∑

x

∑
y

P (x, y) logP (x, y) = −H(X,Y ).

第二项：先对 y 求和，利用
∑

y P (x, y) = P (x)（边缘化），得∑
x

∑
y

P (x, y) logP (x) =
∑
x

[∑
y

P (x, y)
]

logP (x)

=
∑
x

P (x) logP (x)

= −H(X).

第三项：先对 x 求和，利用
∑

x P (x, y) = P (y)（边缘化），得∑
x

∑
y

P (x, y) logP (y) =
∑
y

[∑
x

P (x, y)
]

logP (y)

=
∑
y

P (y) logP (y)

= −H(Y ).
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将三项结果代回：

DKL
(
P (X,Y )∥P (X)P (Y )

)
= −H(X,Y )− (−H(X))− (−H(Y ))

= H(X) +H(Y )−H(X,Y )

= I(X;Y ).

最后一步利用了上一小节已证明的 I(X;Y ) = H(X)+H(Y )−H(X,Y )。
证毕。

5.3 互信息的离散形式与连续形式

由 KL 散度表达 I(X;Y ) = DKL(P (X,Y )∥P (X)P (Y )) 直接代入 KL
散度的离散定义，即得离散变量的互信息计算公式：

I(X;Y ) =
∑
x∈X

∑
y∈Y

P (x, y) log P (x, y)

P (x)P (y)
,

其中 P (x, y)为X 与 Y 的联合概率质量函数，P (x) =
∑

y P (x, y)与 P (y) =∑
x P (x, y) 分别为 X 与 Y 的边缘概率质量函数。
对数项中的分子 P (x, y) 为两变量同时取特定值的联合概率，分母

P (x)P (y) 为假设两变量独立时的概率乘积。该比值在独立假设成立时等
于 1，对数为 0，求和结果为 0，与互信息为零的结论一致；当两变量存在
统计依赖时，该比值偏离 1，对数非零，累积形成正的互信息。
对连续随机变量，将上述求和替换为积分，得到连续变量的互信息计算

公式：

I(X;Y ) =

∫
X

∫
Y

p(x, y) log p(x, y)

p(x)p(y)
dx dy,

其中 p(x, y)为 X 与 Y 的联合概率密度函数，p(x) =
∫
Y
p(x, y) dy 与 p(y) =∫

X
p(x, y) dx 分别为 X 与 Y 的边缘概率密度函数。推导逻辑与离散情形完

全一致，仅将求和运算替换为积分运算。

5.4 互信息与深度学习

信息瓶颈理论指出，为寻找输入数据的最优表示，应当实现两个目标：
既要求表示尽可能精简（最小化 I(X;T )），又需保留足够信息以完成目标
任务（最大化 I(T ;Y )）。其中 I(X;T ) 表示输入 X 与中间特征 T 的互信
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息，I(T ;Y ) 衡量特征 T 对标签 Y 的预测能力，β 为平衡压缩与预测的系
数。该目标被形式化为如下优化问题：

min
β

[
I(X;T )− βI(T ;Y )

]
.

通过对训练过程中互信息的研究发现，神经网络的训练过程可分为两
个阶段：
拟合阶段：网络通过快速增加 I(X;T ) 记忆训练数据细节，包括有效特

征与噪声，此时训练损失迅速下降但泛化能力较弱。
压缩阶段：网络开始降低 I(X;T )，同时提升 I(T ;Y )，通过丢弃与任

务无关的冗余信息来增强泛化性。这一阶段损失下降趋缓，但模型逐渐从记
忆数据过渡到学习本质规律。

6 第一定律与能量函数

6.1 热力学第一定律

热力学第一定律本质上是能量守恒定律在热力学系统中的具体表述。其
声明：能量既不能凭空产生，也不能凭空消失，只能从一种形式转化为另一
种形式，或者从一个系统传递给另一个系统。在能量的转化和传递过程中，
总能量保持不变。数学表示为

∆U = Q+W,

其中 ∆U 为系统内能的变化量（∆U > 0 表示内能增加，∆U < 0 表示内能
减少）；Q 为系统吸收的热量（Q > 0 表示系统吸热，Q < 0 表示系统放热）；
W 为外界对系统做的功（W > 0 表示外界对系统做功，W < 0 表示系统对
外界做功）。

6.2 能量函数与能量基模型

受能量守恒定律启发，引入能量基函数概念，作为人工智能模型内在知
识表示与推理计算的核心工具。能量基模型为系统的可能状态赋予明确、量
化的能量值，从而使模型能够更明确地识别和学习不同状态之间的动态关
系。
能量基模型用能量函数 E(X,Y ) 衡量观测变量 X 与待预测变量 Y 之

间的相容性。给定 X 时，模型产生使能量函数 E(X,Y ) 最小化的输出 Y。
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给定训练集 S，构建和训练能量基模型需要设计以下四个组件：

• 架构：能量函数 E(W,Y,X) 的内部结构；

• 推理算法：给定任意 X，找到最小化 E(W,Y,X) 的 Y 值的方法；

• 损失函数：L(W,S)，使用训练集度量能量函数的质量；

• 学习算法：给定训练集，在能量函数簇中找到使损失函数最小的参数
W。

6.3 回归问题的能量基模型示例

以回归问题为例，目标是使回归函数 GW (X)的输出尽可能接近真实值
Y。最好的推断可表示为 Y ∗ = GW (X)。定义能量函数为回归函数输出与正
确值之间的平方差：

E(W,Y,X) =
1

2
∥GW (X)− Y ∥2.

在训练过程中，对于给定的训练数据 {Xi, Yi}Pi=1，训练即优化模型参数
W，使得训练集上的整体匹配程度最好（能量最低），形式化表达为

W ∗ = arg min
W

Lenergy(W,S) =
1

P

P∑
i=1

E(W,Yi, Xi).

在推理过程中，给定新输入 X 但不知真实标签 Y 时，推理阶段的目的
即通过回归函数找到最可能的输出 Y 值。根据能量基模型的定义，推理过
程相当于选择能量函数最小的输出值：

Y ∗ = arg min
Y

E(W ∗, Y,X).

对于此回归问题，这等价于 Y ∗ = GW∗(X)。

7 熵增定律与模型设计

7.1 熵增定律

回顾：熵（Entropy, S）作为关键物理量，用于衡量系统的无序程度或
信息丢失程度。熵的增大意味着系统从相对有序（低熵）的状态演变为更加
混乱、更加无序（高熵）的状态。
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在热力学范畴内，熵的变化与能量转化过程密切相关。热力学第二定律
表明，在孤立系统中，熵总是趋向于增加，或在理想可逆情况下保持不变，
可表述为

∆S ≥ 0.

为精确描述和计算熵的变化，克劳修斯提供了基于可逆过程的熵变定
义：在经历可逆过程的系统中，熵的变化量等于系统在该过程中吸收或放出
的微小热量 δQrev 与其所处绝对温度 T 之比的积分：

∆S =

∫
δQrev

T
.

7.2 最大熵正则化

当模型处理类别数量庞大、数据不平衡的任务时，容易出现过拟合现
象。典型症状为模型对训练数据预测过于自信，泛化能力差，即输出的概率
分布熵值很低。
正是基于这种认识，研究者们提出并应用了熵正则化技术，旨在缓解过

拟合并提升模型泛化能力。其核心思想是在原有损失函数（通常是交叉熵损
失）基础上额外加入一个与模型输出概率分布的熵直接相关的正则项。
在典型分类问题中，给定输入样本 z 及其真实标签 y，模型输出对应 C

个类别的原始得分 {zi}Ci=1，随后通过 Softmax 函数转换为概率分布：

pi =
ezi∑C
j=1 e

zj
.

该任务中最常用的损失函数为交叉熵损失，定义为

LCE = − log py,

其中 py 为模型预测输入样本属于真实类别 y 的概率。最小化交叉熵损失旨
在最大化正确类别的预测概率。
计算 LCE 相对于模型原始得分 zi 的梯度，使用链式法则：

∂LCE

∂zi
=

C∑
k=1

∂LCE

∂pk

∂pk
∂zi

.

Softmax 的标准导数为

∂py
∂zi

= py(δyi − pi),
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其中 δyi 为克罗内克函数：

δyi =

1, i = y,

0, i ̸= y.

代入 Softmax 导数：
∂LCE

∂zi
= − 1

py
· py(δyi − pi) = −(δyi − pi) = pi − δyi.

整理得

∂LCE

∂zi
=

pi − 1 < 0, i = y,

pi > 0, i ̸= y.

从梯度表达式可以看出，在优化过程中，模型会持续增大 zy 并减小
所有 zi（i ̸= y），这将导致模型在训练集上的预测概率分布趋向于尖锐的
One-Hot 向量，从而造成数据过拟合，同时产生非常低的信息熵。
为对抗这种过度自信的趋势，最大熵正则化（Maximum Entropy Reg-

ularization, MER）策略通过对模型输出概率分布 p 的熵进行正则化来改善
模型泛化能力。信息熵 H(p) 的标准定义为

H(p) = −
C∑
i=1

pi log pi,

其中 C 为目标类别数，pi 为第 i 类目标的预测概率。熵 H(p) 度量了概率
分布的不确定性程度：当 p 为 One-Hot 向量时熵取得最小值 0；当 p 为均
匀分布 pi = 1/C 时熵最大。
最大熵正则化旨在增大输出分布的熵，因此将负熵项 −H(p) 作为正则

惩罚项添加到原始交叉熵损失中：

LMER = −H(p) =
C∑
i=1

pi log pi.

最终的正则化损失函数定义为

LREG = LCE + λLMER = − log py + λ
C∑
i=1

pi log pi,

其中 λ ≥ 0 为超参数，用于权衡原始交叉熵损失与熵正则化项的重要性。这
两个目标存在一定的冲突：LCE 倾向于使分布尖锐化，而 LMER 倾向于使
分布平坦化，超参数 λ 用于控制两者之间的平衡。当 λ = 0 时，上式退化
为标准的交叉熵损失。
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7.3 熵增与扩散模型

扩散模型是一类强大的深度生成模型，在图像、音频等多种数据模态的
生成任务中取得显著进展。该类模型在理论层面上直接受到非平衡热力学
与统计物理中熵演化过程的启发，其核心思想是通过定义逐步破坏数据结
构的正向扩散过程，随后训练深度学习模型掌握该过程的逆向操作，从而实
现从简单噪声分布到复杂数据分布的有效映射。

图 2: 扩散模型

扩散模型的核心原理由两个方向相反但紧密关联的马尔可夫过程构成：
正向扩散过程用于破坏数据结构（对应数据空间中的熵增过程），反向生成
过程用于恢复数据结构（对应受约束的熵减过程）。

7.3.1 扩散模型——正向过程

正向过程 q 是一个预先设定好、无需学习的马尔可夫链。它模拟数据样
本 x0（来自真实数据分布）随着时间 t 从 0 到 T 逐步被噪声污染的过程。
在每一步 t，噪声以高斯分布的形式被添加到前一步的样本中，其方差由预
设的调度 βt ∈ (0, 1) 控制：

q(xt|xt−1) := N (xt;
√
1− βt xt−1, βtI).

其中
√
1− βt 因子用于控制信号的衰减，βtI 定义了添加的高斯噪声的

协方差。
这个过程可看作将数据 x0 逐渐溶解到噪声中的过程，类似于物理系统

在热浴中逐渐达到热平衡、丢失初始状态信息的过程。从信息论角度看，随
着噪声不断叠加，样本分布的不确定性持续增加，其信息熵呈单调上升趋
势，最终趋向于近似最大熵的分布（通常为标准高斯分布）。
由于每一步添加的噪声都是高斯噪声，这个过程有一个重要特性：任

意时刻 t 的带噪样本 xt 可以直接由初始样本 x0 和一个标准高斯噪声表示。
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令 αt = 1− βt，则 xt 的条件分布为

q(xt|x0) = N
(
xt;
√
ᾱt x0, (1− ᾱt)I

)
, ᾱt =

t∏
s=1

αs.

或等价地写为采样形式：

xt =
√
ᾱt x0 +

√
1− ᾱt ϵ, ϵ ∼ N (0, I).

其中
√
ᾱt 代表了原始信号 x0 在时刻 t 的保留比例，

√
1− ᾱt 代表了噪

声的标准差。当 t → T 且 βt 的选择使得 ᾱT → 0 时，xT 的分布将趋近于
与 x0 无关的标准高斯分布 p(xT ) = N (0, I)。该正向过程将复杂的数据分布
q(x0) 转化为简单、易处理的先验分布。

7.3.2 扩散模型——反向过程

反向生成过程 pθ 学习如何逆转上述正向扩散过程，该过程同样是一个
马尔可夫链。反向生成过程从已知的先验分布 p(xT ) = N (0, I) 开始，逐步
从 xT 迭代到 x0，尝试在每一步去除噪声、恢复数据结构，定义为

pθ(x0:T ) := p(xT )
T∏

t=1

pθ(xt−1|xt).

关键在于学习每一步的反向转移概率 pθ(xt−1|xt)。一些物理学家证明
了，若正向过程的每步噪声方差 βt 足够小，则对应的反向过程转移概率也
具有与正向过程相同的函数形式。既然正向过程是高斯过程，反向转移也可
合理地参数化为高斯分布：

pθ(xt−1|xt) := N
(
xt−1;µθ(xt, t),Σθ(xt, t)

)
.

其中均值 µθ(xt, t) 与协方差 Σθ(xt, t) 是需要通过神经网络学习的目标。

7.3.3 扩散模型——训练机制

训练扩散模型的主要目标是通过学习反向生成过程 pθ 中的参数 θ，使
得该过程中采样得到的 x0 的分布 pθ(x0)尽可能接近真实数据分布。这一目
标等价于最大化模型对真实数据的对数似然估计：

Ex0∼q(x0)

[
log pθ(x0)

]
.
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鉴于直接计算和优化 log pθ(x0) 是困难的，转而优化其变分下界（Vari-
ational Lower Bound, VLB），这一做法借鉴了变分推断的思路。
推导过程：2

扩散模型的训练目标是最大化模型对真实数据的对数似然：

Ex0∼q(x0)[log pθ(x0)]. (1)

引入扩散过程中的隐变量 x1:T = (x1, x2, . . . , xT )。正向扩散为

q(x1:T |x0) =
T∏

t=1

q(xt|xt−1),

反向生成过程为

pθ(x0:T ) = p(xT )
T∏

t=1

pθ(xt−1|xt),

其中 p(xT ) = N (0, I)。
从对数似然出发，对任意 x0 有

log pθ(x0) = log
∫
pθ(x0:T ) dx1:T . (2)

该积分不可直接求解，引入变分分布（选用正向扩散）：

q(x1:T |x0).

插入变分分布：

log pθ(x0) = log
∫
q(x1:T |x0)

pθ(x0:T )

q(x1:T |x0)
dx1:T . (3)

利用 Jensen 不等式（logE[·] ≥ E[log ·]）获得变分下界：

log pθ(x0) ≥ Eq(x1:T |x0)

[
log pθ(x0:T )

q(x1:T |x0)

]
. (4)

定义 VLB（ELBO）：

Lvlb = Eq(x1:T |x0)

[
log pθ(x0:T )

q(x1:T |x0)

]
. (5)

展开联合分布。分子（反向过程）为

log pθ(x0:T ) = log p(xT ) +
T∑

t=1

log pθ(xt−1|xt). (6)

2这部分推导内容不考，建议心情好的时候学习一下，是这门课为数不多有用的知识。
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分母（正向过程）为

log q(x1:T |x0) =
T∑

t=1

log q(xt|xt−1). (7)

将 (6) 与 (7) 代入 (5) 并整理：

Lvlb = Eq

[
log p(xT ) +

T∑
t=1

log pθ(xt−1|xt)−
T∑

t=1

log q(xt|xt−1)

]
. (8)

引入真实后验，构造 KL 项。注意到正向扩散是马尔可夫过程，利用贝
叶斯关系可写出

q(xt−1|xt, x0) =
q(xt|xt−1)q(xt−1|x0)

q(xt|x0)
.

将上式整理为 KL 散度形式，得到三项分解：
（1）终点 KL（先验匹配项）：

LT = DKL
(
q(xT |x0)∥p(xT )

)
.

（2）中间步骤 KL（核心训练项）：对 t = 2, . . . , T，

Lt−1 = DKL
(
q(xt−1|xt, x0)∥pθ(xt−1|xt)

)
.

（3）重建项（数据项）：

L0 = − log pθ(x0|x1).

最终的 VLB 分解形式为

Lvlb = DKL
(
q(xT |x0)∥p(xT )

)︸ ︷︷ ︸
LT

+
T∑

t=2

DKL
(
q(xt−1|xt, x0)∥pθ(xt−1|xt)

)︸ ︷︷ ︸
Lt−1

− log pθ(x0|x1)︸ ︷︷ ︸
L0

.

(9)

7.3.4 变分下界各项的含义

LT：衡量扩散过程最终状态 xT 的分布 q(xT |x0)与先验分布 p(xT )（通
常为 N (0, I)）之间的 KL 散度。由于正向过程 q 与先验 p(xT ) 都是预先固
定的，这一项在训练中不依赖于模型参数，可视为常数或忽略。
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Lt−1（t = 2, . . . , T）：这是训练的核心部分。它衡量的是模型学习到的
反向转移分布 pθ(xt−1|xt) 与真实反向后验 q(xt−1|xt, x0) 之间的 KL 散度。
神经网络通过最小化此项来学习去噪。

L0：重构项，表示从 x1（经过一步去噪的状态）生成最终无噪数据 x0

的负对数似然，要求模型在最后一步能够准确恢复原始数据。
其中 Lvlb 是 log pθ(x0) 的一个下界，最大化 VLB 相当于最大化数据的

对数似然。从信息论角度看，该下界的优化过程可以理解为在熵增约束下，
最小化模型分布与真实分布之间的相对熵差异。

8 量子物理回顾

8.1 量子态

量子态的数学表征结合了两种已有方法：波函数描述和态矢量表征。

8.1.1 波函数描述

波函数在一维空间中是一个复数函数，定义为 ψ(x)。
ψ(x) 表示粒子在位置 x 处的波函数，其模平方 |ψ(x)|2 表示粒子位置

的概率密度（重点）。通过概率密度可以得到粒子在某一区间内出现的概率。
该波函数满足归一化条件： ∫

|ψ(x)|2 dx = 1

8.1.2 态矢量表征

量子态还可以用一个复数矢量表示，称为态矢量。态矢量通常用一个有
限维或无限维列向量表示，通常用狄拉克（Dirac）符号 |ψ⟩ 表示。
态矢量分为右矢与左矢，从矢量角度看，右矢 |ψ⟩ 是一维列向量，左矢

⟨ψ| 是一维行向量。
态矢量的内积表示两个态之间的重叠程度或者相似度。对于两个量子

态 |ψ1⟩ 与 |ψ2⟩，它们的内积将被表示为 ⟨ψ1|ψ2⟩，内积的模平方表示两个态
之间的相似性，即 |⟨ψ1|ψ2⟩|2(重点)。
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8.1.3 量子态叠加特性

一个量子态可以由多个量子态叠加表示，即量子态的叠加特性。用态势
量来描述，如果一个系统有不同的本征态 |ψ1⟩, |ψ2⟩, |ψ3⟩ 等，那该系统的任
意一个总态可表示为

|ψ⟩ = c1|ψ1⟩+ c2|ψ2⟩+ c3|ψ3⟩+ ...

其中，c1, c2, c3 表示各个本征态在总态中的权重，c21, c22, c23 表示了对应
本征态被测量到的概率。

8.1.4 量子态纠缠特性

当几个粒子在彼此相互作用后，由于各个粒子所拥有的特性已综合成
为整体性质，无法单独描述各个粒子的性质，只能描述整体系统的性质，则
称这现象为量子纠缠。究其本质，其实是两个量子态之间存在相关性，并不
完全独立。对于有两个量子态的系统（例：|01⟩ 表示第一个量子态为 0，第
二个量子态为 1）。

|Ψ⟩ = a|00⟩+ b|01⟩+ c|10⟩+ d|11⟩

如果该量子态可以写成

|Ψ⟩ = (a1|0⟩+ b1|1⟩)(c1|0⟩+ d1|1⟩)

即 ad = bc，则说明这两个量子态是完全独立的，不存在纠缠。反之，若无
法写成上述格式，即 ad ̸= bc，则说明这两个量子态是存在纠缠的。在纠缠
中有更特殊的情况，即 Bell 态（两个量子态完美相关）

|Ψ+⟩ = 1√
2
(|00⟩+ |11⟩)

在 Bell 态中，当一个量子态确定，另一个量子态也就确定了。

8.2 经典比特与量子比特

8.2.1 比特（bit）

记录经典信息的二进制存储单元称为经典比特 (bit)，由经典状态的 0
和 1 表示。
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对于量子信息而言，记录量子信息的存储单元称为量子比特 (qubit)，一
个 qubit 的状态是一个二维复数空间的矢量，它的两个极化状态和 |0⟩, |1⟩
对应于经典状态的 0 和 1。
如果把 |0⟩, |1⟩ 当成列向量来处理，那么其构成二维复数空间的一对正

交基底，即长度为 1，内积为 0 的复数向量。
qubit 与 bit 本质上的不同在于，除了 |0⟩, |1⟩ 状态外，qubit 可以是两

个状态的任意叠加状态。则 qubit 的瞬间值可以取

|Ψ⟩ = α|0⟩+ β|1⟩ =

[
α

β

]
其中要满足归一化条件 α2 + β2 = 1

8.2.2 量子比特的测定

通过一个被称为是测定或观测的过程，可以把一个 qubit的状态以概率
幅的方式变换成 bit 信息。对于

|Ψ⟩ = α|0⟩+ β|1⟩ =

[
α

β

]

我们左乘一个 |0⟩, 或者 |1⟩, 我们有：

⟨0|ψ⟩ = ⟨0|(α|0⟩+ β|1⟩) =

[
1

0

]T [
α

β

]
= α

⟨1|ψ⟩ = ⟨1|(α|0⟩+ β|1⟩) =

[
0

1

]T [
α

β

]
= β

其中 α2, β2 为量子比特 |Ψ⟩ 变换为 bit0 与 bit1 的对应概率。
也就是说，当我们想从 qubit 中得到我们存储的对应信息时，我们只要

对这个 qubit 左乘对应的本征态即可。

8.3 量子比特对

这里我们讨论两个量子比特组成的量子对及它们的性质。两个量子比
特组成的不重复的量子比特对为 {|00⟩, |01⟩, |10⟩, |11⟩}，和单个量子比特一
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样，量子比特对也可以取这些基底状态的叠加状态。对一般的量子比特对来
说

|Ψ⟩ = a|00⟩+ b|01⟩+ c|10⟩+ d|11⟩

其中 a2 + b2 + c2 + d2 = 1。

8.4 量子逻辑门

量子逻辑门可以大体理解为作用在 qubit上的变换，多个量子逻辑门又
可以构成量子电路，常用量子电路（又称“量子线路”）对量子比特进行操
作。下介绍几种常见的量子逻辑门：

8.4.1 量子逻辑非门

可以用以下 2×2 的泡利矩阵 σx 表示：

σx =

[
0 1

1 0

]

对状态 α|0⟩+ β|1⟩ 实施该操作得到如下结果（用矢量形式表示）

σx

[
α

β

]
=

[
β

α

]

本质就是把 qubic 变成 |0⟩, |1⟩ 状态的概率交换。

8.4.2 位相翻转门

可以用以下 2×2 的泡利矩阵 σz 表示：

σz =

[
1 0

0 − 1

]

对状态 α|0⟩+ β|1⟩ 实施该操作得到如下结果（用矢量形式表示）

σz

[
α

β

]
=

[
α

−β

]

本质就是对 qubic 的状态 |0⟩ 不改变，状态 |1⟩ 发生位相翻转变成 −|1⟩
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8.4.3 H 门

可以用矩阵 H 表示：

H =
1√
2

[
1 1

1 − 1

]

对状态 α|0⟩+ β|1⟩ 实施该操作得到如下结果（用矢量形式表示）

H

[
α

β

]
=

1√
2

[
α+ β

α− β

]

本质相当于对基底进行了变换，从以 |0⟩, |1⟩为基底，变成了以 |0⟩+|1⟩√
2
, |0⟩−|1⟩√

2
,

为基底。即让 |0⟩, |1⟩ 进行了叠加，为干涉产生了可能。

9 纯量子算法——全量子学习

9.1 QuantumFlow 总体架构

下图展示了 QuantumFlow 总体架构。总的来说，左侧的量子神经网络
是一种抽象结构，相当于神经网络中的各种网络架构；右侧的量子电路是一
种物理架构，相当于正常计算机 GPU 中的各个算子甚至更低层的实现。同
时左右两者是协同设计的，如果硬件不支持某些门那么网络结构要改，如果
电路太深那么模型结构要简化。
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图 3: QuantumFlow 架构

其中的 QF-Map，它起到桥梁的作用，把抽象的神经网络层映射成具体
量子电路（从抽象结构到底层电路实现）。

QF-FB 是用来进行正向传播和反向传播的。QF-FB(C) 是在经典计算
机中进行正向传播与梯度计算的，QF-FB(Q)是在量子计算机中进行量子态
演化（正向）与参数偏移法求梯度（反向）的。

9.2 QF-pNet

QF-pNet 是概率型量子神经网络，其核心是通过量子逻辑门处理随机
变量 (量子比特编码)，利用量子比特的概率特性实现网络最大灵活性。

QF-pNet 由多级 P-LYR（概率神经计算层）构成，结构如下图所示：
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图 4: P—LYR

P-LYR 包含以下四种不同操作：

9.2.1 R

随机变量建模，就是将输入由实数变为服从两点分布的随机变量。

Xi ∼

1, pi

0, 1− pi

其中 pi = f(xi)。和量子态的对应关系：

|ψ⟩ =
√
1− p|0⟩+√p|1⟩

（用概率分布模拟了量子叠加）

9.2.2 C

对随机变量进行加权平均和

S =

∑
i ωixi
m
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9.2.3 A

非线性激活
y = g(S)

例如，y = S2

9.2.4 E

通过期望得到 [0,1] 内的实数

y = E(Y )

(从量子态到经典实数的转变)

9.3 QF-hNet

为了降低 QF-pNet 的计算复杂度以便更好地实现量子计算优势，混合
型量子神经网络 QF-hNet 应运而生。由 P-LYR 与 U-LYR（酉神经计算层）
两类计算结构组成，核心是利用酉矩阵的特性来最小化实现量子优势所需
的量子门数量。U-LYR 结构示意图如下

图 5: U—LYR
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U-LYR 包含以下三种不同操作：

9.3.1 U

酉矩阵转换，就是把 m 维数据 x ∈ Rm 映射为一个 m×m 酉矩阵 U(x)

的第一列。本质上就是把一个现实中的输入数据建模成了一个量子态，从而
可以在量子计算机中进行后续操作。在数学上

x −→ |ψ(x)⟩ = U(x)|0⟩

其中 U(x) 为酉矩阵，满足 UTU = I，并且 U(x) 的第一列就是量子态
|ψ(x)⟩。
这里有一个数学上的表示 U(x)|0⟩，这其实等价于 U(x) 矩阵的第 1 列。

同理的，对 U(x)|i⟩，等价于 U(x) 的第 i+ 1 列。

通过酉矩阵变化，我们得到了一个量子态 |ψ(x)⟩ =
[
u1 u2 ... um

]T
其

中 u0 表示 | 000...0︸ ︷︷ ︸
k

⟩ 的系数，um 表示 | 111...1︸ ︷︷ ︸
k

⟩ 的系数。那么我们就可以用

k = log2(m) 个单量子态来描述这 m 维输入。
这也将后续需要的量子门数量从 QF-pNet 的 O(2k) 个降至 QF-hNet

的 O(k2) 个，更好地实现了量子优势。（这里的 k2 是由于我们不仅要对每
一个量子态后续进行门变换，还要对每两个量子态间进行交互）

9.3.2 Cu 与 Au

这里的 Cu 与 Au 和 P-LYR 中的 C,A 是一样的，不做多余解释。

9.4 QF-FB

9.4.1 P-LYR

先考虑前向传播，就是分别通过各个操作，最后通过 E 操作得到所需
的输出实数。
再考虑后向传播，通过经典的随机梯度下降 SGD（这里 PPT 写错了，

写成 SVD 了）进行更新即可。

9.4.2 U-LYR

先考虑前向传播，其他操作都与 P-LYR 相同，只有怎么构造一个 U 矩
阵需要特殊考虑。对此，我们只需先构造一个方阵 A ∈ Rm∗m，以输入数据
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为第一列。再对其进行 SVD 分解即可 Um = SV D(A)。
后向传播同 P-LYR 一致。

10 量子神经网络

10.1 量子聚类

聚类是一种无监督学习方式，其核心目标是：将数据对象划分为若干组
（簇，cluster），使得同一簇内的数据尽可能相似，而不同簇之间的数据尽可
能不相似。（机器学习课程中亦有所涉及）

10.1.1 经典 k-means 算法

对数据集 X = {x1, ..., xn}，预设聚类 k类。首先，初始化聚类中心，常
采用初始随机化方法，得到聚类中心 C = {c1, ..., ck}。（在 k-means++初始
化中，随机选 1 个样本作为第一个中心 c1 ，然后计算每个样本到该中心的
距离，距离越大的样本被选为下一个中心的概率越高，直到选满 k 个中心）

其次，分配样本到最近的聚类中心，即对对每个样本 xi，计算其到 k个
聚类中心的欧氏距离，将样本分配到最近的簇，完成一轮簇分配。
最后，更新聚类中心直至满足终止条件。对每个簇 cj，计算其所有样本

的均值作为新的聚类中心

cnewj =
1

|cj |
∑
xi∈cj

xi

其中 |cj | 表示簇 cj 中的样本数量。
对比更新前后的聚类中心，满足以下任一条件则停止迭代：

{
max

j
||cnewj − coldj || < δ

迭代次数达到预设的最大次数

10.1.2 量子 k-means 算法

主要区别在分配样本到最近的聚类中心阶段，其余阶段基本与经典 k-
means 算法一致。
量子 k-means 通过对实向量间的距离作比较，通过寻找向量 u 与集合

{v} 中的哪个量的距离最近，从而不断分类，进而不断自动获得聚类结果。
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其最小化目标如下：

argmin
c
|u− 1

n

n∑
j=1

vcj |

其中 n 表示样本总数，c 表示聚类中第 c 个簇。
此时就引出了另一问题，就是我们如何去计算以量子态形式存储的两

个向量之间的距离。首先构造了两个向量

|φ⟩ = 1√
2
(|u⟩|0⟩+ 1√

m

m∑
j=1

|vcj⟩|j⟩)

|ϕ⟩ = 1√
2
(|u⟩|0⟩ − 1√

m

m∑
j=1

|vcj⟩|j⟩)

再通过两个向量的内积计算距离

D =

√
2 |⟨ϕ|φ⟩|2 Z

其中 Z 表示归一化系数

Z = |u|2 + (n−1

n∑
j=1

|vcj |2)

那么我们怎么用量子电路实现 |⟨ϕ|φ⟩|2 呢，通常是通过 controlled-
SWAP 电路实现。

图 6: controlled-SWAP 电路

第一条路是控制比特，下面两条路是受控量子比特
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第一条路的 H 门把 |0⟩ 变成了 1√
2
(|0⟩+ |1⟩)

然后是 SWAP 操作，当控制比特为 |0⟩ 时，不进行交换，当控制比特
为 |1⟩ 时，进行交换，得到 1√

2
(|0⟩|φ⟩|ϕ⟩+ |1⟩|ϕ⟩|φ⟩)

再通过一个 H 门得到 statefinal =
1
2
(|0⟩(|φ⟩|ϕ⟩+ |ϕ⟩|φ⟩) + |1⟩(|φ⟩|ϕ⟩ −

|ϕ⟩|φ⟩))
此时我们通过测量这个最终态为 0 的概率，有

P (0) = ||1
2
(|φ⟩|ϕ⟩+ |ϕ⟩|φ⟩)||2

逐项展开并计算得

P (0) =
1 + |⟨ϕ|φ⟩|2

2
所以我们就可以通过测量最终态为 0 的概率来倒推 |⟨ϕ|φ⟩|2 了。

10.2 量子 SVM

SVM 支持向量机是解决分类问题的经典算法。以二分类问题为例：
给定线性可分数据集 (xi, yi)

n
i=1，其中 xi 是输入特征向量，yi ∈ {−1, 1}

是类别标签。核心目标是找一个最优的超平面 wTx+ b = 0 使得两类数据点
到超平面的间隔最大化。

10.2.1 经典 SVM

对点 xi 到决策平面的距离为 |wT xi+b|
||w|| = yi(w

T xi+b)
||w||

则最大间隔优化问题为 (也就是要将两类样本间离得最近的点距离最大
化)

argmax
w,b

{min
i

yi(w
Txi + b)

||w||
} = argmax

w,b
{ 1

||w||
min

i
(wTxi + b)yi}

我们可以发现当 w −→ αw, b −→ αb 时，上式值不变，所以我们可以令
min

i
(wTxi + b)yi = 1，此时我们对所有点 xi 有 (wTxi + b)yi ≥ 1。
所以我们可以将原问题转换为最优化问题：

min
w,b

1

2
||w||2, s.t.(wTxi + b)yi ≥ 1

此时只需应用拉格朗日法，构造拉格朗日函数 L(w, b, α) = 1
2
||w||2 −∑n

i=1 αi[(w
Txi + b)yi − 1]，并对其求导得:

∂L

∂w
= w −

n∑
i=1

αixiyi = 0
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∂L

∂b
= −

n∑
i=1

αiyi = 0

后续再用 SMO算法（笔者也不知道这是什么）求得最优的 {αi}ni=1，从
而求得 w =

∑n
i=1 αixiyi。

对于偏置项 b，PPT 上写的很清楚：

图 7: 偏置项 b 的计算

这只是针对可以线性区分的数据，对于非线性数据，我们需要用到核方
法。
给出核函数定义:

k(xi, xj) = ϕ(xi)
Tϕ(xj)

其中非线性映射 ϕ : Rd −→ H，H 为高维特征空间。所以核函数 k 表示了高
维空间的内积。实际对非线性数据操作时只需把推导式中出现的 xTi xj 内积
替换为 k(xi, xj) 即可。常见的核函数有：

图 8: 常见核函数
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10.2.2 量子 SVM

一般来说 SVM 都是二分类器，对于多分类问题，可采用：

图 9: 多分类问题

量子 SVM的研究方向有量子特征映射，量子核函数法，变分量子 SVM，
量子 SVM 求解器。

1. 对于量子特征映射，其研究的是怎么将经典数据编码到量子态的过
程。最简单的编码方式是基态编码，将经典数据直接编码为量子比特的基
态。对于 n 位二进制数据 x = (x1, x2, ..., xn)，其中 xi ∈ {−1, 1}，其对应量
子态为 |x⟩ = |x1x2..xn⟩。

还有一种编码方式是振幅编码。对于 D 维归一化向量 ||x|| = 1，其编
码形式为：|ϕ(x)⟩ =

∑D
i=1 xi|i⟩。这里的 |0⟩ 表示 | 00..0︸︷︷︸

log2D

⟩。说明我们的量子

态 |ϕ(x)⟩ 只需 log2D 个 qubit 承载信息，只不过会损失模长特征。
2. 对于量子核函数，其核心思想是将经典数据点编码至高维量子态空

间，通过测量量子态之间的重叠度来定义核函数。对于已经映射为量子态的
输入数据 |ϕ(x)⟩ = U(x)|0⟩，量子核函数定义为：KQ(x, z) = |⟨ϕ(x)|ϕ(z)⟩|2 =
|⟨0|UT (z)U(x)|0⟩|2。量化了数据点 x 与 z 在量子特征空间中的相似程度。
量子核函数具有以下性质：正定性（UT (z)U(x) 是正定的）；对称性

（KQ(x, z) = KQ(z, x)）；有界性 (1 ≥ KQ(x, z) ≥ 0)；值得注意的是，量子
核函数并不像经典核函数一样能化简出解析形式，需要在量子线路上通过
SWAP Test（就是先前介绍的 controlled-SWAP 电路）进行测量估计，这
也是量子核方法潜在优势的来源。其工作流程如下：数据预处理（标准化处
理），量子特征映射（映射为量子态），量子核计算（计算核函数值），经典
SVM 训练（放入经典优化器计算），预测。

3. 对于变分量子 SVM，该方法通过量子电路直接构建非线性决策边界
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（端到端），其判别函数：

f(x) = ⟨0|UT (x, θ)MU(x, θ)|0⟩

其中 U 是量子电路，M 是测量算符，通过优化参数 θ，系统可以学习到能
够有效区分不同类别的最优决策边界。
变分量子 SVM 基本架构包括：数据编码层（编码为量子态），变分层

（学习最优边界），测量层（提取判别信息）。

10.3 量子 CNN

10.3.1 经典 CNN

核心组件有：卷积层（提取局部特征）、池化层（减少特征图大小）、全
连接层（输出不同维度结果）、激活函数（增加非线性）。
训练时，在前向传播时常用 MSE 作为误差函数，再进行更新迭代：

y = Fθ(I)

L(θ) =
1

n

n∑
i=1

(yi − ŷi)2

θnew = θold − η∇θL(θ)

10.3.2 量子 CNN(QCNN)

量子 CNN 包括量子态制备、量子卷积层、量子池化层、量子全连接层
等几个组件，大致流程如图所示：



10 量子神经网络 34

图 10: QCNN 结构

量子态制备常用有基态编码和振幅编码（更常用），先前介绍过。
量子卷积层仅作用于输入量子比特中相邻的两个量子比特，以平移不

变的且共享参数的形式对输入量子比特两两进行处理。所以它是一个双量
子比特门，可以分解为基础的单量子比特门，一种分解如下：

图 11: 双量子比特门分解

该方法仅使用受控非门（CNOT）、Y轴旋转门（RY）、Z轴旋转门（RZ）
三类基础量子门，量子门 a,b,c,d 为单量子比特门，可进一步分解为 RZ 门、
RY 门、RY 门的级联形式。（a,b 先进行了局部操作，中间基础门引入了量
子间的纠缠，最后 c,d 再一次进行了局部操作）

量子池化层会测量一部分量子比特，被测量的量子比特（作为控制比
特）用来判断是否对剩下的量子比特施加幺正旋转（一种旋转变换），其结
构如图所示 (a,b 为单量子比特门):
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图 12: 量子池化层

量子全连接层对剩余的这 k个量子比特施加一个幺正变换 |ψ⟩ = F |ψ(L−1)，
其中 |ψ(L−1) 是最后一层池化后剩余比特的量子态。
对二分类问题的分类规则为选取单个量子比特进行测量，并将其测量

期望值直接作为模型输出
f(θ, xin) = ⟨Z⟩

当测量得到的 ⟨Z⟩ ≥ 0 归为一类；当测量得到的 0 ≥ ⟨Z⟩ 归为另一类。
对量子电路梯度的求解，假设损失函数 lθ是观测期望值集合 {⟨Ok⟩θ}Kk=1

的函数，则只需求 ∂⟨Ok⟩θ
∂θj

即可。我们有计算公式:

∂⟨Ok⟩θ
∂θj

=
⟨Ok⟩θ+π

2 ej − ⟨Ok⟩θ−π
2 ej

2

其中 ⟨Ok⟩θ±π
2 ej，表示将原量子电路的第 j 个参数偏移 ±π

2
后，测得的对应

观测期望值。该梯度求解方法计算结果精准，且易于在含噪中等规模量子处
理器（NISQ）上实现。

11 量子隧穿效应

量子隧穿效应指的是量子力学中粒子能够穿过经典力学认为无法逾越
的势垒的现象，其出现的本质原因是波粒二象性。典型例子有 α 衰变、扫
描隧道显微镜（STM）成像。
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图 13: 量子隧穿效应公式

12 伊辛模型与霍普菲尔德网络

12.1 伊辛模型

伊辛模型是统计物理学中描述铁磁物质相变的经典模型，由威廉·楞次
和恩斯特·伊辛提出。该模型通过假设物质由规则排列的自旋（小磁针）构
成，每个自旋只有向上或向下两种状态，且仅与最近邻自旋发生相互作用，
来模拟铁磁材料在温度变化下的磁性转变，成为研究相变、临界现象和多领
域合作行为的典范工具。
伊辛模型的能量函数（哈密顿量）定义为

E{si} = −J
∑
⟨i,j⟩

sisj −H
∑
i

si,

其中 si ∈ {+1,−1} 表示第 i 个格点处的自旋状态，对应小磁针的两种方向；
J 为能量耦合常数，描述相邻小磁针自旋之间的能量关联；H 为外磁场强
度，当自旋方向与外磁场方向一致时，系统能量降低。符号 ⟨i, j⟩ 表示对最
近邻自旋对求和。
在温度变化下的磁性转变表现为两种行为：
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（1）当系统温度处于低温时，系统总倾向于使能量函数取最低值的状态
演化，即系统中每个小磁针的自旋方向倾向于一致，并与外磁场方向一致。
（2）当系统温度处于高温时，粒子的热运动主导，热运动引起小磁针的

状态随机反转，自旋呈现紊乱状态。
能量函数计算示例：考虑 3个小磁针组成的一维伊辛模型，设 s1 = +1，

s2 = −1，s3 = −1，外磁场为 H。则该组态的能量为

E{+1,−1,−1} = −J
[
1× (−1) + (−1)× (−1)

]
−H(1− 1− 1) = J +H.

全部 23 = 8 种组态的能量分别为：

E{+1,+1,+1} = −3J + 3H, E{−1,−1,−1} = −3J − 3H,

E{+1,+1,−1} = J −H, E{+1,−1,+1} = J −H,

E{+1,−1,−1} = J +H, E{−1,+1,+1} = J +H,

E{−1,+1,−1} = J +H, E{−1,−1,+1} = J −H.

由上述计算可知，当小磁针方向一致且方向与磁场方向一致时，能量函
数取到最小值。

12.2 霍普菲尔德网络

伊辛模型为霍普菲尔德网络提供理论启发，借自旋相互作用构建神经
网络。霍普菲尔德网络是约翰·霍普菲尔德于 1982 年提出的递归神经网络，
由全连接的二值神经元（状态为 ±1）构成，通过能量函数实现联想记忆。其
结构直接借鉴伊辛模型，神经元对应自旋，权重对应相互作用。
霍普菲尔德网络的核心功能是实现联想记忆——通过不完整或含噪输

入恢复完整的存储模式。联想记忆模仿人类记忆的联想特性，当输入部分信
息时，网络通过动力学演化恢复完整模式。
联想记忆的数学基础是霍普菲尔德能量函数，其形式直接借鉴统计物

理中的伊辛模型：

E = −1

2

∑
i,j & i ̸=j

wijxixj −
∑
i

θixi,

其中 wij 为对称连接权重，θi 为神经元阈值（偏置），xi ∈ {−1, 1} 表示神经
元状态。类比伊辛模型，神经元状态对应磁针自旋方向（向上或向下），权
重对应自旋间耦合作用：wij > 0 时 xi 与 xj 倾向同号，反之倾向反号。输
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入残缺或含噪模式时，网络通过迭代更新神经元状态，演化至能量极小的稳
定态（吸引子），输出完整模式。
霍普菲尔德网络训练（以黑白图像为例）：
（1）图像预处理：将待存储的 d 个像素，每个像素视为一个神经元，第

i 像素值为黑色则对应神经元状态 xi = −1，白色对应 xi = +1。
（2）权重计算：假设要存储 p 张图像，且神经元偏置 θi = 0，则权重

wij =
1

d

p∑
k=1

x
(k)
i x

(k)
j (i ̸= j),

此即为赫布学习规则。
（3）存储容量限制：为保证可靠恢复，存储的模式数量 p 需满足 p <

0.138d。若超出此限制，网络会出现大量干扰记忆的虚假稳定态。
赫布学习规则：定义输入 xi 为第 i 个神经元节点的值，wij 为第 i 个

和第 j 个节点之间的权值，则每个样本作为节点初始化的权值定义为

wij = xixj ,

p 个样本的权值经过 p 次更新为

wij =
1

d

p∑
k=1

x
(k)
i x

(k)
j (i ̸= j).

训练阶段将所有样本的信息以权值求和的形式存储起来，最终的权值存储
的是每个样本的记忆，测试阶段则利用这些权值恢复记忆。
测试阶段：先用测试样本初始化节点，利用训练阶段存储的权值，循环

随机选择一个节点 xi，将节点值按下式更新：

xi = sgn
( N∑
k=1

wijxj

)
.

经过若干次迭代，则所有节点会收敛到一个合适的值。
霍普菲尔德网络恢复（以黑白图像为例）：
（1）初始化：将含噪或部分缺失的图像数据 x0 作为网络的初始状态，输

入到神经元中。
（2）迭代更新：通过网络动力学演化，逐步更新神经元状态，使整个系

统的能量函数降低。每个神经元按如下规则更新：

xi = +1, if
∑
j

wijxj + θi > 0,
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xi = −1, if
∑
j

wijxj + θi < 0.

霍普菲尔德网络生成新图像：若需生成新图像，可从随机初始状态出
发，通过逐次反转神经元状态使能量函数减小，最终收敛到稳定状态。每次
选择一个神经元 i，若反转其状态（xi → −xi）能降低能量 E，则接受该变
化，否则保持原状。这一过程本质上是求解能量函数最小值的问题，等价于
寻找系统的平衡态：

min
{x}

{
E = −1

2

∑
i,j & i ̸=j

wijxixj −
∑
i

θixi

}
.

伊辛模型为分析和理解霍普菲尔德网络的性质提供了重要的理论工具。
霍普菲尔德网络通过神经元之间的连接权重和能量函数实现了联想记忆功
能。两者的结合使得人们能够从统计物理的角度深入研究神经网络的行为，
为神经网络的发展和应用奠定了坚实的理论基础。

13 玻尔兹曼分布与玻尔兹曼机

13.1 玻尔兹曼分布

玻尔兹曼分布也称为玻尔兹曼-吉布斯分布，以奥地利物理学家路德维
希·玻尔兹曼的名字命名，是统计力学和概率论中一个重要的概念，用于描
述系统中粒子或状态在不同能量水平上的分布情况，揭示了统计力学中描
述系统在热平衡状态下粒子在不同能级上概率分布的核心规律。
在统计力学中，玻尔兹曼分布描述粒子处于特定状态下的概率，是关于

状态能量与系统温度的函数。假设系统中某个粒子处于状态 α 时的能量为
Eα，则粒子处于该状态的概率满足

pα =
1

Z
exp
(
− Eα

kBT

)
,

其中 Eα 表示状态 α 的能量；kB 为玻尔兹曼常数，在机器学习领域中常用
kB = 1 来简化公式；T 表示系统的绝对温度，控制分布的平滑程度。

exp(−Eα/kBT )称为玻尔兹曼因子，是未经过归一化的概率；Z 为归一
化因子，称为配分函数，对系统所有状态求和以确保概率总和为 1：

Z =
∑
α

exp
(
− Eα

kBT

)
(离散情况),
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或
Z =

∫
exp
(
− Eα

kBT

)
dα (连续情况).

玻尔兹曼分布的一个重要性质是两个状态的概率比（即玻尔兹曼因子）
仅依赖于两个状态能量的差值：

pi
pj

= exp
(Ej − Ei

kBT

)
.

13.2 玻尔兹曼机神经网络

玻尔兹曼机是一种基于玻尔兹曼分布的随机神经网络，由二值随机神
经元构成的两层对称连接网络，其权值通过优化玻尔兹曼能量函数获得。玻
尔兹曼机由杰弗里·辛顿等人于 1985 年提出，属于无监督学习模型，主要
用于特征学习、概率建模和优化问题。
玻尔兹曼机具有以下结构特征：所有变量之间相互连接，是无向图模

型，每个变量的状态都以一定概率受到其他变量的影响；每个随机变量都是
二值的，取 1 代表被激活，取 0 代表未激活；包含可观测变量 V 和隐变量
H。
玻尔兹曼机分为自联想型和异联想型：自联想型玻尔兹曼机的可见节

点既是输入节点又是输出节点，数据在可见节点和隐节点之间循环流动，以
实现对输入模式的记忆和恢复；异联想型玻尔兹曼机用于实现异联想记忆，
可见节点分为输入节点和输出节点两部分，输入节点接收输入模式，输出节
点输出相关的不同模式。

图 14: 两种玻尔兹曼机

玻尔兹曼机的能量函数定义了模型中各个节点状态组合的能量值，是
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理解和分析模型的基础。对于具有 n 个节点的玻尔兹曼机，能量函数为

E(X) = −
∑
i<j

ωijxixj −
∑
i

bixi,

其中 X = (x1, x2, . . . , xn) 为节点状态向量，xi 表示第 i 个节点的状态（取
值通常为 0 或 1，也可以是 −1 和 1）；ωij 是节点 i 和节点 j 之间的连接权
重；bi 是节点 i 的偏置。第一项 −

∑
i<j ωijxixj 表示节点之间相互作用的

能量，第二项 −
∑

i bixi 表示节点的自身能量。连接权重决定节点之间相互
作用的强度和方向，偏置影响单个节点的激活程度。
基于能量函数，玻尔兹曼机中节点状态的概率分布服从玻尔兹曼分布

（也称为吉布斯分布）。在温度 T 下（玻尔兹曼常数 kB = 1），状态 X 出现
的概率为

P (X) =
1

Z
exp
(
−E(X)

T

)
.

从该公式可以看出，能量越低的状态，其出现的概率越高。温度控制概
率分布的形状：当 T 较高时，不同状态的概率差异较小，系统更加随机；当
T 较低时，系统更倾向于处于低能量状态。
玻尔兹曼机的学习过程是调整连接权重和偏置，使模型能够最好地拟

合训练数据。常用的学习算法是对比散度算法，权重更新公式为

∆ωij = ε
(
⟨xixj⟩+ − ⟨xixj⟩−

)
,

∆bi = ε
(
⟨xi⟩+ − ⟨xi⟩−

)
,

其中 ε是学习率；⟨xixj⟩+ 和 ⟨xi⟩+ 为正相阶段计算的期望；⟨xixj⟩− 和 ⟨xi⟩−

为负相阶段计算的期望。

13.3 受限玻尔兹曼机神经网络

玻尔兹曼机具有强大的无监督学习能力，但训练时间非常长，且难以确
切计算其所表示的分布，得到服从该分布的随机样本也很困难。为克服这一
问题，杰弗里·辛顿和斯莫伦斯基等人引入了受限玻尔兹曼机。受限玻尔兹
曼机具有一个可见层和一个隐层，层内无连接，不同层的节点之间全连接，
而同层节点之间不连接。
受限玻尔兹曼机最早由保罗·斯莫伦斯基在 1986年的和谐模型中提出，

后由辛顿在 2000 年代推广和应用。它可以用于降维、分类、回归、协同过
滤、特征学习以及主题建模。
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图 15: 玻尔兹曼机与受限玻尔兹曼机

设一个受限玻尔兹曼机有 n 个可见单元和 m 个隐单元，用向量 V 和
H 分别表示可见单元和隐单元的状态。其中 vi 表示第 i 个可见单元的状态，
hj 表示第 j 个隐单元的状态。对于一组给定的状态 (V,H)，受限玻尔兹曼
机的能量函数定义为

E(V,H|θ) = −
n∑

i=1

aivi −
m∑
j=1

bjhj −
n∑

i=1

m∑
j=1

viωijhj ,

其中 θ = {ω, a, b} 表示受限玻尔兹曼机的参数，ωij 是节点 i 和节点 j 之间
的连接权重，ai 表示可见单元神经元的偏置，bj 表示隐层神经元的偏置。
基于能量函数，状态向量组 (V,H) 的联合概率密度分布为

P (V,H|θ) = 1

Zθ

exp
(
−E(V,H|θ)

)
,

其中 Zθ =
∑

V,H exp(−E(V,H|θ)) 为归一化因子（配分函数）。
由于受限玻尔兹曼机的特殊结构，当给定可见单元的状态时，各隐单元

的激活状态之间条件独立；当给定隐单元的状态时，各可见单元的激活状态
之间也条件独立。具体地：

P (hj = 1|V, θ) = σ
(
bj +

∑
i

viωij

)
,

P (vi = 1|H, θ) = σ
(
ai +

∑
j

ωijhj

)
,

其中 σ(·) 为逻辑 sigmoid 函数。
受限玻尔兹曼机的学习任务为求出参数 θ 的值。使用训练数据训练 θ，

参数 θ 可以通过最大化受限玻尔兹曼机在训练集（假设包含 T 个样本）上
的对数似然函数学习得到：

θ∗ = arg max
θ
L(θ) = arg max

θ

T∑
t=1

logP (V (t)|θ).
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根据极大似然方法构建损失函数 L(θ)，计算可得

L(θ) =
T∑

t=1

log
∑
H

P (V (t),H|θ)− log
∑
V,H

exp
(
−E(V,H|θ)

)
.

为获得最优参数 θ∗，使用梯度下降法不断更新求 L(θ) 的最大值，使得模型
逐渐拟合训练数据的分布。

14 固体退火与经典模拟退火算法

14.1 固体退火

固体退火的核心概念是模拟固体从高温冷却到低温的过程，消除材料
内部残余应力，减少晶格缺陷（位错、空位），形成均匀晶粒。
退火典型工艺包含三个阶段：
（1）加热阶段：升温至再结晶温度以上（熔点的 30% 至 50%），原子动

能 Ek = 3
2
kBT 克服势垒，晶格解体，进入高能无序态。

（2）恒温阶段：高温保持足够时间，原子扩散重排，消除局部应力，形
成新晶核。系统处于热力学平衡态，微观状态随机热涨落。
（3）冷却阶段：缓慢降温（每小时数摄氏度），原子调整位置形成稳定晶

体结构。关键之处在于缓慢冷却使系统逼近热力学基态；过快冷却（淬火）
会导致非晶态或亚稳态。
物理基础——统计物理与自由能：
宏观系统以一定概率分布在微观状态中（正则系综）。能量为 Ei 的状

态出现概率为
P (Ei) =

1

Z
exp
(
− Ei

kBT

)
.

温度影响表现为：高温时状态概率相近，系统高熵、无序；低温时低能状态
概率高，系统趋于有序基态。
系统追求亥姆霍兹自由能最小化：

F = E − TS,

其中 E 为内能，S 为熵，T 为温度。高温时 −TS 熵项占主导，系统探索更
多构型；低温时能量项 E 占主导，系统聚焦于低能区域。缓慢冷却使系统
逼近基态，过快冷却会陷入局部极小（亚稳态）。
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物理基础——梅特罗波利斯准则与微观动力学：
1953 年梅特罗波利斯提出的蒙特卡洛方法用于模拟热平衡。若新状态

能量差 ∆E = Ej −Ei < 0（能量降低），则无条件接受；若 ∆E ≥ 0（能量
升高），则以概率

P = exp
(
−∆E

kBT

)
接受。该准则的意义在于允许系统暂时接受高能量状态，从而跳出局部能量
极小值，增加找到全局极小值的可能性。

14.2 经典模拟退火算法

算法核心逻辑：
A. 高温出发：计算初始解。
B. 邻域扰动：产生新解（模拟粒子无序运动）。
C. 能量比较：比较新旧解的目标函数值。
D. 概率转化：能量降低则直接转；能量升高则按 Metropolis 概率转化。
E. 降温迭代：达到热平衡后降温，在下一温度继续迭代。
F. 低温收敛：最终达到低温稳定状态，输出结果。
算法流程：
（1）定义决策变量：系统状态为N 维空间中的向量X = (x1, x2, . . . , xi, . . . , xN )，

初始时随机生成初始状态 x0。
（2）生成新状态：在当前解邻域内生成候选解，常用随机行走方法：

x′i = xi + Rnd[−ε, ε], i = 1, 2, . . . , N,

其中 Rnd[a, b]表示 [a, b]范围内的均匀分布随机值。新解为 xnew = (x′1, x
′
2, . . . , x

′
i, . . . , x

′
N )。

（3）接受函数（基于 Metropolis 准则）：计算能量差 ∆F = F (Xnew)−
F (X)，接受概率为

P (X,Xnew) =

1, if F (Xnew) < F (X),

exp(−∆F/λ), otherwise.

决策规则：若 P (X,Xnew) ≥ Rnd[0, 1]，则接受新解；否则保持当前解。参
数 λ（温度）较大时选择压力小（易接受劣解），应随算法进行逐渐减小。
（4）热平衡：在每一温度下，生成并测试足够多的新状态（通常为 M

个），目标是使解的分布在该温度下接近稳态（玻尔兹曼分布）。
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（5）温度下降：目标是 limx→∞ λx = 0（x > 0）。常见方法包括：
线性法：λn = λ0 −αx（α = λ0/T，需指定最大迭代次数），其中 λ0 为

初始温度，λk 为第 k 次迭代时的温度，T 为总迭代次数，α 为冷却因子。
几何法（推荐）：λx = λ0 · αx（无需指定最大迭代次数）。
（6）终止条件：达到预设的最大迭代次数；达到最低温度阈值；运行时

间达到限制；目标函数的增量改进连续多次低于阈值。

14.3 模拟退火算法的应用

神经网络训练是高维、非线性、非凸的优化问题。传统梯度下降法（如
随机梯度下降、Adam）依赖局部梯度，容易陷入局部极小点或鞍点，对初
始权重敏感。

SA-BP 算法结合模拟退火的全局搜索能力和反向传播的局部收敛速
度：

SA 阶段（全局探索）：利用 Metropolis 准则广泛搜索解空间，定位潜
在的全局最优区域，不依赖梯度，避开局部极小。

BP 阶段（局部开发）：基于梯度信息，在 SA 找到的最优区域内进行精
细化搜索，快速收敛。
效果：既保证解的质量（避免局部最优），又提高收敛效率。

15 费米-狄拉克分布与 FiDEL

15.1 费米-狄拉克分布

费米-狄拉克分布是量子统计学中描述全同且独立的费米子在热平衡状
态下占据量子态概率的统计规律，由恩里科·费米和保罗·狄拉克于 1926
年分别独立推导而出。
分布函数描述了全同费米子在热平衡状态下占据量子态的概率，其数

学表达式为
f(E) =

1

exp
(
(E − µ)/kBT

)
+ 1

,

其中 E 为量子态能量；µ 为化学势（在低温下近似等于费米能 EF）；kB 为
玻尔兹曼常数；T 为温度。
费米-狄拉克分布的核心源于泡利不相容原理：每个量子态最多只能被

一个费米子（自旋为半整数的粒子）占据。这一限制决定了分布函数 f(E)
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的取值范围为 [0, 1]，表示能量为 E 的量子态被占据的概率。f(E) = 1 表示
该态被完全占据；f(E) = 0 表示该态未被占据。
在绝对零度（T = 0K）时，系统处于能量最低状态，所有能量低于费

米能 µ 的量子态都被电子填满，所有高于 µ 的态则完全空着，此时分布函
数呈现为理想的阶跃函数：

f(E) =

1, E < µ,

0, E > µ.

这种被电子填满的海洋称为费米海。
当温度升高到 T > 0K 时，热能使部分电子获得足够能量，从略低于

EF 的态跃迁到略高于 EF 的空态上。在费米能附近（约 ∼ kBT 的范围内），
分布不再陡峭，而是形成平滑过渡的曲线，这种现象称为热激发拖尾。
在电子总数固定的系统中，µ 由总电子数守恒确定，满足

N =

∫
g(E)f(E) dE,

其中 g(E) 为态密度函数。

15.2 FiDEL 算法原理

FiDEL（基于费米-狄拉克的集成学习）是一种将费米-狄拉克分布应用
于二分类器函数的集成学习算法。其核心思想是利用费米-狄拉克分布的阈
值敏感性和概率饱和性，动态调整分类器权重，以平衡分类边界样本的判别
力与噪声鲁棒性。
核心映射关系：
（1）能量项 Ei(x)：基分类器 hi 对样本 x 的预测置信度 si(x) 被映射为

能量
Ei(x) = −si(x),

使得高置信度（低能量）的基分类器获得更高权重。
（2）化学势 µ(x)：反映集成模型对样本 x 的整体置信水平。初始值为

基分类器置信度的均值 µ0(x) = (1/M)
∑

i si(x)，后续通过优化损失函数动
态调整。
（3）温度参数 T：控制权重分布的陡峭程度。高温度（T ≫ 1）下权重

分布平缓，适用于噪声较多的数据集；低温度（T ≪ 1）下权重分布尖锐，
适用于置信度明确的清洁数据。
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权重分配函数：基分类器 hi 对样本 x 的权重由费米-狄拉克分布定义

wi(x) =
1

exp
(
(Ei − µ)/kBT

)
+ 1

.

自适应阈值优化：化学势 µ(x) 通过最小化交叉熵损失函数在线调整。
损失函数为

L(µ) =
N∑
j=1

log
(
1 + exp

(
−yj

M∑
i=1

wi(x)hi(xj)
))
,

采用随机梯度下降更新规则

µj ← µj − η
∂L

∂µj(xi)
,

其中 η 为学习率。
集成预测：对于新测试样本 x，通过加权聚合基分类器输出得到最终预

测

H(x) = sign
( M∑

i=1

wi(x)hi(x)
)
.

16 玻色-爱因斯坦分布及人工智能应用

16.1 玻色-爱因斯坦分布

玻色-爱因斯坦分布是量子统计力学中描述玻色子热平衡态占据行为的
核心理论工具。该分布由玻色与爱因斯坦于 1924 年提出，其物理基础源于
全同玻色子的波函数对称性要求及巨正则系综的统计理论。作为量子统计
力学的核心分布之一，其独特性在于描述全同玻色子的统计占据规律。
推导基础：系综理论。系综理论是统计物理的基石，由吉布斯于 20 世

纪初系统提出，旨在通过统计系综（即大量虚拟系统的集合）描述宏观系统
的热力学性质。其核心逻辑是：单个系统的微观状态随时间演化，但宏观可
观测量可通过系综平均获得。系综主要分为三类：
（1）微正则系综（NV E 系综）：固定粒子数 N、体积 V、能量 E 的孤

立平衡体系，与外界无能量和粒子交换。
（2）正则系综（NV T 系综）：固定粒子数 N、体积 V、温度 T，体系

与恒温大热库接触。
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（3）巨正则系综（µV T 系综）：固定化学势 µ、温度 T、体积 V，为与
大热库大粒子源接触的开放系统。
玻色-爱因斯坦分布必须从巨正则系综推导。核心原因在于：玻色子作

为全同粒子可大量占据同一量子态，固定总粒子数的正则系综会导致配分
函数难以化简；而巨正则系综允许粒子数涨落、只固定化学势，天然适配玻
色体系的粒子流动特性。其最大优势在于可将多能级配分函数分解为单能
级的乘积，使单能级占据数的统计可独立求解。
基于巨正则系综的推导过程：
假设系统有 N 个粒子，L 个单粒子能级 ε1 ≤ ε2 ≤ ε3 ≤ . . . ≤ εL。

一个微观状态可表示为 (n1, n2, . . . , nL)，满足约束
∑

i ni = N，总能量
E =

∑
i niεi。

在巨正则系综中，出现状态 (n1, n2, . . . , nL) 的概率为

φ(n1, n2, . . . , nL) =
exp
(
−β
∑

i ni(εi − µ)
)

Z
,

其中 β = 1/(kBT )，Z 为配分函数：

Z =
∑

n1,n2,...,nL

exp
(
−β
∑
i

ni(εi − µ)
)
=
∏
i

1

1− e−β(εi−µ)
.

第 i 个能级粒子数的期望为

n̄i =
∑

n1,n2,...,nL

φ(n1, n2, . . . , nL)ni.

将概率表达式代入，利用

n̄i =
1

β

∂ lnZ
∂εi

,

以及 lnZ = −
∑

i ln(1− e−β(εi−µ))，求导可得

n̄i =
1

eβ(εi−µ) − 1
.

此即为玻色-爱因斯坦分布。

16.2 量子行走

玻色-爱因斯坦分布主要应用于量子算法领域，为设计高效量子算法、突
破经典计算瓶颈提供核心工具。本节着重介绍量子行走。
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随机行走。随机行走是描述对象在空间中随机移动的数学模型。一维离
散模型中，粒子从原点出发，每步以 50% 概率向左或向右移动，步长为 1。
n 步之后粒子所处位置 x 的概率分布遵循二项分布。核心结论是位移平方
的期望方根与时间方根成正比。
量子化马尔可夫过程。经典马尔可夫过程的状态转移由概率矩阵描述。

将其量子化，状态用狄拉克符号（量子比特）表示。对于一个量子比特可表
示为

|ψ⟩ = α|0⟩+ β|1⟩ =

(
α

β

)
,

其中 |0⟩ = [1, 0]⊤，|1⟩ = [0, 1]⊤。
当转移概率 p1 = p2 = 0.5 时，对应的幺正矩阵为阿达马门

H =
1√
2

(
1 1

1 −1

)
.

其对基态的作用为

H|0⟩ = 1√
2
(|0⟩+ |1⟩), H|1⟩ = 1√

2
(|0⟩ − |1⟩).

为使量子演化符合经典马尔可夫过程的行为，引入一组特别的基

|H↑⟩ =
1√
2
(|0⟩+ i|1⟩), |H↓⟩ =

1√
2
(|0⟩ − i|1⟩).

以它们作为初态，无论演化多少次，都能给出符合经典马尔可夫过程的结
果。
量子行走具体构建流程：
（1）定义系统构成与初态：粒子位置由波函数 |ψp⟩ 描述，存在于所有

可能位置的叠加态
|ψp⟩ =

∑
x

cx|x⟩,

其中 |x⟩ 表示粒子在位置 x 的基态，cx 是对应的复振幅，满足归一化关
系。初始状态用 ψQ 描述马尔可夫状态变量的量子比特，初态表示为 ψ0 =

ψQ0
⊗ ψP0

，其中 ⊗ 表示张量积。
（2）定义核心演化算符：
翻转算符 C 对量子比特进行翻转，模拟马尔可夫过程的状态转移：C =

H ⊗ Ix，其中 Ix 表示对坐标波函数的单位矩阵。
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粒子移动算符 S 将量子比特的 |0⟩ 分量对应的坐标分量右移，将 |1⟩ 分
量对应的坐标分量左移：

S = |0⟩⟨0| ⊗
∑
x

|x+ 1⟩⟨x+ 1|+ |1⟩⟨1| ⊗
∑
x

|x− 1⟩⟨x|.

（3）形成一次完整演化：分别用 C 和 S 对初态进行作用，一次完整的
量子行走步为

|ψn+1⟩ = S · C|ψn⟩.

16.3 量子行走神经网络

基于图的量子行走建模：给定一个无向图 G = (V,E)，定义由基向量
{epv, v ∈ V } 张成的向量空间 Hp 描述量子游走者在图上的位置，以及由基
向量 {eci , i ∈ {1, . . . , d}} 张成的向量空间 Hc，其中 i 对应于入射到某个顶
点的边，d 是图的最大度。二者的张量积 Hw = Hp ⊗ Hc，其基态形式为
epv ⊗ eci，表示游走者位于节点 v 且沿第 i 条入射边的自旋状态。
行走者的位置为位置基态的线性叠加

∑
v∈V αve

p
v，其中

∑
v |αv|2 = 1，

|αv|2 为测量到游走者在节点 v 的概率。
初始叠加态为 Φ(0)，经过 t 步演化后的状态为 Φ(t) = U tΦ(0)，其中 U

为单步演化算符。量子行走的演化行为由初始叠加态 Φ(0) 和硬币算子 C 共
同决定，这也是量子行走神经网络可学习参数的来源。
量子行走神经网络架构：量子行走神经网络通过学习行走者的硬币算

子 C 和初始叠加态来学习图上的量子随机行走，架构分为量子行走层和
量子扩散层。论文中设置了两种硬币算子：空间硬币算子（每个节点一个
独立硬币算子）Cs ∈ RN×d×d 和时间硬币算子（每个时间步一个共享硬
币算子）Ct ∈ RT×d×d。给定初始叠加态 Φ(0) ∈ RW×N×d 以及移位算子
S ∈ ZN×d×N×d

2 ，量子行走神经网络接收节点特征矩阵 X ∈ RN×F 并输出扩
散后的特征 Y ∈ RN×F。
量子行走层实现量子游走的 T 步演化，硬币算子的迭代公式分别为

Φ
(t)
·i· ← Φ

(t−1)
·i· · Csi （空间硬币，i 为节点索引）,

Φ
(t)
·i· ← Φ

(t−1)
·i· · Ct （时间硬币，t 为步数）.

移位算子的迭代公式为 Φ(t) ← Φ
(t)
coin : S，其中 : 表示在两个维度上做

内积。
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量子扩散层将量子行走的最终叠加态 Φ(T ) 转化为经典扩散矩阵 P ∈
RN×N，对最终叠加态的自旋状态取模平方求和：

P ←
∑
k

Φ
(T )
··k ⊙ Φ

(T )
··k ,

其中 ⊙ 为按元素乘法，Puv 表示游走者从节点 u 到 v 的转移概率。
最后进行特征扩散与输出：

Y ← h(PX + b),

其中 b 为偏置项，h 为激活函数。该公式与经典图神经网络的扩散形式一
致，但扩散矩阵 P 由量子游走学习得到。

16.4 量子蒙特卡洛方法

玻色-爱因斯坦分布精准刻画了全同玻色子在热平衡下的能态占据规律，
其核心的玻色凝聚特性（大量粒子在临界温度下集中占据基态）为量子系统
的最优态定位提供了关键的统计基准。但面对高维多玻色子系统，直接解析
求解的复杂度呈指数级增长，经典数值方法难以胜任。量子蒙特卡洛方法借
助高效高维采样能力，优化梯度计算、损失求解与参数优化，并可抑制量子
测量噪声、提升训练稳定性。
前置知识——变分蒙特卡洛。变分蒙特卡洛基于量子力学的变分原理：

对于任何试探波函数 ψT (r)，哈密顿算符的期望值

ET =

∫
ψ∗
T (r)ĤψT (r) dr∫
ψ∗
T (r)ψT (r) dr

≥ E0

是真实基态能量 E0 的上限。在变分蒙特卡洛中，目标是通过改变试探波函
数 ψT (r) 中的参数使 ET 最小化。

将期望值 ET 重写为蒙特卡洛友好的形式：

ET =

∫
P (r)HL(r) dr,

其中 P (r) = |ψT (r)|2，HL(r) = ψ−1
T (r)ĤψT (r)为局部能量。根据分布 P (r)

随机采样配置空间来近似积分

ET ≈
1

N

N∑
i=1

HL(ri).
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量子变分蒙特卡洛：核心用于能量最小化问题，通过参数化量子态（量
子神经网络输出态）近似目标量子态，最小化能量期望值。设目标哈密顿量
为 Ĥ，量子神经网络输出态为 |ϕθ⟩，则能量期望值为

⟨Hθ⟩ = ⟨ϕθ|Ĥ|ϕθ⟩.

量子变分蒙特卡洛通过采样估计 ⟨H(θ)⟩，并迭代优化量子神经网络参数 θ

以最小化该期望值。量子优势在于利用量子干涉效应抑制能量估计的方差，
使优化更稳定。

17 朗之万方程与朗之万扩散模型

17.1 朗之万动力学方程

朗之万方程由法国物理学家保罗·朗之万于 1908 年提出，描述随机动
力学系统，将确定性阻尼和随机涨落结合，连接微观随机过程与宏观统计规
律。
朗之万方程的形式为

m
dv

dt
= −γv + F (t),

其中 m 为粒子质量；v 为速度；−γv 为与速度成正比的阻尼力；F (t) 为随
机涨落力（模拟粒子与周围分子的无规则碰撞）。
通常假设 F (t) 为白噪声，满足均值 ⟨F (t)⟩ = 0 与关联函数

⟨F (t)F (t′)⟩ = 2kBTγδ(t− t′).

朗之万动力学采样是扩散模型中的核心采样过程。给定概率分布 p(x)，
通过计算概率密度函数的梯度并加入高斯噪声，迭代采样出高概率样本：

xt+1 = xt + τ∇x log p(xt) +
√
2τz, z ∼ N (0, I),

其中 τ 为迭代步长；x0 为初始白噪声。该过程类似于随机梯度下降，但目
标是寻找概率密度的极大值区域而非最小化损失函数。
推导朗之万动力学采样：基于牛顿第二定律和力与能量的关系 F =

−∇U(x)，代入布朗运动方程

m
dv(t)

dt
= −γv(t) + η, η ∼ N (0, σ2I),
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其中 −γv(t) 为摩擦力，η 为随机力。在时间离散化（设 ∆t 为常数）后

xt+1 − xt
∆t

=
1

γ
∇U(x) +

σ

γ
z.

令 τ = ∆t/γ，得到

xt+1 = xt + τ∇U(xt) + τσzt.

为采样出概率密度最大的样本（即势能 U(x) 最低），需修正梯度方向。
结合玻尔兹曼分布 ∇ log p(x) = −∇U(x)，并令 σ =

√
2/τ，得到最终采样

公式
xt+1 = xt + τ∇x log p(xt) +

√
2τz.

该式与随机梯度下降形式高度相似，但目标是寻找概率密度极大值。
朗之万方程的核心价值与理论意义：确定性与随机性的统一建模；涨

落-耗散定理揭示了开放系统中能量耗散与随机涨落的内在联系；推动了朗
之万蒙特卡洛算法的发展，广泛应用于贝叶斯推断和扩散模型（如去噪扩散
概率模型）的潜空间探索。

17.2 朗之万方程在扩散模型中的应用

扩散模型的本质是通过两个马尔可夫过程实现数据生成：正向过程从
真实数据 x0 出发逐步添加高斯噪声，最终得到纯噪声；反向过程从纯噪声
出发逐步去除噪声恢复真实数据。
朗之万方程是连接扩散模型、非平衡热力学与随机过程的关键桥梁：正

向加噪过程是漂移项为零的朗之万扩散特例；反向去噪过程以朗之万采样
的逆过程为建模依据；采样过程本质上是朗之万采样的数值实现。
扩散模型与朗之万方程的结合：分数匹配生成模型
生成式模型的核心任务是学到具有期望特征的数据分布 p(x)。传统神经

网络直接用最大似然估计拟合 p(x)面临困境：分布函数应满足 ∀x, p(x) > 0

且
∫
p(x) dx = 1，但很难对神经网络进行有效的建模和训练。
新的分布函数构造方法：假设神经网络拟合出普通实函数 fθ(x)，则可

用如下方法构造合法分布函数

pθ(x) =
e−fθ(x)

Zθ

, Zθ =

∫
e−fθ(x) dx,

此即能量模型对数据分布的建模。
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为绕过配分函数 Zθ 的计算困难，引入分数函数（Score function）

sθ(x) = ∇x log pθ(x).

sθ(x)是对数概率密度函数关于随机变量 x的梯度。当对 x求梯度时，logZθ

视为常数变为零，绕开了繁琐的高维积分。
损失函数定义为

θ∗ = arg min
θ

Ep(x)

[∥∥sθ(x)− s(x)∥∥2],
然后使用分数匹配方法，通过数学推导得出不含 s(x) 的优化目标。

扩散过程的朗之万动力学采样：

xt+1 = xt + τ∇x log p(xt) +
√
2τz,

式中 ∇x log p(xt) 即分数函数。将 xt 和 xt+1 分别比作图像在 t时刻和 t+1

时刻的状态，则此方程可以理解为让图像从某个状态根据分数函数运动到
概率较高的真实图像的过程。


