
现代物理与人工智能-II（第二部分）

韩子慕，王浩朴

1 序言

本复习资料针对《现代物理与人工智能》课程，主要内容忠实于授课
PPT，并对 PPT 上难以理解（或有省略）的部分进行了补充说明。能给出
例题和示例的部分，我们准备了一些练习题供大家参考。2025 年考过的题
目均以脚注的形式标明。
本复习资料由韩子慕和王浩朴编写。其中热力学与人工智能、统计物理

与人工智能、物理仿真内容由韩子慕编写，量子力学与人工智能、混沌与分
形部分由王浩朴编写。如有问题请联系对应编者。

2 反馈与迭代系统

2.1 反馈系统的构成

反馈系统的基本构成有：输入单元、处理单元、控制单元、输出单元

图 1: 反馈系统基本构成
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2.2 反馈的基本类型

2.2.1 单步反馈系统

即 xn+1 = g(xn)，主要例子是求平方根。对于牛顿法求解 x2 = a, a ≥ 0，
其可以转变为

xn+1 =
1

2
(xn +

a

xn

)

有效性分析有当 xn = (1 + en)
√
a 时：

xn+1 = (1 +
e2n

2 + 2en
)
√
a

en+1 =
e2n

2 + 2en

当 en 很小时，有 en+1 ≈ 1
2
e2n，误差是平方级缩小的。

2.2.2 两步反馈系统

即 xn+1 = g(xn, xn−1)，主要例子是斐波那契数列：xn+1 = xn+xn− 1。
我们从中也可以得到黄金分割率：

r = lim
n−→∞

xn+1

xn

=
1 +

√
5

2
≈ 1.618

2.2.3 带存储功能的反馈系统

引入一个带内部存储单元的处理器，这样两步迭代 xn+1 = g(xn, xn−1)

可以如下实现：
1. 准备过程：用 x0 初始化存储单元，用 x1 初始化输入单元。
2. 迭代过程：计算 xn+1 = g(xn, xn−1)，然后用 xn 更新存储单元，用

xn+1 更新输入单元。实际上，带存储功能的反馈系统一定程度上等同于单
步反馈，只不过输入与输出信息以矢量模式来处理（输入 (xn−1, xn)，输出
(xn, xn+1)）。

2.2.4 具有两个变量的单步反馈系统

引入新变量 yn = xn−1，则可以将两步反馈问题转换为单步反馈问题。
令 Zn = (xn, yn)，则两步反馈问题等价于 Zn+1 = g(Zn)。
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图 2: 双变量反馈系统

2.2.5 基于联合公式的单步反馈系统

有两个例子：帐篷变换和（3A+1）问题（会进入一个循环）

图 3: 两个例子

2.2.6 随机反馈迭代系统

也有两个例子：幸运轮盘机（混沌问题）和谢尔宾斯三角形的产生。
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图 4: 两个例子

2.3 误差

2.3.1 误差的产生

误差产生主要有两种方式：超出了处理器能处理的数字位数（比如计算
器只能保留 4 位小数，却在计算过程中出现了 5 位小数）；超出可读取的有
效数字（受测量工具限制，只能获取有限位数的数据，无法获取无理数等数
据）。

2.3.2 误差也能产生严重后果

开普勒天体运动模型的建立。

2.3.3 误差的传播与累积

初始的小误差可能导致大得多的最终误差（三体问题、SLAM 地图建
图误、天气模型）。
下面针对 Logisitic 模型来分析误差:

pn+1 = pn + rpn(1− pn)
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其中 pn 是相对人口数量
我们无法直接获得 pn 的表达式，只能通过 n 次迭代才能获得。而在迭

代过程中就会出现数字过长不得不省略的问题。
Lorenz 实验是指在中间计算过程中只是减少了小数精度，最终却对结

果有很大影响。这也表明，只要是有限精度的计算，混沌的破坏作用就无药
可治，系统的可预测性会被破坏。

3 经典分形和自相似

3.1 经典的分形场景

十进制系统，Cantor 集，Koch 集，Peano 曲线，Hilbert 曲线都是经典
的分形系统。

图 5: 经典分形图像

3.2 空间填充曲线

直观上，我们认为直线是典型的一维对象，而平面是典型二维对象。但
是 Peano 曲线与 Hilbert 曲线则证明线段也可以是二维的。
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图 6: Peano 曲线

根据图中的变换规则，我们可以得到：1. 在第 k步之后，直线段长度变
为原来的 1

3k
，曲线总长度变为原来的 3k。它是一条不断递归弯曲的线，能

够遍历正方形中的每一个点，所以其可以充满一个二维结构。注意，Peano
曲线是满射而不是双射（即正方形中的某个点可以对应着曲线中的很多点）。

图 7: Hilbert 曲线

但是注意，并不是随意一条曲线就是可以平面填充的，比如 Z 字形曲
线就不是一条平面填充曲线。
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图 8: Z 字形曲线

如果用数学函数来描述生成过程，则引入一个帐篷变换

h(x) =

2frac(x), frac(x) ≤ 0.5

2(1− frac(x)), frac(x) > 0.5

则每一步构造的曲线形式为 y0(x) = h(x), y1(x) = h(2x), ..., yn(x) = h(2nx), ...

其中 x ∈ [0, 1]。几乎所有点 x 对应序列 {yi(x)}∞0 都没有极限。

3.3 曼德勃集合与 Julia 集

3.3.1 曼德勃集合

曼德勃集合：对 zn+1 = z2n + C，当 z0 = 0 时，如果序列不发散（有
界），则这个 C 属于曼德勃集合（C 为复数）。
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图 9: 曼德勃集合

3.3.2 Julia 集合

对 zn+1 = z2n + C，当 C 固定时，最后的 Z 值有三种可能：1. 趋向无
穷 2. 趋向 0 3. Z 值是变化的。我们通过复数的模长来研究这个迭代（以
C = 0.3 为例）:

图 10: 12 次迭代后模长

上图中，大部分区域的模长越来越大，而原点附近四叶草区域内的模长
并不大。上图也可以理解为随着迭代次数的增加，复平面上各点模长的发散
速度。
而有一些点随着迭代次数的增加并不会趋向无穷（比如不动点），我们

把这些点组成的集合叫做 Julia 集。当 C=0.3 时，其 Julia 集是由一些弧点
组成的，我们无法画出。但是当 C=-1 时，它的 Julia 集是连通的。（中间黄
色和紫色的点）。同时，C 也可以是复数，例如 0.2 + 0.5i，它的 Julia 集也
是连通的。
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图 11: C=-1 时，12 次迭代后模长

Julia 集的二分定理：一个 Julia 集要么是完全连通的（任意两点间有
通路）；要么是完全不连通的（全是孤立点）。
在研究 Julia集时，我们经常设定 |C| < 2，所以如果一次迭代后的结果

|zn| > 2，那么 |zn+1| > |zn|，后续一定是发散的。所以只要有一步 |zn| > 2，
就一定是发散的。由此我们也可以得出另一种生成 Julia 集合的方式，即要
求无限迭代后模长仍不超过 2的点。所以可以从半径为 2的圆开始倒推，进
行反向迭代（即先 −C，再开根）。下面将展示 C=-1 怎么求解。

首先画出半径为 2 的圆

图 12: 半径为 2 的圆

然后进行 12 次反向迭代后可得
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图 13: 反向迭代 12 次后

我们再考虑 C = −1 − 0.9i 的情况，经过几次迭代后，得到如下图像
（某次反向迭代开方之前的图像）：

图 14: C = −1− 0.9i 时

我们发现原点不在图像中，表明 0 并不属于它的 Julia 集。而一个不含
原点的区域开方后一定会得到不连通的两块区域。说明该 Julia 集不连通，
即到最终阴影的总面积越来越小，只剩下一些离散的点。推广到更一般的情
况，如果我们想看一个 Julia 集是否连通，只需要看对初始值 0 迭代无数
次，所得的模长是否趋向无穷大。如果你还有记忆的话，这就是曼德勃集合
（Mandelbrot）。

由于曼德勃集合可以包含于一个以原点为圆心，半径为 2 的圆内，所
以常常假设 C < 2。曼德勃集合内的点对应一个连通的 Julia 集，集合外的
点对应一个离散的 Julia 集。所以越靠近曼德勃集合边界的 Julia 集形状越
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奇怪。曼德勃集合把 Julia 集中十分重要的零点信息汇集了起来，自然而然
地归纳出了所有 Julia 集，是 Julia 集的缩略图。

3.4 毕达哥拉斯树

3.4.1 构造

图 15: 毕达哥拉斯树的构造

3.4.2 不同形态

通过改变直角三角形的形态（直角边边长的变化）与生成方向（正方形
哪个边上长出直角三角形）这两方面，可以得到不同形态的毕达哥拉斯树。

4 极限与自相似性

4.1 极限与分形图像

分形图像都是通过一个构造过程得到的。理想情况下，此过程应该是无
限进行下去的，有限次产生的分形不是真正的分形图像。所以分形只存在于
理想状态下。
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图 16: 连分数的性质

4.2 连分数

4.2.1 连分数定义

首先我们要确定一点，就是任意实数都可以表示成无穷级数的形式 r =∑∞
i=0 ai10

−i。例如：57
17

= 3 + 1
2+ 1

1+ 1
5

= [3; 2, 1, 5]。（注意一开始是分号）常

见的还有黄金分割 x = 1+
√
5

2
= [1, 1, ...]。

4.2.2 连分数分类

分为有限连分数与无线连分数。其中所有有限连分数都表示一个有理
数，所有无限连分数都表示一个无理数。
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4.2.3 连分数的性质

4.2.4 拓展：连分数的计算

对于有理数，可以直接通过分母除分子，然后化成真分数来计算，例如
57

17
= 3 +

6

17
= 3 +

1

2 + 5
6

= 3 +
1

2 + 1
1+ 1

5

而对于无理数（我们可以只考虑能用整数二次方程算出的），我们只需
把整数部分与小数部分拆开，再对小数部分取倒数，重复上述操作即可，例
如：

√
2 = 1 + (

√
2− 1) = 1 +

1

2 + (
√
2− 1)

= [1, 2, 2, ...]

5 分形维数

5.1 自相似维数

尺度因子 r 表示经过一次操作后，每一最小单位的物块其边长变为了
原来的几倍。子块数目 a 表示经过一次操作后，需要多少个原物块来组成
新物块。此时其自相似维数 Dr =

log(a)

log( 1
r )
。例如，对 koch 曲线 scale 为 1

3
来

讲，r = 1
3
, a = 4。

图 17: koch 曲线

对于几部分的尺度因子不一致的情况，我们通过计算

rD1 + rD2 = 1

其实，对尺度因子相同，分成 a 部分的情况，我们也可以这样计算，即

a ∗ rD = 1



5 分形维数 14

图 18: 盒维数定义

所以这个公式来计算自相似维数其实是全部适用的。

5.2 盒计数维数

5.2.1 定义

所以盒维数为 d 时，有

lim
r−→0

Nr(A)
1
rd

= k

经过变换得

d = lim
r−→0

Nr(A)

log( 1
r
)

式子里的 Nr(A) 可以看作自相似维数中的 a 值

5.2.2 计算

由于很难直接计算，所以可以以 log( 1
r
) 为横坐标，log(Nr(A)) 为纵坐

标，描点并计算斜率（常用最小二乘法）就可估计出盒维数。盒维数可以用
于自相似形状，非自相似形状，甚至高维空间中的对象。

5.3 豪斯多夫维数（Hausdorff）

5.3.1 定义

集合 F 的直径定义 (就是相距最远的两点之间的距离)：

|F | = sup{|x− y| : x, y ∈ F}

集合覆盖的定义：对于 U = {Ui} 是可数的子集族，且 ∀i, |Ui| < δ 和
F ⊂

∪
Ui 均成立，则称 U 是 F 的一个 δ 覆盖。
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定义：
Hs

δ (F ) = inf{
∑
i

|Ui|s}

则对于给定的 F 和 s，Hs
δ (F ) 是 δ 的减函数（当 δ1 < δ2 时，F 的 δ1 覆盖

包含于 F 的 δ2 覆盖），我们由此定义 Hs(F ) = lim
δ−→0

Hs
δ (F )。Hs(F ) 可能是

非负数或 +∞，称它为 F 的 s 维 Hausdorff 测度。当原物体比例扩大 λ 倍
时，s 维 Haudsorff 测度扩大 λs 倍。

下面定义 Hausdorff 维数

图 19: 豪斯多夫维数

6 分形图像编码

6.1 分形空间定义

设 H(X) 是 X 的所有非空紧子集构成的集合，距离 d 定义为：

图 20: 距离 d 的定义

我们可以看出，点与集合间距离是点到点距离的最小值；集合与集合距
离是点到集合距离的最大值，且 d(A,B) ̸= d(B,A)。
下面引入分形空间的概念：
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图 21: 分形空间的定义

设 fn(n = 1, 2, ..., N) 是完备度量空间 (X;d) 上的一族压缩映射，压缩
因子 0 ≤ sn ≤ 1，
定义 Hutchinson(哈钦森) 算子 f : H(x) −→ H(x)

f(B) =
N∪

n=1

fn(B), B ∈ H(x)

则 f 是 (H(x), h) 上的压缩映射，且满足

h(f(A), f(B)) ≤ max
n

(sn) ∗ h(A,B), ∀A,B ∈ H(x)

此时 fn(n = 1, 2, ..., N) 也够成了一个迭代函数系统。注意压缩映射具有唯
一的不动点。
上述表述笔者表示看不懂，虽然其数学概念较为抽象，不过具体而言其

实就是对原图形中的每个点分别过一遍 fn(n = 1, 2, ..., N) 操作，就能得到
下一个迭代图形。例子是简单易懂的，以 Koch 曲线为例：

图 22: Koch 曲线的形成
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6.2 分形图像的性质

1. 吸引子：对一个迭代系统来说，其 Hutchinson 算子的最终迭代结果
与初始图形无关，都会收敛到一个固定的图形，此图形被称为迭代系统的吸
引子。

2. 不变性：吸引子本身是该迭代系统的不动点，即对最终图像 E，有
f(E) = E。

6.3 一种二维 IFS 的具体生成方法

其实就是用缩放旋转平移的方式来表达 fn(n = 1, 2, ..., N)。对压缩映
射 wi，我们写成如下形式：[

x

y

]
=

[
ai bi

ci di

][
x

y

]
+

[
ei

fi

]

令 ai = ricos(θi), bi = −qisin(φi), ci = risin(θi), di = qicos(φi)。我们称
ri, θi, ei 为 x 的压缩因子，旋转角度与位移；我们称 qi, φi, fi 为 y 的压缩因
子，旋转角度与位移。
我们用上述方法来表达 Koch 曲线时:

图 23: Koch 曲线的另一种表达方式
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6.4 拼贴定理及其推论

图 24: 拼贴定理与推论

该推论说明，对于任意图像，我们可以构造一个双曲迭代系统来无限逼
近此图像，这可以用来进行图像的压缩保存与生成。

6.5 分形图像编码过程

1. 压缩过程：先将图像分块，然后对每一个块进行各种变换（压缩、旋
转、平移、灰度变换等）, 然后看和哪一个分块最累死，并记录下变换过程
和变换后的最佳匹配块的位置，形成编码文件，再对文件进行压缩保存。

2. 解压缩过程：对文件进行解压缩形成编码文件，然后对图像进行压
缩过程中同样的分块，之后对每一块进行记录下的变换并放到记录的最佳
匹配块的位置，并重复上述操作直到收敛为止。所得的图像就是原图像的一
个近似。

7 混沌与人工智能概述

7.1 动力学系统

非线性动力学系统定义：力或微分方程中含有坐标或速度的非线性项
的系统，例如：

mẍ = −kx− 2βẋ2

mẍ = − k

x2
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动力学系统主要有两类：微分方程（连续时间）和迭代反馈系统（离散
时间）。其中迭代反馈系统在分形章节已进行了讲解。
动力学系统既有确定性（哈雷彗星、海王星的位置被预测、日月蚀），又

有不可预测性（湍流、三体问题、天气系统）。
常微分方程可以分为自治方程与非自治方程：不显示含时间的是自治

方程（mẍ = F (x, ẋ)）；显示含时间的是非自治方程 (mẍ = F (x, ẋ, t))。
自治方程的一般形式：

图 25: 自治方程的一般形式

非自治方程的一般形式：

7.2 相空间

相空间，也就是状态空间，是由广义坐标和广义动量（速度）张成的空
间，也称相宇。例如下图的弹簧阻尼振子：

8 运动稳定性分析

8.1 非线性方程解的各种形式

先写出非线性方程的一般形式：

ẋi = fi(x1, x2, ..., xn), i = 1, 2, ..., n

此方程的一个解就是指在 x-t 图像中的一条运动曲线。
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图 26: 非自治方程的一般形式

1. 定态解（平衡点，奇点）

ẋi = 0, i = 1, 2, ..., n

2. 发散解 xi 之一或几个随时间无限地偏离初值。
3. 振荡解既不趋于无穷大，也不终止于某一点，而是在一定区域内无

穷变化。以下情况都属于振荡解：

8.2 解的稳定性

Lyapunov 稳定性（非线性稳定性）的定义（右上角的图中，左边不是
Lyapunov 稳定，右边是）：
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图 27: 弹簧阻尼振子系统

图 29: Lyapunov 稳定性

Lyapunov 稳定表明在特殊解初始条件附近取的初始条件，最终得到的
解也在特殊解附近。
同时，如果特殊解 x0(t) 本身是稳定的，且 lim

t−→∞
||x(t)− x0(t)|| = 0，则

称 x(t) 是渐进稳定的。（图中只有 2 是渐进稳定的，其他不满足上述的解是
不稳定的）
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图 28: 振荡解的不同形式

图 30: 渐进稳定的定义

8.3 线性稳定性分析

8.3.1 线性稳定性定理

线性稳定性定理：设 xi0(t) 为方程的一个解（参考解），为研究该参考
解的稳定性，则选一个附近的解 xi(t) = xi0(t) + δi(t)，称扰动解。则有

ẋi(t) = ẋi0(t) + δ̇i(t)

δ̇i(t) =
n∑

j=1

(
∂fi
∂xj

)0δj

此式即为非线性方程组在参考态 xi0(t) 附近的线性化方程组。
Lyapunov 间接法：
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若线性化方程的原点 δi = 0 是渐进稳定的，则原非线性方程的参考态
xi0(t) 是渐进稳定的；若线性化方程的原点 δi = 0 是不稳定的，则原非线性
方程的参考态 xi0(t) 是不稳定的。

8.3.2 线性化方程组的解及其稳定性

下面来对上面求得的线性化方程组求解（只考虑二阶情况）
δ̇1 = α11δ1 + α12δ2

δ̇2 = α21δ1 + α22δ2

αij = ( ∂fi
∂xj

)0

由此得到特征矩阵（雅可比矩阵）

(
α11 α12

α21 α22

)
，并构造出 τ = α11+α22,∆ =

α11α22 − α12α21。得到其特征矩阵的特征值 λ1,2 =
τ±

√
τ2−4∆
2

。
此时 δ1,2 是 eλ1t 与 eλ2t 的线性组合。所以有：

图 31: 特征根分析

根据对稳定性的研究，我们再把稳定解分为了结点（两实根且符号一
致）、焦点（两复根）、中心（两纯虚数根）、鞍点（两实数根且符号不一致）
等。
注意线性稳定性定理只适用于分析非线性方程奇点及其附近的解的性

质，离奇点越远，线性化误差越大。
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图 32: 奇点的不同分类

9 极限环——渐进稳定的周期震荡

定义：相空间里孤立的（极小临域内无其他闭轨道）闭曲线，称为极限
环。需要注意，守恒的周期震荡（x(t) = Acos(t)+Bsin(t)）不是极限环（在
闭曲线的极小临域内有其他闭轨道）。

9.1 极限环的稳定性

从极限环的内外两侧出发的任意曲线，随着 t −→ ∞，都趋于该极限环，
则极限环稳定，否则称为不稳定。在不稳定的情况中，如果有一侧（内/外）
的任意曲线，随着 t −→ ∞，趋于该极限环，另一侧并没有，则称为半稳定的
极限环（也是一种不稳定的极限环）。

图 33: 极限环的稳定性



10 分岔 25

9.2 极限环的判定

庞加莱-班狄克生判据：

图 34: 庞加莱-班狄克生判据

通俗来讲，一般对极限环的判定过程是：先用极坐标表示相空间中的
x1,2，然后算出其闭轨道（例如 r = r0）, 并判断当 r < r0 时，r 是否增大；
r > r0 时，r 是否减小。以 PPT 中的方程为例：ẋ1 = x2 − x1(x

2
1 + x2

2 − 1)

ẋ2 = −x1 − x2(x
2
1 + x2

2 − 1)

用极坐标表示得−rsin(θ)θ̇ + cos(θ)ṙ = rsin(θ)− rcos(θ)(r2 − 1)

rcos(θ)θ̇ + sin(θ)ṙ = −rcos(θ)− rsin(θ)(r2 − 1)

由于要对任意 θ 成立，则要让等式左右两侧 cos(θ), sin(θ) 系数相同，得θ̇ = −1

ṙ = r − r3

由 ṙ = 0 可得平衡态为
r1 = 0, r2 = 1

说明原方程的极限环是在 r = 1 的圆环上，以 θ̇ = −1 的角速度匀速转动
的。并且此时 ṙ = r(1− r2)，当 r > 1 时，ṙ < 0，r 会缩减到 1；当 r < 1

时，ṙ > 0，r 会增大到 1。说明此极限环是稳定的。

10 分岔

分岔问题是非线性问题
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10.1 定义

分岔的定义：动态系统的定态行为随着系统参数的改变而发生质的变
化。泛指在动力学系统中当控制参量改变时，其相图发生拓扑结构的突然变
化（比如解的数目，解的稳定性等）。
例如弹性压杆超过压杆的临界负荷时发生弯曲就是一种分岔。

10.2 分岔的类型

我们知道方程组的雅可比矩阵特征值决定了系统的稳定性，所以我们
可以根据雅可比矩阵特征值的变化类型将分岔分成 3 组类型：

图 35: 分岔的类型

其中，叉型分岔与鞍形分岔是实分岔，而霍普分岔是一种复分岔。而且
不管哪种分岔都应满足 d(Re[λ(µ)])

d(µ)
̸= 0（否则解的稳定性就不会发生变化）。

根据系统发生变化的类型也可分为动态分岔（解的类型发生变化，例如
霍普分岔就让解从平衡点变为了周期解）与静态分岔（系统平衡点的数目和
稳定性变化，例如叉型分岔与鞍形分岔）。
根据系统发生变化的范围也可分为局部分岔（静态分岔和霍普分岔）和

全局分岔（除静态分岔和霍普分岔外其他的分岔）。

10.3 典型案例

以 PPT 中的方为例:ẋ = −y + x[µ− (x2 + y2)]

ẏ = x+ y[µ− (x2 + y2)]
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令 ẋ = 0, ẏ = 0 得一个平衡点 x = y = 0，对这个平衡点求其线性化方程组

（Lyapunov 间接法）的雅可比矩阵得
(
µ 1

1 µ

)
，得出特征值 λ = µ± i。

由此可见当参数 µ由负变正时，λ分别从上下方穿过虚轴，定态解 (0,0)
由稳定的平衡点转变为不稳定的平衡点。

10.4 求解方法

庞加莱——伯克霍夫规范型方法：
对于微分方程 ẋ = f(x), x ∈ Rn 且 f(0) = 0，我们可以在原点附近找

一个坐标的 r 次变换，使得在新坐标系中，微分方程可以化为下面的标准形
式：

ẏ = Ly + g2(y) + ...+ gr(y) + o(||y||r)

系统 ẏ = Ly + g2(y) + ...+ gr(y) 称为原系统的一个 r 阶 PB 范式。形象地
说，就是用一个“聪明的变量变换”，把系统简化到只保留“真正影响动力
学的项”。（线性项 + 少量非线性项）
中心流形定理：
把一个对 n 维动力系统在奇艺点附近的各种性态研究转化为一个 m 维

（m < n）中心流形上的流的方程去研究。

10.5 庞加莱映射

定义：对一个连续运动的轨迹用一个截面（庞加莱截面）将其横截。在
截面上，轨迹下一次穿过截面的点 X(n+1)可以看成上一次穿过的点 X(n)

的一种映射 X(n+1) = f(X(n))(n = 0, 1, ...)。这个映射就叫做庞加莱映射。
庞加莱映射的核心思想就是把连续时间系统的运动，转化为离散迭代问题。
当庞加莱截面上只有一个不动点和少数离散点时，可判定运动是周期

的；当 Poincare截面上是一封闭曲线时，可判定运动是准周期的；当 Poincare
截面上是成片的密集点，且有层次结构时，可判定运动处于混沌状态。

10.6 自然界中的分岔现象

水的固液气态变化、房屋高楼的倒塌、沙丘的起伏、管乐/弓弦乐/所有
的噪音产生/震颤/“捕食者”振荡/风的成因（霍普分岔）。
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11 混沌

11.1 混沌的发现

庞加莱：确定性动力学系统的某些解有不可预见性。（与之相对的是拉
普拉斯兽）；杜芬方程是混沌学研究中的常见方程；洛伦兹（此洛伦兹非彼
洛伦兹）通过对天气的简化模型的研究，在计算机上发现了似随机的运算结
果，即“混沌”；伊侬在研究太阳系时得到了一种简单的吸引子，解决了太
阳系的稳定性问题；茹勒和塔肯斯引入了“奇怪吸引子”概念；李天岩和约
克揭示了从有序到混沌的演化过程，提出了“Chaos/混沌”一词；Logistic
模型（人口方程）中包含了分岔和混沌；
菲根鲍姆发现了在倍周期分岔中的标度性和普适常数。菲根鲍姆常数描

述了倍周期分岔之间间距的缩放规律，其值约为 4.6692，即有 lim
n−→∞

rn−rn−1

rn+1−rn
=

4.6692...，ri 为每次分岔时的参数值。

11.2 混沌的定义

混沌是“无序中的有序”，有序是指其确定性，无序是指其最终结果的
不可预测性。
作为一个科学概念，混沌是指一类确定性非线性系统长期动力学行为

所表现出的似随机性。

11.3 混沌的特征

对初始条件的敏感性（蝴蝶效应）、不可预测性（三体问题）、有界性和
遍历性（始终局限在一个特定区域，整体稳定，在有限时间内会到混沌区域
内每一个状态点）、自我相似性（分形）、非周期性（功率谱的连续与宽频带，
类随机）
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11.4 走向混沌的道路

图 36: 三条不同的道路

下面介绍一下倍周期分岔现象：
对于 Logistic 模型：xn = λxn−1(1− xn−1)。当 1 < λ < 3 时，不管初

始值是多少，最终会到一个确定值 x∞ = 1− 1
λ
，这个值就叫做周期/不动点，

表明每年人口是一样的；当 λ > 3 时，只要初值稍有变化，就回不到原先的
周期了。例如初值是 0.7 时是周期一，0.699 就出现周期二了（此周期最终
会在两个点之间周期性振荡）。随着 λ 继续增加时，周期二也会不稳定，分
裂成周期四。后面会继续随着 λ 的增大而迭代下去，直至 λ∞ 时，周期变
为无穷大，

11.5 ” 有趣的” 吸引子

吸引子定义：是指非线性系统最终形成的运动状态在相空间中的不变
流形和点集。
相空间中的其余点（运动状态）都会被吸引到这些点集或不变流形中，

故称为吸引子。通俗来讲，就是相空间中的图形，会把系统的不同运动状态
都吸引到这个图形里。
吸引子的一种分类如下：

1. 定态——相空间的定点吸引子（运动状态可预测）
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（有阻尼单摆方程）

2. 周期振荡——极限环吸引子（运动状态可预测）

（范德玻耳方程）

3. 混沌态——奇怪吸引子（运动状态不可预测）

（洛伦兹方程）

奇怪吸引子的一个例子就是洛伦兹吸引子

图 37: 洛伦兹吸引子

11.6 混沌在现代科技的应用

通信领域（利用混沌信号进行保密通信）、气象学领域（天气预报）、医
学领域（心肌活动，脑电，肌电）、经济学领域（比较困难）、生物学领域
（种群消长，传染病防控，渔获量）。


