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测量与算符

测量和算符是量子力学中不可分割的两个核心概念，我决定把这两个概念联系在一起讲述。

测量

量子力学中，测量是指用服从经典规律的仪器对服从量子规律的量子客体的某个力学量进行一次

观测。

算符

算符(operator) 是量子力学中的一种操作，从物理意义上讲，算符和测量相对应；从数学上讲，
它的性质与矩阵比较相似（但是不一定是矩阵）。通俗理解，算符是可以对所作用的部分进行某

种操作的东西。算符有线性可加性，可逆性。（书上有，不抄了）

最重要的是，某些情况下，算符有不可对易性 [Â, B̂] ≠ 0（这是量子力学的核心概念，因为从物

理上看，两个算符不可对易，意味着这两个力学量不可以同时测准，如果两个算符可对易，那么

这两个力学量可以同时测准）。

厄米算符。 厄米算符是满足特殊性质的一系列算符。厄米算符的数学定义是，对于任意波函数
Ψ(r), Φ(r)，算符Â是厄米的，等价于：

∫ Ψ∗(r)[ÂΦ(r)]dτ = ∫ [ÂΨ(r)]∗Φ(r)dτ

或者用狄拉克符号（可以看后面的内容了解）可以写成：

⟨Ψ|Â|Φ⟩ = ⟨ÂΨ|Φ⟩

物理实验中能观测的力学量，所对应的算符都是厄米算符。由于每一种经过测量而得到的物理量

都是实值的，所以，可观察量 Ô 的期望值 ⟨Ô⟩ 必须是实值：

⟨Ô⟩ = ⟨Ô⟩∗

对于任意量子态 |ψ⟩，上述关系都成立，期望值用狄拉克符号表示为：

⟨ψ|Ô|ψ⟩ = ⟨ψ|Ô|ψ⟩∗

根据伴随算符（厄米共轭）的定义，假设 Ô† 是 的伴随算符，则内积的复共轭定义为：

⟨ψ|Ô|ψ⟩∗ = ⟨ψ|Ô†|ψ⟩



将伴随算符的定义代入期望值实值条件中：

⟨ψ|Ô|ψ⟩ = ⟨ψ|Ô†|ψ⟩

重排上式得：

⟨ψ|(Ô − Ô†)|ψ⟩ = 0

由于该关系对于任意量子态 |ψ⟩ 都必须成立，我们得出算符本身的等式：

Ô = Ô†

因此，厄米算符对应的矩阵是厄米矩阵。即矩阵 A 必须等于其共轭转置（Conjugate
Transpose，记为 A†）的矩阵：

A = A†

测量的定性分析

量子力学的一个基本假定是，测量某一力学量 Ô 时, 所有可能用经典仪器读出的值，都是相应的
厄米算符 Ô 的本征值。在进行一个确定的测量之前, 该体系的波函数 Ψ 是算符 Ô 的所有本征函
数 {ψn} 的一个线性组合，即

Ψ = ∑

n

Cnψn

并且有 Ôψn = λnψn. 在做测量时，人们总是读出力学量 Ô 的一个确定的本征值 λm. 在此测量之
后, 其它测量之前，体系的波函数变到并且保持为 ψm. 形象地讲，测量力学量 Ô 使得体系的波函
数 Ψ 塌缩到某一个确定的本征函数 ψm 去了。而相应的展开系数 Cm 的绝对值的平方 |Cm|2 被解
释作 ψm 出现在 Ψ 的几率。值得强调的是，根据上述理论，在波函数塌缩发生以后，再次对于体
系重复力学量 Ô 的测量，将只会得到读数 λm 了。

测量的定量计算

使用某个经典仪器，对量子客体的某个力学量进行一次测量，数学上就是将这个力学量的算符作

用于量子客体的波函数上。 常见算符如下：

算符名称 坐标表象下的算符 动量表象下的算符

坐标算符 X̂ x
iℏ ∂

∂p

动量算符（i方向分量）p̂i −iℏ ∂
∂xi

px

动量算符（矢量）p̂ −iℏ∇ p

动能算符 T̂ − ℏ2

2m
∂ 2

∂x2
p2

2m

哈密顿量算符 Ĥ − ℏ2

2m
∂ 2

∂x2 + V (x) p2

2m
+ V (iℏ ∂

∂p
)



定量计算之前，我们必须得到本征函数。本征函数系可以通过解薛定谔方程得到（这部分内容在

“量子力学的波动理论”中讲述），每个本征值对应着一个或几个本征函数（若不是只有一个本征函
数，则称这种本征态是简并的）。本征函数满足正交性和简并性。

下面这部分内容涉及狄拉克记号且不好避免，可以先看后面关于狄拉克记号的讲解。

正交性：

⟨ψn|ψm⟩ = δmn

上式中的 δmn 是克罗内克(Kronecker)记号，当且仅当 m = n 时 δmn = 1 ，其他情况下均为0.

完备性（这个式子书上写错了，请注意右边应该是一个单位算符）：

N

∑

n=1

|ψn⟩⟨ψn| = Î

这个性质没有那么显然，但是也是很好证明的。读者可以自行证明。

下面我们假设已知波函数、本征函数和力学算符，要对该力学量进行测量。

首先，已知波函数和本征函数，将波函数在本征函数上展开，可以得到展开系数：

Cn(t) = (ψn(x), Ψ(x, t)) = ∫

∞

−∞
ψ∗
n(x)Ψ(x, t)dx

根据展开系数，测量得到本征值 λn 的概率 Pn 为：

Pn = |Cn(t)|2 = ∫

∞

−∞
ψ∗
n(x)Ψ(x, t)dx

2

本征值 λn 就是本征波函数的测量值：

λn = (ψn(x, t), Âψn(x, t))∫
∞

−∞
ψ∗
n(x, t)(Âψn(x, t))dx

测量某力学量的期望是：

⟨Â⟩ = (Ψ(x, t), ÂΨ(x, t)) = ∫

∞

−∞
Ψ∗(x, t)(ÂΨ(x, t))dx

从离散谱到连续谱

上面讨论的内容都是离散谱（即本征态是离散的，由量子数控制；典型的例子是Bohr氢原子能
谱，一维谐振子，无穷深势阱中的束缚粒子等等），而在一些情况下，测量的结果是连续的（比

如自由粒子），对于连续谱的情形，我们只需要把求和改为积分即可。

量子态仍然是不同本征态的线性组合：

φ = ∫ cλφλdλ∣ ∣



本征函数之间满足：

∫ φ∗
λ(r)φλ′(r)dτ = δ(λ − λ′)

概率幅的计算公式：

cλ = (φλ,φ) = ∫ φ∗
λφdτ

概率密度必须满足归一化条件：

∫ |cλ|2dλ = 1

这些内容和离散的情况都可以一一对应，不言而喻。

表象

量子力学中，一个量子态 ψ 处于一个抽象的希尔伯特空间中，我们需要找到一组基底来描述这个
量子态，正如我们在线性代数中找到一组基底来描述一个矢量一样。表象（Representation）即
是描述量子态和力学量（算符）所选取的”特定坐标系“。不同的表象对应于选择不同的可观测量
的本征态作为基底。

狄拉克记号

用狄拉克记号表示量子态。 一个量子态在不同表象下的波函数是不一样的，为了得到一个统一的
表示，我们引入狄拉克记号。某量子态可以记作|ψ⟩，这个表达式是不区分表象的。在选定一组基

矢 {|un⟩} 后，抽象的量子态 |Ψ⟩ 可以表示为：

|Ψ⟩ = ∑

n

Cn|un⟩

其中，展开系数 Cn 就是态矢 |Ψ⟩ 在该表象下的分量（或概率幅）。在有限维空间中，这可以看作
一个列向量。

|Ψ⟩ ↔

狄拉克记号和波函数的关系。 狄拉克记号|ψ⟩不区分表象，而波函数是和表象相关的。这两者的

关系如下，如果ψ(x, t) 是坐标表象下的波函数，那么ψ(x, t) = ⟨x|ψ⟩，如果ϕ(p, t) 是动量表象下
的波函数，那么ϕ(p, t) = ⟨p|ψ⟩ .

用狄拉克记号表示内积。 ⟨Φ|Ψ⟩ 代表量子态 |Φ⟩ 和 |Ψ⟩ 之间的重叠程度。在坐标表象中，它对应
于一个积分：

⎛

⎜

⎝

C1

C2

⋮

⎞

⎟

⎠



⟨Φ|Ψ⟩ = ∫ Φ∗(x)Ψ(x)dx

表象变换

我们以坐标表象向动量表象变换为例。根据完备性关系：Î = ∫ |x⟩⟨x|dx，我们把它插入进去，如

下：

Φ(p) = ⟨p|Ψ⟩ = ⟨p|(∫
∞

−∞
|x⟩⟨x|dx)|Ψ⟩ = ∫

∞

−∞
⟨p|x⟩

变换核

⟨x|Ψ⟩

Ψ(x)

dx

变换核 ⟨p|x⟩ 是动量本征态 |p⟩ 在位置表象下的波函数 Ψp(x) 的复共轭（或反过来是位置本征态
|x⟩ 在动量表象下的波函数 Φx(p)）。

由于 ⟨x|p⟩ 是满足动量本征方程 P̂⟨x|p⟩ = p⟨x|p⟩ 的解，即平面波：

⟨x|p⟩ =
1

√2πℏ
eipx/ℏ

因此，变换核 ⟨p|x⟩ 为其复共轭：

⟨p|x⟩ = ⟨x|p⟩∗ =
1

√2πℏ
e−ipx/ℏ

将变换核代入上式，我们得到波函数从 x 表象到 p 表象的变换公式：

Φ(p) =
1

√2πℏ
∫

∞

−∞
e−ipx/ℏΨ(x)dx

由此可见，动量表象的波函数 Φ(p) 是坐标表象的波函数 Ψ(x) 的傅里叶变换。

不确定性关系

量子力学可以严格证明（这个证明不难，读者可以自证），对于两个厄米算符 和 B̂，其对易关系
满足 [Â, B̂] = iĈ，令 ΔÂ = Â − Ā，ΔB̂ = B̂ − B̄，则有

√(ΔÂ)2 ⋅ (ΔB̂)2 ≥
|Ĉ|
2

通常简记为

ΔA ⋅ ΔB ≥
|Ĉ|
2

由于 [x̂, p̂x] = iℏ，代入上式，可以得到准确的位置和动量的不确定关系

Δx ⋅ Δpx ≥ ℏ/2.


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练习题

1. 考虑一维无穷深势阱（势阱位于[0, a]），计算粒子的波函数、位置的期望值、动量的期望值、

能量的期望值。

2. 考虑一维势能函数如下：

V (x) =

计算粒子的波函数、位置的期望值、动量的期望值、能量的期望值。

⎧

⎨

⎩

V1 (x < −a/2)
0 (−a/2 ≤ x ≤ a/2)
V2 (x > a/2)

3. 证明以下对易关系（作业）：

[x, px] = [y, py] = [z, pz] = iℏ

4. 定义角动量算符如下：

L̂ = r̂ × p̂

定义在角动量平方算符如下：

L̂2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z

证明角动量算符的对易关系：

[L̂x, L̂y] = iℏL̂z,  [L̂y, L̂z] = iℏL̂x,  [L̂z, L̂x] = iℏL̂y

并证明 L̂2 和 L̂2
x, L̂2

y, L̂2
z 都是对易的。（提示：根据定义展开，利用算符的性质证明。）

5. 证明厄米算符的本征值必为实数。

6. 证明厄米算符属于不同本征值的本征函数必然是正交的。


