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第一章 随机事件与概率

内容提要

h 随机事件

h 概率

h 条件概率

h Bayes公式
h 事件的独立性

1.1 随机事件

1.1.1 随机现象与随机试验

有些现象的结果有一个确定的范围 (投骰子一定会得到 1到 6中的一个点数)，但我们不能或很难预先知道
该结果 (究竟会投出哪个点数)，那么这种现象就可认为具有随机性，称为随机现象。相应地，能预先确定结果的
现象称为确定性现象。我们广义上认为确定性现象是随机现象的一种特例。对随机现象的结果的观察、记录称

为随机试验，简称为试验，表示为 𝐸。

1.1.2 样本空间与随机事件

定义 1.1 (样本空间)

♣

对于一个试验 𝐸，虽然在一次试验之前不能肯定哪个结果会发生，但试验的一切可能结果是已知的，称 𝐸

的所有可能的试验结果组成的集合称为 𝐸 的样本空间，记为 Ω；样本空间的元素 (亦即 𝐸 的每个可能结

果)称为样本点，记为 𝜔。

举例而言，设 𝐸 表示“掷一枚正常的硬币，观察落地时朝上的一面是正面或反面”，那么 Ω = {𝜔0, 𝜔1}，其
中 𝜔0 表示“正面朝上”，𝜔1 表示“反面朝上”。

在随机试验中，其样本空间的子集叫做该试验的随机事件，简称事件。以后用 𝐴, 𝐵, 𝐶等大写字母表示事件。

对于一个试验 𝐸，它的样本空间 Ω是由 𝐸 的全部可能结果组成的集合，而它的一个事件 𝐴只是由 𝐸 的一部分

可能结果组成的集合，因而 𝐴 ⊂ Ω。称事件 𝐴发生,就是当且仅当属于 𝐴的某一个样本点在一次试验中出现。

定义 1.2 (必然事件与不可能事件)

♣

对于一个试验 𝐸，在每次试验中必然发生的事件，称为必然事件；在每次试验中都不发生的事件，称为不

可能事件。一般地，对于试验 𝐸，包含它的所有可能的试验结果的样本空间 Ω是必然事件；不包含它的

任何一个试验结果的事件 ∅是不可能事件。今后用 Ω表示必然事件，用 ∅表示不可能事件。

为了运算方便，把必然事件 Ω和不可能事件 ∅当作随机事件的两个极端情况。

1.1.3 随机事件的关系和运算

随机事件的关系通常可以借助集合论的概念表示。

1. 事件的包含
设有两个事件 𝐴, 𝐵，若事件 𝐴发生必然导致事件 𝐵发生，则称事件 𝐵包含事件 𝐴，或者事件 𝐴含于事件

𝐵，记作 𝐵 ⊃ 𝐴或者 𝐴 ⊂ 𝐵。用集合论的术语来表送，即

∀𝜔 ∈ 𝐴 ⇒ 𝜔 ∈ 𝐵
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1.1 随机事件

2. 事件的相等
若事件 𝐴, 𝐵相互包含，即 𝐴 ⊂ 𝐵且 𝐵 ⊂ 𝐴，则称事件 𝐴, 𝐵相等并记 𝐴 = 𝐵。

3. 事件的和
设有两事件 𝐴, 𝐵，称 {𝐴, 𝐵中至少有一个发生}的事件为 𝐴与 𝐵的和事件，记为 𝐴 ∪ 𝐵。事件 𝐴 ∪ 𝐵发生意

味着或者仅事件 𝐴发生，或者仅事件 𝐵发生，或者两者都发生。用集合论的术语来表达，即

𝐴 ∪ 𝐵 =
{
𝜔 | 𝜔 ∈ 𝐴或𝜔 ∈ 𝐵

}
设有可数个事件 𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑛, · · ·，定义它们的和事件为 {𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑛, · · ·中至少有一个发生}，记为

∞⋃
𝑘=1

𝐴𝑘 = {𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑛, · · ·中至少有一个发生}

4. 事件的积
设有两事件 𝐴, 𝐵，称

{
𝐴, 𝐵都发生

}
的事件为 𝐴与 𝐵的积事件，记为 𝐴 ∩ 𝐵，简记为 𝐴𝐵。用集合论的术语

来表达，即

𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐴𝐵 = {𝜔 | 𝜔 ∈ 𝐴且𝜔 ∈ 𝐵}

类似地，可以定义可数个事件 𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑛, · · · 的积事件如下。
∞⋂
𝑘=1

𝐴𝑘 =
{
𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑛, · · ·都发生

}
5. 事件的互斥和对立
设有两事件 𝐴, 𝐵,若事件 𝐴, 𝐵不能同时发生，即 𝐴𝐵 = ∅，则称 𝐴, 𝐵是互斥的，或称它们是互不相容的。若

事件 𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑛 中的任意两个都互斥，则称这些事件是两两互斥的，或称它们是互斥事件组。

互斥事件的特殊情况是对立事件：设有事件 𝐴，则事件 𝐵 = {𝐴不发生 }称为 𝐴的对立事件 (逆事件)，记

𝐵 = 𝐴 = {𝜔 | 𝜔 ∈ Ω且𝜔 ∉ 𝐴}

6. 事件的差
设有两事件 𝐴, 𝐵，称事件 {𝐴发生, 𝐵不发生}为事件 𝐴与事件 𝐵的差事件，记为 𝐴 − 𝐵。用集合论的术语来

表达，即

𝐴 − 𝐵 = {𝜔 | 𝜔 ∈ 𝐴且𝜔 ∉ 𝐵}

根据上述定义易知

𝐴 − 𝐵 = 𝐴𝐵 (1.1)

图 1.1: 随机事件的关系示意图

2
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1.2 概率

在进行事件的运算时，经常要用到一些定律如下。

定理 1.1 (事件运算的定律)

♡

设有事件 𝐴, 𝐵, 𝐶，则有：

1. 交换律
𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐵 ∪ 𝐴, 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴

2. 结合律
(𝐴 ∪ 𝐵) ∪ 𝐶 = 𝐴 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶), (𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶)

3. 分配律
(𝐴 ∪ 𝐵)𝐶 = (𝐴𝐶) ∪ (𝐵𝐶), (𝐴𝐵) ∪ 𝐶 = (𝐴 ∪ 𝐶)(𝐵 ∪ 𝐶)

4. 对偶律 (De Morgan律)
𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐴 𝐵, 𝐴𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐵

例题 1.1化简式子
(𝐴 ∪ 𝐵) − (𝐴 − 𝐵)

解根据式1.1和定理1.1，有
(𝐴 ∪ 𝐵) − (𝐴 − 𝐵) = (𝐴 ∪ 𝐵) (𝐴 − 𝐵)

= (𝐴 ∪ 𝐵)𝐴𝐵

= (𝐴 ∪ 𝐵) (𝐴 ∪ 𝐵)

= 𝐴𝐴 ∪ 𝐴𝐵 ∪ 𝐵𝐴 ∪ 𝐵𝐵

= 𝐵

对于多个事件，通常有 De Morgan定律的推广形式。

命题 1.1 (De Morgan定律)

♠

设有事件 𝐴𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛)，则满足

(
𝑛⋃
𝑖=1

𝐴𝑖) =
𝑛⋂
𝑖=1

𝐴𝑖

(
𝑛⋂
𝑖=1

𝐴𝑖) =
𝑛⋃
𝑖=1

𝐴𝑖

1.2 概率

1.2.1 概率的古典定义

如果某随机试验只有有限个试验结果 𝜔1, 𝜔2, · · · , 𝜔𝑛，而且从该试验的条件及实施方法分析，又没有理由认

为其中的某个结果要比任何其他的结果更容易发生，那么我们只能认为每个试验结果在试验中具有同等可能的

出现机会，也即
1
𝑛
的出现机会。一般地，若试验满足

只有有限个试验结果 𝜔1, 𝜔2, · · · , 𝜔𝑛；

每个试验结果在一次试验中发生的可能性相等。

则称在此试验下构建的概率模型为古典概型 (等概率概型)，相应地称这种试验为古典概型试验。进一步有

3
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1.2 概率

定义 1.3 (古典概率)

♣

设古典概型试验的所有结果为 Ω = {𝜔1, 𝜔2, · · · , 𝜔𝑛}。若某事件 𝐴 恰包含 Ω中的 𝑚 个结果, 则 𝐴 的概率

𝑃(𝐴)定义为：
𝑃(𝐴) = 𝐴所包含的试验结果的个数

试验结果的总数
=
𝑚

𝑛
(1.2)

由式1.2算得的事件 𝐴的概率称为古典概率。

性质古典概率满足以下性质。

1. 𝑃(𝐴) ⩾ 0
2. 𝑃(Ω) = 1
3. 若事件 𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑘 两两互斥，则

𝑃(𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ · · · ∪ 𝐴𝑘) = 𝑃(𝐴1) + 𝑃(𝐴2) + · · · + 𝑃(𝐴𝑘)

计算古典概率的关键在于求出试验结果的总数和某个特定事件包含的试验结果个数。

例题 1.2一批产品共 𝑁 件，其中次品有 𝑀 件，从中任取 𝑛件，求事件 𝐴 = {其中恰有𝑚 (𝑚 ⩽ 𝑀)件次品}的概率。
解在 𝑁 件产品中取出 𝑛件，所有可能的取法共有 𝐶𝑛

𝑁 种，每一种取法对应一个试验结果。从 𝑀 件次品中取 𝑚

件，取法有 𝐶𝑚
𝑀 种，从其余 𝑁 −𝑀 件正品中取 𝑛−𝑚件，取法有 𝐶𝑛−𝑚

𝑁−𝑀 种，由组合的乘法原理知有利于事件 𝐴(事
件 𝐴包含的试验结果的个数)的取法共有 𝐶𝑚

𝑀𝐶𝑛−𝑚
𝑁−𝑀 种。故 𝐴的概率为

𝑃 (𝐴) =
𝐶𝑚

𝑀𝐶𝑛−𝑚
𝑁−𝑀

𝐶𝑛
𝑁

在有些实际应用中，如果试验的结果有无限多个，那么就不能按照古典概型来计算概率了。然而，只要试验

结果仍具有等可能性，就可以用几何的方法来解决概率的计算问题。

设某试验的样本空间为有界区域 Ω，如果样本点落入 Ω的任何子域中的机会与该子域的度量成正比，而与

其位置及形状无关，那么样本点落入子域 𝐴(𝐴 ⊂ Ω)的概率 𝑃(𝐴)被定义为

𝑃(𝐴) = 𝐴的度量

Ω的度量

其中 Ω的度量大于 0。上述概率模型称为几何概型，它也被称作等可能概型，因为这种概率模型同样要求
具备等可能性。应用几何概型计算的概率称为几何概率。

例题 1.3(P23第 9题改) 两艘船都将停靠同一码头，它们可能在一昼夜的任意时刻到达。设两船停靠的时间分别
为 1h和 2h，求有两艘船停靠都不需要等待的概率。
解这个概率可用几何方法确定。记 𝑥和 𝑦分别为甲乙两艘轮船到达码头的时间,则 (𝑥, 𝑦)的可能取值形成边长为
24的正方形 Ω,其面积为 𝑆Ω = 242。事件 𝐴 = {不需要等候码头空出}有两种可能情况：

一种情况是甲船先到,则乙船在一小时之后到达，满足

𝑦 − 𝑥 ⩾ 1

另一种情况是乙船先到,则甲船在两小时之后到达，满足

𝑥 − 𝑦 ⩾ 2

所以事件 𝐴可表示为 𝐴 = {(𝑥, 𝑦) |𝑥 − 𝑦 ⩽ −1或 𝑥 − 𝑦 ⩾ 2}。所以事件 𝐴的区域形成了图中的阴影部分,其面
积为 𝑆𝐴 =

1
2
(232 + 222)，所以几何概率为

𝑃(𝐴) = 𝑆𝐴

𝑆Ω

=
1013
1152
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1.2 概率

图 1.2: 两艘船停靠时间的分布图

1.2.2 概率的统计定义

当试验结果发生的概率不相等时，需要引入概率的统计定义。

定义 1.4 (统计概率)

♣

设有随机试验 𝐸，在相同的条件下，重复进行了 𝑛次试验。在这 𝑛次试验中，事件 𝐴发生的次数 𝑛𝐴称为

𝐴发生的频数，比值
𝑛𝐴

𝑛
称为 A发生的频率，记为 𝑓𝑛 (𝐴)，即

𝑓𝑛 (𝐴) =
𝑛𝐴

𝑛

性质易知事件发生的频率有以下基本性质:
1. 𝑓𝑛 (𝐴) ⩾ 0
2. 𝑓𝑛 (Ω) = 1
3. 若事件 𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑘 两两互斥，则

𝑓𝑛 (𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ · · · ∪ 𝐴𝑘) = 𝑓𝑛 (𝐴1) + 𝑓𝑛 (𝐴2) + · · · + 𝑓𝑛 (𝐴𝑘)

假设掷一枚质量均匀的硬币，记 𝐴 = {正面朝上}。历史上有人做了大量的重复试验，结果如下图。

图 1.3: 历史上不同试验者对 𝐴发生的频数、频率的数据

可以看出，不管什么人抛掷一枚均匀硬币，当试验次数逐渐增多时，频率 𝑓𝑛 (𝐴)总是在 0.5附近波动，并呈
现出稳定于 0.5的倾向。频率的这种“稳定性”就是通常所说的统计规律性，它揭示了隐藏在随机现象中的必然
规律性，我们用频率的稳定值来刻画事件 A发生的可能性大小是合适的。因此有下面的定义。

定义 1.5 (事件的概率)

♣

设有随机试验 𝐸，若当试验的重复次数 𝑛充分大时，事件 𝐴发生的频率 𝑓𝑛 (𝐴)稳定地在某数 𝑝附近波动，

则称数 𝑝为事件 𝐴的概率并记为

𝑃(𝐴) = 𝑝 (1.3)

5
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1.2 概率

性质概率满足以下性质：

1. 𝑃(𝐴) ⩾ 0
2. 𝑃(Ω) = 1
3. 若事件 𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑘 两两互斥，则

𝑃(𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ · · · ∪ 𝐴𝑘) = 𝑃(𝐴1) + 𝑃(𝐴2) + · · · + 𝑃(𝐴𝑘)

1.2.3 概率的公理化定义

历史上，俄国数学家 Kolmogorov首次给出了概率的公理化定义，叙述如下。

定义 1.6 (概率的公理化定义)

♣

设F 是以样本空间 Ω的一些子集为元素的集合 (谓之集类)，若它满足下面三个条件：
1. Ω ∈ F

2. 若 𝐴, 𝐵 ∈ F，则 𝐴 − 𝐵 ∈ F

3. 若 𝐴𝑛 ∈ F (𝑛 = 1, 2, · · · )，则
∞⋃
𝑛=1

𝐴𝑛 ∈ F

则称F 为事件域，称F 中的元素为事件。设 Ω为样本空间，F 为 Ω上的事件域，𝑃(·)是一个定义在F

上的集合函数，若它满足下列条件：

1. 𝑃(𝐴) ⩾ 0,∀𝐴 ∈ F

2. 𝑃(Ω) = 1
3. 设 𝐴𝑖 ∈ F (𝑖 = 1, 2, · · · ),且 𝐴𝑖𝐴 𝑗 = ∅,∀𝑖 ≠ 𝑗 有：

𝑃(𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ · · · ) = 𝑃(𝐴1) + 𝑃(𝐴2) + · · ·

则称 𝑃(·)为F 上的概率测度，对 𝐴 ∈ F，称 𝑃(𝐴)为事件 𝐴的概率。

1.2.4 概率的性质

概率有很多重要的性质，根据 1.2.2小节中概率的 3条基本性质，可以推出以下性质。

定理 1.2 (概率的重要性质)
1. 不可能事件的概率是 0，即

𝑃(∅) = 0 (1.4)

2. 若 𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑛 是两两互斥的事件，则有概率的加法公理

𝑃(𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ · · · ∪ 𝐴𝑛) = 𝑃(𝐴1) + 𝑃(𝐴2) + · · · + 𝑃(𝐴𝑛) (1.5)

3. 设 𝐴, 𝐵是两个事件，若 𝐴 ⊂ 𝐵，则有

𝑃(𝐵 − 𝐴) = 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴) (1.6)

𝑃(𝐵) ⩾ 𝑃(𝐴) (1.7)

4. 对任一事件 𝐴，必有

𝑃(𝐴) = 1 − 𝑃(𝐴) (1.8)

5. 对任意两个事件 𝐴, 𝐵，有

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴𝐵) (1.9)

6. 设 {𝐴𝑛, 𝑛 = 1, 2, · · · }为事件列，若 𝐴𝑛 ⊂ 𝐴𝑛+1, 𝑛 = 1, 2, · · · ,令 𝐴 =
⋃∞

𝑖=1 𝐴𝑖，则

𝑃(𝐴) = lim
𝑛→∞

𝑃(𝐴𝑛) (1.10)
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1.3 条件概率

♡

设 {𝐴𝑛, 𝑛 = 1, 2, · · · }为事件列，若 𝐴𝑛 ⊃ 𝐴𝑛+1, 𝑛 = 1, 2, · · ·，令 𝐴 =
⋂∞

𝑖=1 𝐴𝑖，则

𝑃(𝐴) = lim
𝑛→∞

𝑃(𝐴𝑛) (1.11)

7. 设 𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑛 是任意 𝑛个事件，则有

𝑃(
𝑛⋃
𝑖=1

𝐴𝑖) =
𝑛∑
𝑖=1

𝑃(𝐴𝑖) −
∑

1⩽𝑖< 𝑗⩽𝑛

𝑃(𝐴𝑖𝐴 𝑗) +
∑

1⩽𝑖< 𝑗<𝑘⩽𝑛

𝑃(𝐴𝑖𝐴 𝑗𝐴𝑘) + · · · + (−1)𝑛+1𝑃(𝐴1𝐴2 · · · 𝐴𝑛) (1.12)

例题 1.4(此题在课上疑问很多，但答案是正确的) 从 𝑛双不同的手套中任取 2𝑘 (2𝑘 < 𝑛)只，求下列事件的概率

𝐴 = {恰有两只手套配成一双}

𝐵 = {至少有两只手套配成一双}

解从 𝑛双手套中取 2𝑘 只，不同的取法总数为 𝐶2𝑘
2𝑛。有利于事件 𝐴的取法可分三步完成。

第一步，从 𝑛双手套中取出一双作为配对的那两只手套，有 𝐶1
𝑛 种取法；

第二步，从剩下的 𝑛 − 1双手套中取出 2(𝑘 − 1)双手套有 𝐶2𝑘−2
𝑛−1 种取法；

第三步，从这不同的 2(𝑘 − 1)双手套中各选一只手套，因可取左或右，故有 22(𝑘−1) 种取法。

因此，有利于事件 𝐴的取法数为 22(𝑘−1) · 𝐶1
𝑛𝐶

2𝑘−2
𝑛−1 ,故事件 𝐴的概率为

𝑃(𝐴) = 22(𝑘−1) ·
𝐶1

𝑛𝐶
2𝑘−2
𝑛−1

𝐶2𝑘
2𝑛

因为有利于事件 𝐵的取法数为 22𝑘 · 𝐶2𝑘
𝑛 ，所以事件 𝐵的概率为

𝑃(𝐵) = 1 − 𝑃(𝐵) = 1 − 22𝑘 · 𝐶
2𝑘
𝑛

𝐶2𝑘
2𝑛

1.3 条件概率

1.3.1 条件概率与乘法公式

定义 1.7 (条件概率)

♣

设 𝐴, 𝐵为两个事件，且 𝑃(𝐵) ≠ 0，记

𝑃(𝐴|𝐵) = 𝑃(𝐴𝐵)
𝑃(𝐵) (1.13)

为在事件 𝐵发生的条件下事件 𝐴的条件概率。

由条件概率的定义,即可得到下述定理。

定理 1.3 (乘法公式)

♡

若 𝑃(𝐵) > 0，则：
𝑃(𝐴𝐵) = 𝑃(𝐵)𝑃(𝐴|𝐵) (1.14)

进一步可以推广到 𝑛(𝑛 > 2)个事件的情形。对任意 𝑛个事件 𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑛，若 𝑃(𝐴1𝐴2 · · · 𝐴𝑛−1) > 0，则

𝑃(𝐴1𝐴2 · · · 𝐴𝑛) = 𝑃(𝐴1)𝑃(𝐴2 |𝐴1)𝑃(𝐴3 |𝐴1𝐴2) · · · 𝑃(𝐴𝑛 |𝐴1𝐴2 · · · 𝐴𝑛−1) (1.15)

�
笔记 𝑃(𝐴|𝐵) 表明在 𝐵已经发生的条件下 𝐴发生的概率，因此式1.13中 𝑃(𝐵) 作为分母。
例题 1.5 𝑛个人以抽签方式决定谁将得到一张演出票，𝑛个人依次抽签,求第 𝑘 个人 (1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛)抽中的概率。
解令 𝐴𝑘 = {第𝑘个人抽到了票}，𝐴𝑘 = {第𝑘个人没抽到票}，其中 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛。显然 𝑃(𝐴1) =

1
𝑛
。对于 1 < 𝑘 ⩽ 𝑛有

𝐴𝑘 ⊂ 𝐴1𝐴2 · · · 𝐴𝑘−1

7



2025级 AI学组版权拥有

1.3 条件概率

故 𝐴𝑘 = 𝐴1𝐴2 · · · 𝐴𝑘−1𝐴𝑘。由乘法公式得

𝑃(𝐴𝑘) = 𝑃(𝐴1𝐴2 · · · 𝐴𝑘−1𝐴𝑘)

= 𝑃(𝐴1)𝑃(𝐴2 |𝐴1)𝑃(𝐴3 |𝐴1𝐴2) · · · 𝑃(𝐴𝑘 |𝐴1𝐴2 · · · 𝐴𝑘−1)

=
𝑛 − 1
𝑛

· 𝑛 − 2
𝑛 − 1

· 𝑛 − 3
𝑛 − 2

· · · 1
𝑛 − (𝑘 − 1)

=
1
𝑛

(1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛)

1.3.2 全概率公式与 Bayes公式

定义 1.8 (互斥完备事件群)

♣

设 𝐵1, 𝐵2, · · · , 𝐵𝑛, · · · 为可数个事件,若它们满足
1. 𝐵𝑖𝐵 𝑗 = ∅ (𝑖 ≠ 𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, · · · )
2. 𝐵1 ∪ 𝐵2 ∪ · · · ∪ 𝐵𝑛 ∪ · · · = Ω

则称这组事件为互斥完备事件群 (或互不相容完备事件组)。

若事件 𝐵1, 𝐵2, · · · , 𝐵𝑛, · · · 构成互斥完备事件群。现考虑任一事件 𝐴，根据事件的运算有

𝐴 = 𝐴Ω = 𝐴𝐵1 ∪ 𝐴𝐵2 ∪ · · · ∪ 𝐴𝐵𝑛 ∪ · · ·

由 𝐵1, 𝐵2, · · · , 𝐵𝑛, · · · 两两互斥可知 𝐴𝐵1, 𝐴𝐵2, · · · , 𝐴𝐵𝑛, · · · 亦两两互斥，设 𝑃(𝐵𝑖) > 0(𝑖 = 1, 2, · · · )，结合概
率的加法公理与乘法公式得

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐴𝐵1) + 𝑃(𝐴𝐵2) + · · · + 𝑃(𝐴𝐵𝑛) + · · ·

= 𝑃(𝐵1)𝑃(𝐴|𝐵1) + 𝑃(𝐵2)𝑃(𝐴|𝐵2) + · · · + 𝑃(𝐵𝑛)𝑃(𝐴|𝐵𝑛) + · · ·

=
∑

𝑗

𝑃(𝐵 𝑗)𝑃(𝐴|𝐵 𝑗)

定理 1.4 (全概率公式)

♡

若事件 𝐵1, 𝐵2, · · · , 𝐵𝑛, · · · 构成互斥完备事件群,且 𝑃(𝐵𝑖) > 0(𝑖 = 1, 2, · · · )，则对任一事件 𝐴，有

𝑃(𝐴) =
∑

𝑗

𝑃(𝐵 𝑗)𝑃(𝐴|𝐵 𝑗) (1.16)

�
笔记全概率公式把事件 𝐴的“全部”概率 𝑃(𝐴)分解成许多“部分”概率 𝑃(𝐴𝐵 𝑗)之和。因此，当概率 𝑃(𝐵 𝑗)与
𝑃(𝐴|𝐵 𝑗) 容易确定时，通过全概率公式可以求得复杂事件 𝐴的概率 𝑃(𝐴)。
例题 1.6(P25第 29题) 某射击小组共有 20名射手，其中一级射手 4人、二级射手 8人、三级射手 7人、四级射
手 1人。一、二、三、四级射手在一次射击中能中 10环的概率分别为 0.9,0.7,0.5,0.2。现从该小组中任选一名，求
他在一次射击中能中 10环的概率。
解记 𝐴 = {该射手射击中了 10环}, 𝐵𝑖 = {选到了第𝑖级射手}，其中 𝑖 = 1, 2, 3, 4。由题意知 𝐵𝑖 构成互斥完备事件

群，则由全概率公式

𝑃(𝐴) = 0.9 × 4
20

+ 0.7 × 8
20

+ 0.5 × 7
20

+ 0.2 × 1
20

= 0.645

定理 1.5 (Bayes公式)

♡

若事件 𝐵1, 𝐵2, · · · , 𝐵𝑛, · · · 构成互斥完备事件群，且 𝑃(𝐵𝑖) > 0(𝑖 = 1, 2, · · · ),则对任一事件 𝐴(𝑃(𝐴) > 0),有

𝑃(𝐵𝑖 |𝐴) =
𝑃(𝐵𝑖)𝑃(𝐴|𝐵𝑖)∑
𝑗 𝑃(𝐵 𝑗)𝑃(𝐴|𝐵 𝑗)

(𝑖 = 1, 2, · · · ) (1.17)
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1.4 事件的独立性

证明 由条件概率和全概率公式有

𝑃(𝐵𝑖 |𝐴) =
𝑃(𝐵𝑖𝐴)
𝑃(𝐴) =

𝑃(𝐵𝑖)𝑃(𝐴|𝐵𝑖)
𝑃(𝐴)

=
𝑃(𝐵𝑖)𝑃(𝐴|𝐵𝑖)∑
𝑗 𝑃(𝐵 𝑗)𝑃(𝐴|𝐵 𝑗)

(𝑖 = 1, 2, · · · )

在 Bayes 公式中，通常称 𝑃(𝐵1), 𝑃(𝐵2), · · · 为先验概率，而称 𝑃(𝐵1 | 𝐴), 𝑃(𝐵2 | 𝐴), · · · 为后验概率。因此
Bayes公式实际上是计算后验概率的公式，亦是概率论中的重要公式。
例题 1.7 某个地区患有一种疾病的人占 0.05%, 患者对某种检测结果呈阳性的概率为 0.99, 正常人对这种检测结
果呈阳性的概率是 0.005,现有一人检测结果是阳性,问此人患有此疾病的概率是多少?
解 记 𝐴 = { 患有此疾病 }, 𝐵 = { 检测结果呈阳性 }, 则 𝐴 = { 没有患此疾病 }，且 𝑃(𝐴) = 0.0005, 𝑃(𝐴) =

0.9995, 𝑃(𝐵 |𝐴) = 0.99, 𝑃(𝐵 | 𝐴̄) = 0.005。由 Bayes公式，有

𝑃(𝐴|𝐵) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵|𝐴)
𝑃(𝐴)𝑃(𝐵 |𝐴) + 𝑃( 𝐴̄)𝑃(𝐵 | 𝐴̄)

=
0.0005 × 0.99

0.0005 × 0.99 + 0.9995 × 0.005
≈ 0.09

1.4 事件的独立性

定义 1.9 (独立事件)

♣

若两事件 𝐴, 𝐵满足：

𝑃(𝐴𝐵) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵) (1.18)

则称 𝐴, 𝐵相互独立，简称 𝐴, 𝐵独立。进一步推广如下：

设 𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑛 是 𝑛个事件，若对任意 𝑘 (1 < 𝑘 ⩽ 𝑛)，任意 1 ⩽ 𝑖1 < 𝑖2 < · · · 𝑖𝑘 ⩽ 𝑛都有

𝑃(𝐴𝑖1 𝐴𝑖2 · · · 𝐴𝑖𝑘 ) = 𝑃(𝐴𝑖1 )𝑃(𝐴𝑖2 ) · · · 𝑃(𝐴𝑖𝑘 )

都成立，则称事件 𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑛 相互独立。

注关于定义1.9，有几点注意事项。
1. 概率为零的事件与任意事件相互独立
2. 当 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵) ≠ 0时，有

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐴 | 𝐵) ⇔ 𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐵 | 𝐴) ⇔ 𝑃(𝐴𝐵) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵)

判断若干个事件的独立性，只需要验证它们的积事件概率等于各自概率的乘积。

定理 1.6

♡

若四对事件 {𝐴, 𝐵}，{𝐴, 𝐵}，{𝐴, 𝐵}，{𝐴, 𝐵}中有一对是相互独立的，则另外三对也是相互独立的。
类似的，设 𝑛个事件 𝐴1, 𝐴2, · · · , 𝐴𝑛 相互独立，则把其中任意 𝑚(1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛) 个事件相应地换成它们的对
立事件，所得的 𝑛个事件仍相互独立。

例题 1.8(P25第 38题) 设有 2𝑛个元件，每个元件的可靠性 (即元件能正常工作的概率)为 𝑝(0<𝑝<1)，且各元件
能否正常工作是相互独立的。若按图1.4、图1.5中的方式装配成两个系统。试求两个系统的可靠性，并比较哪个
系统的可靠性大？

9
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1.4 事件的独立性

图 1.4: 系统 I工作示意图

图 1.5: 系统 II工作示意图

解根据串并联特点，可以分别写出系统 I和 II的可靠性 (正常工作的概率)

𝑃(系统 I正常运行) = 1 − 𝑃(两条并联线路均故障)

= 1 − [1 − 𝑃(𝑛个串联元件都正常工作)]2

= 1 − (1 − 𝑝𝑛)2

= 𝑝𝑛 (2 − 𝑝𝑛)

𝑃(系统 II正常运行) = [𝑃(一组并联元件中至少有一个运行)]𝑛

= [1 − 𝑃(一组并联元件都不运行)]𝑛

= [1 − (1 − 𝑝)2]𝑛

= 𝑝𝑛 (2 − 𝑝)𝑛

不难比较，当 𝑛 ⩾ 2时系统 II的可靠性更高。

10
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第二章 一维随机变量及其分布

内容提要

h 分布函数

h 离散型随机变量

h 概率密度

h 连续型随机变量

h 随机变量的函数及其概率分布

2.1 随机变量与分布函数

2.1.1 随机变量

为了把随机的事件用数学语言表述，需要考虑把试验结果数量化：无论随机试验的结果本身与数量有无联

系，我们都能把试验的每个结果与实数对应起来。由于这样的数量依赖试验结果，而对随机试验来说，在每次试

验之前无法断言会出现何种结果，因而也就无法确定它会取什么值，即它的取值具有随机性，我们称这样的变

量为随机变量。

随机变量是随着试验结果的不同而变化的量，因此随机变量是试验结果的函数。一般地有以下定义。

定义 2.1 (随机变量)

♣

设 𝐸 为一随机试验 ,Ω 为其样本空间，若 𝑋 = 𝑋 (𝜔), 𝜔 ∈ Ω 为单值实函数，且对于任意实数 𝑥, 集合
{𝜔 | 𝑋 (𝜔) ⩽ 𝑥}都是随机事件，则称 𝑋 为随机变量。

�
笔记在研究随机现象的理论中引入随机变量概念，其意义在于：一方面借助随机变量可以更灵活便捷地描述随

机现象；另一方面也为运用微积分等近现代数学工具来研究随机现象的统计规律性奠定良好的基础。

2.1.2 分布函数

对于随机变量 𝑋 ,我们不只是看它取哪些值，更重要的是看它以多大的概率取那些值。由随机变量的定义可
知，对于每一个实数 𝑥，集合 {𝑋 ⩽ 𝑥}都是一个随机事件，因而有一个确定的概率 𝑃{𝑋 ⩽ 𝑥}与 𝑥 相对应,因此,
概率 𝑃{𝑋 ⩽ 𝑥}是 𝑥的函数，这个函数在理论和应用中都很重要，为此，引人以下定义。

定义 2.2 (分布函数)

♣

设 𝑋 是一随机变量，记

𝐹 (𝑥) = 𝑃{𝑋 ⩽ 𝑥}, 𝑥 ∈ R (2.1)

称 𝐹 (𝑥)为 𝑋 的分布函数。

关于 𝑋 的随机事件的概率都可以方便地利用分布函数 𝐹 (𝑥)算出来。以 𝑃 {𝑎 < 𝑋 ⩽ 𝑏}为例，其中 𝑎 < 𝑏。因

为 {𝑎 < 𝑋 ⩽ 𝑏} = {𝑋 ⩽ 𝑏} − {𝑋 ⩽ 𝑎}，而 𝑎 < 𝑏，所以 {𝑋 ⩽ 𝑎} ⊂ {𝑋 ⩽ 𝑏}，故由概率的可减性得

𝑃{𝑎 < 𝑋 ⩽ 𝑏} = 𝑃{𝑋 ⩽ 𝑏} − 𝑃{𝑋 ⩽ 𝑎} = 𝐹 (𝑏) − 𝐹 (𝑎) (2.2)

可见，如果已知 𝑋 的分布函数，就能知道 𝑋 落在任意区间 (𝑎, 𝑏] 的概率。注意这个区间必须左开右闭。
性质分布函数 𝐹 (𝑥)也具有以下基本性质：

1. 𝐹 (𝑥)是 𝑥的单调增函数

2. 𝐹 (𝑥)是 𝑥的右连续函数
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2.2 离散型随机变量

3. 对任意实数 𝑥都有 0 ⩽ 𝐹 (𝑥) ⩽ 1，且定义：

𝐹 (−∞) = lim
𝑥→−∞

𝐹 (𝑥) = 0

𝐹 (+∞) = lim
𝑥→+∞

𝐹 (𝑥) = 1

需要指出，如果一个函数满足上述三条性质，那么这函数一定是某个随机变量的分布函数。因而可用这三

条性质来判别一个函数是否为分布函数。

例题 2.1(P47第 4题) 设随机变量 𝑋 的分布函数为：

𝐹 (𝑥) = 𝐴 + 𝐵 arctan 𝑥 (−∞ < 𝑥 < +∞)

求常数 𝐴及 𝐵以及随机变量 𝑋 落在区间 (−1, 1] 内的概率。
解根据分布函数的性质，需要满足 𝐹 (−∞) = 0且 𝐹 (+∞) = 1，根据极限的运算可以求得：

𝐹 (−∞) = lim
𝑥→−∞

𝐹 (𝑥) = 𝐴 − 𝜋

2
𝐵 = 0

𝐹 (+∞) = lim
𝑥→+∞

𝐹 (𝑥) = 𝐴 + 𝜋

2
𝐵 = 1

解得 𝐴 =
1
2
, 𝐵 =

1
𝜋
，因此 𝑃{−1 < 𝑋 ⩽ 1} = 𝐹 (1) − 𝐹 (−1) = 1

2
。

2.2 离散型随机变量

2.2.1 随机变量的分布律

若随机变量 𝑋 的所有可能取值为有限个或者可数个，则称 𝑋 为离散型随机变量。

定义 2.3 (随机变量的分布律)

♣

设 𝑋 为离散型随机变量，其所有可能的取值为 {𝑥1, 𝑥2, · · · }，则称：

𝑝𝑖 = 𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖}, (𝑖 = 1, 2, · · · ) (2.3)

为随机变量 𝑋 的分布律 (或概率函数)。

性质随机变量 𝑋 的分布律具有以下性质:
1. 𝑝𝑖 ⩾ 0 (𝑖 = 1, 2, · · · )
2. 𝑝1 + 𝑝2 + · · · = 1
随机变量 𝑋 的分布律可以用一个表格表示，也可以表示为：

𝑋 ∼
(
𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛 · · ·
𝑃1 𝑃2 · · · 𝑝𝑛 · · ·

)
𝑋 的分布律2.3指出了全部概率 1在 𝑋 的可能值的集合 {𝑥1, 𝑥2, · · · } 上的分布情况，因而2.3式又叫做随机变

量 𝑋 的概率分布。若已知离散型随机变量 𝑋 的分布律 𝑝𝑖 = 𝑃 {𝑋 = 𝑥𝑖} , 𝑖 = 1, 2, · · ·，则分布函数：

𝐹 (𝑥) = 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥} =
∑
𝑥𝑖⩽𝑥

𝑃 {𝑋 = 𝑥𝑖} =
∑
𝑥𝑖⩽𝑥

𝑝𝑖 (2.4)

反之，若已知离散型随机变量 𝑋 的分布函数 𝐹 (𝑥)，欲求其分布律，记 {𝑥1, 𝑥2, · · · }为 𝐹 (𝑥)的间断点集合，令
𝑝𝑖 = 𝐹 (𝑥𝑖) − 𝐹 (𝑥𝑖 − 0), 𝑥𝑖 ∈ {𝑥1, 𝑥2, · · · }，则 𝑋 的分布律为:

𝑃 {𝑋 = 𝑥𝑖} = 𝑝𝑖, 𝑥𝑖 ∈ {𝑥1, 𝑥2, · · · } (2.5)

2.2.2 常见的离散型随机变量分布

下面介绍几种常见的离散型随机变量分布。

12
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2.2 离散型随机变量

2.2.2.1 单点分布

若随机变量 𝑋 的分布律为：

𝑃{𝑋 = 𝑎} = 1

则称 𝑋 服从单点分布，记为：

𝑋 ∼
(
𝑎

1

)
2.2.2.2 两点分布

若随机变量 𝑋 的分布律为 𝑃{𝑋 = 𝑎0} = 1 − 𝑝, 𝑃{𝑋 = 𝑎1} = 𝑝，或者统一地表示为：

𝑃{𝑋 = 𝑎𝑖} = 𝑝𝑖 (1 − 𝑝)1−𝑖, (𝑖 = 0, 1)

其中 0 < 𝑝 < 1，则称 𝑋 服从两点分布。当 𝑎0 = 0, 𝑎1 = 1时，称 𝑋 服从 (0-1)分布，记为 𝑋 ∼ 𝐵(1, 𝑝)或：

𝑋 ∼
(

0 1
1 − 𝑝 𝑝

)
若试验 𝐸 如果只有两种结果，称其是单次 Bernoulli试验。

2.2.2.3 二项分布

设某事件 𝐴在一次试验中发生的概率为 𝑝，现将此试验独立地重复进行 𝑛次。若以 𝑋 表示在这 𝑛次试验中

事件 𝐴发生的次数，则 𝑋 的所有可能取值为 0, 1, 2, · · · , 𝑛。上述过程也可看做独立、重复地进行了 𝑛次 Bernoulli
试验，记为 𝑛重 Bernoulli试验。

定义 2.4 (二项分布)

♣

若随机变量 𝑋 的分布律为：

𝑃 {𝑋 = 𝑖} = 𝐶𝑖
𝑛𝑝

𝑖 (1 − 𝑝)𝑛−𝑖, (𝑖 = 0, 1, 2, · · · , 𝑛) (2.6)

其中 0 < 𝑝 < 1，则称 𝑋 服从参数为 𝑛, 𝑝的二项分布，记为 𝑋 ∼ 𝐵(𝑛, 𝑝)。

例题 2.2 设每次射击击中目标的概率为 0.001，现独立射击 1000次，求至少击中 2次的概率。
解以 𝑋 表示这 1000次独立射击中击中目标的次数，则 𝑋 ∼ 𝐵(1000, 0.001)，故所求概率为：

𝑃{𝑋 ⩾ 2} = 1 − 𝑃{𝑋 < 2}

= 1 − 𝑃{𝑋 = 0} − 𝑃{𝑋 = 1}

= 1 − 0.9991000 − 1000 × 0.001 × 0.999999 = 0.264

2.2.2.4 泊松分布

若把例题2.2中的 2次改成更大的数字，计算会相当麻烦，因此引入下述近似计算法。

定理 2.1 (泊松定理近似)

♡

设随机变量 𝑋𝑛 ∼ 𝐵(𝑛, 𝑝𝑛), (𝑛 = 1, 2, · · · ),其中 𝑝𝑛 与 𝑛有关且满足 lim
𝑛→∞

𝑛𝑝𝑛 = 𝜆 > 0,则：

lim
𝑛→∞

𝐶𝑘
𝑛 𝑝

𝑘
𝑛 (1 − 𝑝𝑛)𝑛−𝑘 =

𝜆𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆, (𝑘 = 0, 1, 2, · · · ) (2.7)

在实际应用中，当 𝑛 ⩾ 10且 𝑝 ⩽ 0.1，且 𝜆 = 𝑛𝑝大小适中时，有以下近似式：

𝐶𝑘
𝑛 𝑝

𝑘 (1 − 𝑝)𝑛−𝑘 ≈ 𝜆𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆, (𝑘 = 0, 1, 2, · · · ) (2.8)

13
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2.3 连续型随机变量

由泊松定理，若二项分布的试验次数 𝑛很大，二项分布的概率 𝑝很小，且乘积 𝜆 = 𝑛𝑝比较适中，则事件出

现的次数 𝑋 可以用下述随机随机变量分布来逼近。

定义 2.5 (泊松分布)

♣

若随机变量 𝑋 的分布律为：

𝑃{𝑋 = 𝑘} = 𝜆𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆, (𝑘 = 0, 1, 2, · · · ) (2.9)

其中 𝜆 > 0为常数，则称 𝑋 服从参数为 𝜆的泊松分布，记为 𝑋 ∼ 𝑃(𝜆)。

2.2.2.5 其他常见分布

在 Bernoulli试验的条件下，若设 𝑋 为事件 𝐴首次发生时所需的试验次数，令 {𝑋 = 𝑘}表示第 𝑘 次试验时 𝐴

发生且前 𝑘 − 1次试验 𝐴都不发生，由 Bernoulli试验为独立重复试验的特点得到下述分布。

定义 2.6 (几何分布)

♣

若随机变量 𝑋 的分布律为：

𝑃{𝑋 = 𝑘} = (1 − 𝑝)𝑘−1𝑝, (𝑘 = 1, 2, 3, · · · ) (2.10)

其中 0 < 𝑝 < 1为常数，则称 𝑋 服从参数为 𝑝的几何分布，记为 𝑋 ∼ 𝐺𝑒(𝑝)。

性质若 𝑋 ∼ 𝐺𝑒(𝑝)，则 𝑃{𝑋 = 𝑘 + 𝑛 | 𝑋 > 𝑘} = 𝑃{𝑋 = 𝑛}(𝑘, 𝑛 = 1, 2, 3, · · · )，称为几何分布的无记忆性。
接着讨论如下问题：从有限 𝑁 个物件 (其中包含 𝑀 个指定种类的物件)中不放回地抽出 𝑛个物件，成功抽

出该指定种类的物件的次数记为 𝑘 (𝑘 ⩽ min{𝑛, 𝑀})。设 𝑋 为抽出该指定物件的次数，则有：

定义 2.7 (超几何分布)

♣

若随机变量 𝑋 的分布律为：

𝑃{𝑋 = 𝑘} =
𝐶𝑘

𝑀𝐶𝑛−𝑘
𝑁−𝑀

𝐶𝑛
𝑁

, (𝑘 = 0, 1, · · · ,min{𝑛, 𝑀}) (2.11)

则称 𝑋 服从超几何分布，记作 𝑋 ∼ 𝐻 (𝑛, 𝑀, 𝑁)。

2.3 连续型随机变量

2.3.1 概率密度

除了离散型随机变量之外，还有一类重要的随机变量——连续型随机变量，这种随机变量 𝑋 可以取某个区

间如 [𝑎, 𝑏]或 (−∞, +∞)中的一切值。在理论和实践中，刻画连续型随机变量的概率分布常使用概率密度的定义。

定义 2.8 (概率密度)

♣

设 𝑋 为随机变量，若存在非负可积函数 𝑓 (𝑥)，使得对任意区间 𝐴 ⊂ R都有：

𝑃{𝑋 ∈ 𝐴} =
ˆ

𝐴

𝑓 (𝑥) d𝑥 (2.12)

则称 𝑋 为连续型随机变量，并称 𝑓 (𝑥)为 𝑋 的概率密度。

性质概率密度 𝑓 (𝑥) 具有下述性质：
1. 𝑓 (𝑥) ⩾ 0(−∞ < 𝑥 < +∞)
2.
ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑥) d𝑥 = 1

3. 若连续型随机变量 𝑋 的分布函数为 𝐹 (𝑥)，则对任意实数 𝑥，有

𝐹 (𝑥) =
ˆ 𝑥

−∞
𝑓 (𝑡) d𝑡 (2.13)

14
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2.3 连续型随机变量

4. 若 𝑓 (𝑥)在 𝑥点处连续，则有 𝐹 ′ (𝑥) = 𝑓 (𝑥)
由高等数学的知识结合2.13式可知——连续型随机变量的分布函数 𝐹 (𝑥) 必为连续函数。这能够推导出另一

个重要事实，即对于任意实数 𝑥，随机变量 𝑋 取到 𝑥的概率为 0。

𝑃{𝑋 = 𝑥} = 0

事实上，设 𝑋 的分布函数为 𝐹 (𝑥)，对任意 Δ𝑥 > 0，由 {𝑋 = 𝑥} ⊂ {𝑥 − Δ𝑥 < 𝑋 ⩽ 𝑥}得：

0 ⩽ 𝑃{𝑋 = 𝑥} ⩽ 𝑃{𝑥 − Δ𝑥 < 𝑋 ⩽ 𝑥} = 𝐹 (𝑥) − 𝐹 (𝑥 − Δ𝑥)

因为 𝑋 为连续型随机变量，其分布函数 𝐹 (𝑥)是连续函数，所以在上述不等式两端，令 Δ𝑥 → 0+即得证。由

连续型随机变量的上述特性可知：

𝑃{𝑎 < 𝑋 < 𝑏} = 𝑃{𝑎 ⩽ 𝑋 < 𝑏} = 𝑃{𝑎 < 𝑋 ⩽ 𝑏} = 𝑃{𝑎 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝑏} =
ˆ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑥) d𝑥 (2.14)

这表明只要区间端点 𝑎, 𝑏 确定，则 𝑋 落入区间 (𝑎, 𝑏), [𝑎, 𝑏), (𝑎, 𝑏], [𝑎, 𝑏] 的概率都等于式2.14的右端积分。
当 𝑥为 𝑋 的某个可能值时，事件 {𝑋 = 𝑥}并非不可能事件，但有 𝑃{𝑋 = 𝑥} = 0。若事件 𝐴 = ∅，则 𝑃(𝐴) = 0；反
之，若事件 𝐴的概率 𝑃(𝐴) = 0，则 𝐴未必是不可能事件。

例题 2.3(P49第 17题) 设随机变量 𝑋 的概率密度为 𝑓 (𝑥) =


𝐴
√

1 − 𝑥2
, |𝑥 | < 1

0, |𝑥 | ⩾ 1
，求：

1. 常数 𝐴

2. 𝑋 落在区间

[
−1

2
,
1
2

]
上的概率

3. 𝑋 的分布函数

解求解该问题需要用到概率密度的定义和性质。

1. 概率密度需要满足归一化条件，即概率密度函数性质 2。ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑥) d𝑥 =

ˆ 1

−1

𝐴
√

1 − 𝑥2
d𝑥 = 𝐴𝜋 = 1 =⇒ 𝐴 =

1
𝜋

2. 根据式2.14知：

𝑃

{
−1

2
⩽ 𝑋 ⩽ 1

2

}
=
ˆ 1

2

− 1
2

1
𝜋
√

1 − 𝑥2
=

1
3

3. 根据概率密度的性质 3（式2.13）可以计算 𝑋 的分布函数。

𝐹 (𝑥) =
ˆ 𝑥

−∞
𝑓 (𝑡) d𝑡 =


0, 𝑥 < −1
1
2
+ 1
𝜋

arcsin
1
𝑥
, −1 ⩽ 𝑥 < 1

1, 𝑥 ⩾ 1

2.3.2 常见的连续型随机变量分布

2.3.2.1 正态分布

定义 2.9 (正态分布)

♣

若连续型随机变量 𝑋 的概率密度为：

𝑓 (𝑥) = 1
√

2𝜋𝜎
𝑒− ( 𝑥−𝜇 )2

2𝜎2 , (−∞ < 𝑥 < +∞) (2.15)

其中 𝜇, 𝜎(𝜎 > 0)为常数，则称 𝑋 服从参数为 𝜇, 𝜎的正态分布，记为 𝑋 ∼ 𝑁 (𝜇, 𝜎2)。习惯上称服从正态分
布的随机变量为正态变量

正态分布概率密度曲线的这种“中间高，两头低”的特点反映了在正常状态下一般事物所遵循的客观规律。

例如一大群人的身高，特别高大者和殊为矮小者占少数，而处中间状态者居多；各种职业的人的收入、大批同类
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2.3 连续型随机变量

产品检验时的误差等亦如此，它们都不同程度地符合正态分布。因此，正态分布无论在理论上还是在实际应用

中都占有十分重要的地位。

图 2.1: 不同参数 𝜇, 𝜎下的正态变量的概率密度图像

当 𝜇 = 0, 𝜎 = 1时称 𝑋 服从标准正态分布，其概率密度、分布函数分别用专用符号 𝜑(𝑥),𝛷(𝑥) 表示。

𝜑(𝑥) = 1
√

2𝜋
𝑒− 𝑥2

2 , (−∞ < 𝑥 < +∞) (2.16)

𝛷(𝑥) =
ˆ 𝑥

−∞

1
√

2𝜋
𝑒− 𝑡2

2 d𝑡 =
ˆ 𝑥

−∞
𝜑(𝑡) d𝑡 (2.17)

命题 2.1

♠

对于标准正态分布的分布函数𝛷(𝑥)，有恒等式

𝛷(−𝑥) = 1 −𝛷(𝑥) (2.18)

特别地，有𝛷(0) = 0.5

标准正态分布的分布函数𝛷(𝑥) 在正态分布的概率计算中起着重要作用，人们已编制了𝛷(𝑥) 的函数值表供
查用。利用𝛷(𝑥) 可进行任何正态分布的概率计算，这是由下面的命题确定的。

命题 2.2

♠
若随机变量 𝑋 ∼ 𝑁 (𝜇, 𝜎2)，则有 𝑍 =

𝑋 − 𝜇

𝜎
∼ 𝑁 (0, 1)。

例题 2.4设随机变量 𝑋 ∼ 𝑁 (1.4, 4)，求 𝑃{| 𝑋 − 1.4 |> 2}。
解可知 𝜇 = 1.4, 𝜎 = 2，根据命题2.1和2.2可以计算：

𝑃{| 𝑋 − 1.4 |> 2} = 𝑃

{
| 𝑋 − 1.4 |

2
> 1

}
= 1 − 𝑃

{����𝑋 − 1.4
2

���� ⩽ 1
}

= 1 − [𝛷(1) −𝛷(−1)]

= 2 − 2𝛷(1) = 2(1 − 0.8413) = 0.3174
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2.3.2.2 均匀分布

定义 2.10 (均匀分布)

♣

若随机变量 𝑋 具有概率密度

𝑓 (𝑥) =


1
𝑏 − 𝑎

, 𝑎 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑏

0, 𝑥 < 𝑎或𝑥 > 𝑏
(2.19)

则称 𝑋 在区间 [𝑎, 𝑏] 上服从均匀分布，记为 𝑋 ∼ 𝑈 (𝑎, 𝑏)，其中 𝑎, 𝑏为常数。

分布的“均匀”性是指 𝑋 具有下述意义的等可能性，即它落在 [𝑎, 𝑏] 内任意等长度的子区间内的概率是相
同的。如果随机变量 𝑋 ∼ 𝑈 (𝑎, 𝑏)，那么 𝑋 的分布函数

𝐹 (𝑥) =
ˆ 𝑥

−∞
𝑓 (𝑡) d𝑡 =


0, 𝑥 < 𝑎ˆ 𝑥

𝑎

1
𝑏 − 𝑎

d𝑡 =
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
, 𝑎 ⩽ 𝑥 < 𝑏ˆ 𝑏

𝑎

1
𝑏 − 𝑎

d𝑡 = 1, 𝑥 ⩾ 𝑏

图 2.2: 𝑋 ∼ 𝑈 (𝑎, 𝑏)时的概率密度 𝑓 (𝑥)和分布函数 𝐹 (𝑥)

2.3.2.3 指数分布

定义 2.11 (指数分布)

♣

若随机变量 𝑋 具有概率密度

𝑓 (𝑥) =

𝜆𝑒−𝜆𝑥 , 𝑥 ⩾ 0

0, 𝑥 < 0
(2.20)

其中常数 𝜆 > 0,则称 𝑋 服从参数为 𝜆的指数分布,记为 𝑋 ∼ 𝐸𝑥𝑝(𝜆)。

如果随机变量 𝑋 ∼ 𝐸𝑥𝑝(𝜆)，那么 𝑋 的分布函数

𝐹 (𝑥) =
ˆ 𝑥

−∞
𝑓 (𝑡) d𝑡 =


1 − e−𝜆𝑥 , 𝑥 ⩾ 0

0, 𝑥 < 0

此时，对任意的 𝑥 ⩾ 0有
𝑃{𝑋 > 𝑥} = 1 − 𝐹 (𝑥) = e−𝜆𝑥

性质若 𝑋 ∼ 𝐸𝑥𝑝(𝜆)，则对任意的 𝑠 > 0, 𝑡 > 0有 𝑃{𝑋 > 𝑠 + 𝑡 |𝑋 > 𝑠} = 𝑃{𝑋 > 𝑡}，这被称作指数分布的无记忆性。
也有人把它比喻为“永远年轻”，意思是若以 𝑋 表示某人的寿命，则在已知其寿命超过 𝑠岁的条件下还能多活 𝑡

年的概率与其出生时能活过 𝑡 年的概率是相同的。
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2.4 随机变量的函数及其概率分布

图 2.3: 𝑋 ∼ 𝐸𝑥𝑝(𝜆)时的概率密度 𝑓 (𝑥) 和分布函数 𝐹 (𝑥)

2.4 随机变量的函数及其概率分布

2.4.1 随机变量的函数

当一个随机变量变换成另一个随机变量时，如何由原来随机变量的概率分布来确定新随机变量的概率分布？

因此需要研究相关随机变量之间的关系，并用已知随机变量的分布来求出与之有关的另一个随机变量的分布。这

引出了随机变量的函数的定义。

定义 2.12 (随机变量的函数)

♣

记随机变量 𝑋 的一切可能值集合为 𝐷，设 𝑔(𝑥) 是定义在 𝐷 上的单值实函数。若对于 𝑋 的每一个可能值

𝑥 ∈ 𝐷，随机变量 𝑌 相应地取值 𝑦 = 𝑔(𝑥)，则称 𝑌 为 𝑋 的函数，记为 𝑌 = 𝑔(𝑋)。

如果 𝑋 为随机变量，那么对一个普通的函数 (映射) 𝑔 : 𝐷 → R，那么 𝑔(𝑋)仍为随机变量。

2.4.2 离散型随机变量的函数的概率分布

当已知离散型随机变量 𝑋 的分布律时，要确定 𝑌 = 𝑔(𝑋)的分布律是比较容易的。
例题 2.5设离散型随机变量 𝑋 的分布律为求随机变量 𝑌 = cos

( 𝜋
2
𝑋
)
的分布律。

𝑋 1 2 · · · 𝑛 · · ·

𝑝
1
2

(
1
2

)2

· · ·
(
1
2

)𝑛
· · ·

解因为 cos
(𝑛𝜋

2

)
=


−1, 𝑛 = 2(2𝑘 − 1)

0, 𝑛 = 2𝑘 − 1, 𝑘 = 1, 2, · · ·

1, 𝑛 = 2(2𝑘)

，所以 𝑌 = cos
( 𝜋
2
𝑋
)
的可能取值为 −1, 0, 1。

由于 𝑋 取值 2, 6, 10, · · · 都使对应的 𝑌 取 −1，可得

𝑃{𝑌 = −1} =
(
1
2

)2

+
(
1
2

)6

+
(
1
2

)10

+ · · · =
1
4

1 − 1
16

=
4
15

同理有

𝑃{𝑌 = 0} = 1
2
+

(
1
2

)3

+
(
1
2

)5

+ · · · = 1
2
(
1 − 1

4

) =
2
3

𝑃{𝑌 = 1} =
(
1
2

)4

+
(
1
2

)8

+
(
1
2

)12

+ · · · =
1
16

1 − 1
16

=
1
15

故 𝑌 的分布律为
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𝑌 −1 0 1

𝑝
4
15

2
3

1
15

�
笔记一般情况下，确定离散型随机变量的函数 𝑌 = 𝑔(𝑋)的分布律只需要把 𝑌 = 𝑔(𝑋)可能取的不同值找出来，再
把与 𝑌 的某个可能值对应的所有 𝑋 值的概率相加，即得 𝑌 取这个值的概率。

2.4.3 连续型随机变量的函数的概率分布

在应用中，更常见的是连续型随机变量的函数，一般情况下需要根据原随机变量的概率密度确定其函数的

概率密度。为区分不同随机变量的概率密度和分布函数，将随机变量的记号写在下标处。

定理 2.2 (单调函数的概率密度)

♡

设随机变量 𝑋具有概率密度 𝑓𝑋 (𝑥)，若 𝑔(𝑥)为 (−∞, +∞)上的可导函数，且恒有 𝑔′ (𝑥) > 0(或恒有 𝑔′ (𝑥) < 0)。
记 ℎ(𝑦)为 𝑔(𝑥)的反函数，则 𝑌 = 𝑔(𝑋) 是连续型随机变量，其概率密度为

𝑓𝑌 (𝑦) =

𝑓𝑋 (ℎ(𝑦)) |ℎ′ (𝑦) |, 𝑦 ∈ 𝑔(R)

0, 其他
(2.21)

其中 𝑔(R) = {𝑔(𝑥) | 𝑥 ∈ (−∞, +∞)}为 𝑔(𝑥)的值域。

注如果 𝑓𝑋 (𝑥)在区间 [𝑎, 𝑏]以外恒为零，那么定理2.2中的条件可改为：在 [𝑎, 𝑏]上恒有 𝑔′ (𝑥) > 0(或恒有 𝑔′ (𝑥) < 0)，
定理的结论依然成立，但要把 𝑔(R)换成 𝑔( [𝑎, 𝑏]) = {𝑔(𝑥) | 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]}。

定理2.2描述了部分连续型随机变量的函数的概率密度求法。下面用一个例子说明定理2.2的应用：设随机变
量 𝑋 ∼ 𝑁 (𝜇, 𝜎2)，令 𝑌 = 𝑔(𝑋) = 𝑒𝑋。因 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥 满足定理2.2中的条件，当 𝑦 > 0时，𝑦 = 𝑒𝑥 的反函数为 𝑥 = ln 𝑦，

所以由定理2.2可知

𝑓𝑌 (𝑦) =


1
√

2𝜋𝜎
𝑒− (ln 𝑦−𝜇)2

2𝜎2

����1𝑦 ���� , 𝑦 > 0

0, 𝑦 ⩽ 0

=


1

𝑦
√

2𝜋𝜎
𝑒− (ln 𝑦−𝜇)2

2𝜎2 , 𝑦 > 0

0, 𝑦 ⩽ 0

通常，称具有上述概率密度的随机变量 𝑌 服从对数正态分布。求连续型随机变量的线性函数的概率密度时

则可以使用下述定理。

定理 2.3 (线性函数的概率密度)

♡

设连续型随机变量 𝑋 有概率密度 𝑓𝑋 (𝑥),则随机变量 𝑌 = 𝑘𝑋 + 𝑏 (其中 𝑘, 𝑏为常数且 𝑘 ≠ 0 )的概率密度为：

𝑓𝑌 (𝑦) = 𝑓𝑋

(
𝑦 − 𝑏

𝑘

)
1
|𝑘 | (2.22)

特别地，若随机变量 𝑋 ∼ 𝑁 (𝜇, 𝜎2),则 𝑌 = 𝑘𝑋 + 𝑏 ∼ 𝑁 (𝑘𝜇 + 𝑏, 𝑘2𝜎2)(𝑘 ≠ 0)，即正态随机变量的线性函数
仍然服从正态分布。

求 𝑌 = 𝑔(𝑋)的概率密度的一般步骤是
1. 求出 𝑌 的分布函数 𝐹𝑌 (𝑦) = 𝑃{𝑔(𝑋) ⩽ 𝑦}
2. 求 𝐹𝑌 (𝑦)的导函数 𝐹 ′

𝑌 (𝑦)
3. 令 𝑓𝑌 (𝑦) = 𝐹 ′

𝑌 (𝑦)，并在 𝐹𝑌 (𝑦)的不可导点处规定 𝑓𝑌 (𝑦) 的函数值为零。于是 𝑓𝑌 (𝑦) 就是 𝑌 的概率密度。

例题 2.6设随机变量 𝑋 ∼ 𝑁 (0, 1)，求 𝑌 = 𝑋2 的概率密度。
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解因 𝑔(𝑥) = 𝑥2 在 (−∞, +∞) 上不是单调函数，故不能用定理。注意到 𝑌 = 𝑋2 总取非负值，因此当 𝑦 < 0时有

𝐹𝑌 (𝑦) = 𝑃{𝑌 ⩽ 𝑦} = 𝑃{𝑋2 ⩽ 𝑦} = 𝑃(∅) = 0

当 𝑦 ⩾ 0时
𝐹𝑌 (𝑦) = 𝑃{𝑌 ⩽ 𝑦} = 𝑃{𝑋2 ⩽ 𝑦} = 𝑃{−√𝑦 ⩽ 𝑋 ⩽ √

𝑦}

=
ˆ √

𝑦

−√𝑦

𝑓𝑋 (𝑥) d𝑥 =
1

√
2𝜋

ˆ √
𝑦

−√𝑦

𝑒− 𝑥2
2 d𝑥

因而在 𝑦 ≠ 0处，𝐹𝑌 (𝑦)为可导函数，其导数为：

𝐹 ′
𝑌 (𝑦) =


𝑓𝑋 (

√
𝑦) 1

2√𝑦 − 𝑓𝑋 (−
√
𝑦)

(
− 1

2√𝑦

)
, 𝑦 > 0,

0, 𝑦 < 0

=


1

√
2𝜋

𝑦− 1
2 𝑒− 𝑦

2 , 𝑦 > 0,

0, 𝑦 < 0

令 𝑓𝑌 (𝑦) = 𝐹 ′
𝑌 (𝑦)，补充 𝑦 = 0处 𝐹 ′

𝑌 (𝑦) = 0有：

𝑓𝑌 (𝑦) =


1
√

2𝜋
𝑦− 1

2 𝑒− 𝑦
2 , 𝑦 > 0

0, 𝑦 ⩽ 0

此时称 𝑌 服从自由度为 1的卡方分布，记为 𝑌 ∼ 𝜒2 (1)。
有时候，连续型随机变量的函数并不一定是连续型随机变量，此时只需要求出其分布律即可。

例题 2.7(P50第 31题) 设 𝑋 服从参数为 𝜆的指数分布，令 𝑌 = [𝑋] + 1，求 𝑌 的分布。

解因为 𝑋 ∼ 𝐸𝑥𝑝(𝜆)，则 𝑓𝑋 (𝑥) =

𝜆𝑒−𝜆𝑥 , 𝑥 ⩾ 0

0, 𝑥 < 0
，根据取整函数的性质知 𝑌 = [𝑋] + 1是离散型随机变量，现欲

求出其分布律。

𝑃{𝑌 = 𝑘} = 𝑃{[𝑋] + 1 = 𝑘} (𝑘 = 1, 2, · · · )

= 𝑃{𝑘 − 1 ⩽ 𝑋 < 𝑘}

=
ˆ 𝑘

𝑘−1
𝑓𝑋 (𝑥) d𝑥

= [1 − (1 − 𝑒−𝜆)]𝑘−1 (1 − 𝑒−𝜆)

令 𝑝 = 1 − 𝑒−𝜆，不难看出 𝑌 服从参数为 𝑝的几何分布，亦即 𝑌 ∼ 𝐺𝑒(1 − 𝑒−𝜆)。
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第三章 随机向量及其概率分布

内容提要

h 随机向量

h 随机向量的分布律与概率密度

h 条件分布

h 条件概率密度

h 随机变量的相互独立性

h 随机向量的函数及其概率分布

3.1 𝑛维随机向量

3.1.1 随机向量的概念

在实际问题中，有些试验的结果需要同时用两个或两个以上的随机变量来描述。这类例子可以举出很多，而

对于同一个试验结果的各个随机变量之间，一般有某种联系，因而需要把它们作为一整体来研究。

定义 3.1 (随机向量)

♣

设 Ω是随机试验 𝐸 的样本空间，𝜔为样本点，而 𝑋1 (𝜔), 𝑋2 (𝜔), · · · , 𝑋𝑛 (𝜔)是定义在 Ω上的 𝑛个随机变量，

则 𝑛维向量 (𝑋1 (𝜔), 𝑋2 (𝜔), · · · , 𝑋𝑛 (𝜔)) 称为 𝑛维随机向量或 𝑛维随机变量。

随机向量 (𝑋1 (𝜔), 𝑋2 (𝜔), · · · , 𝑋𝑛 (𝜔))是从样本空间 Ω到 𝑛维欧氏空间 R𝑛 的一个映射:

𝜔 ∈ Ω ↦→ (𝑋1 (𝜔), 𝑋2 (𝜔), · · · , 𝑋𝑛 (𝜔)) ∈ R𝑛

其中的每一个分量 𝑋𝑖 (𝜔)(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛) 是一维随机变量。随机向量的所有分量中包含的 𝜔是同一个 𝜔，因此在不

必强调样本点 𝜔时,常把 (𝑋1 (𝜔), 𝑋2 (𝜔), · · · , 𝑋𝑛 (𝜔))简记为 (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛)。
由于高维随机向量的性质和讨论是相似的，下面主要以二维向量 (𝑋,𝑌 )进行研究。

3.1.2 分布函数与边缘分布函数

定义 3.2 ((联合)分布函数)

♣

设 (𝑋,𝑌 ) 是二维随机向量，对任意实数 𝑥, 𝑦，二元函数

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑃{𝑋 ⩽ 𝑥,𝑌 ⩽ 𝑦} = {𝜔 | 𝑋 (𝜔) ⩽ 𝑥,𝑌 (𝜔) ⩽ 𝑦} (3.1)

称为二维随机向量 (𝑋,𝑌 ) 的分布函数,或 𝑋 与 𝑌 的联合分布函数。分布函数 𝐹 (𝑥, 𝑦) 也表示事件 {𝑋 ⩽ 𝑥}
与 {𝑌 ⩽ 𝑦}同时发生的概率。

若把二维随机向量 (𝑋,𝑌 ) 看作是平面上的随机点的坐标，则分布函数 𝐹 (𝑥, 𝑦) 在 (𝑥, 𝑦) 处的函数值，就是随
机点 (𝑋,𝑌 ) 落人以点 (𝑥, 𝑦) 为顶点而位于该点左下方的无穷矩形域内的概率。由上述几何解释并借助图3.1，不
难算出事件 {𝑥1 < 𝑋 ⩽ 𝑥2, 𝑦1 < 𝑌 ⩽ 𝑦2}的概率

𝑃 {𝑥1 < 𝑋 ⩽ 𝑥2, 𝑦1 < 𝑌 ⩽ 𝑦2} = 𝐹 (𝑥2, 𝑦2) − 𝐹 (𝑥2, 𝑦1) − 𝐹 (𝑥1, 𝑦2) + 𝐹 (𝑥1, 𝑦1) (3.2)

性质分布函数 𝐹 (𝑥, 𝑦)具有以下性质：
1. 𝐹 (𝑥, 𝑦)对每个变量是单调增函数，即当 𝑥1 < 𝑥2 时，𝐹 (𝑥1, 𝑦) ⩽ 𝐹 (𝑥2, 𝑦)；当 𝑦1 < 𝑦2 时，𝐹 (𝑥, 𝑦1) ⩽ 𝐹 (𝑥, 𝑦2)
2. 𝐹 (𝑥, 𝑦)对每个变量是右连续的，即 𝐹 (𝑥 + 0, 𝑦) = 𝐹 (𝑥, 𝑦)，𝐹 (𝑥, 𝑦 + 0) = 𝐹 (𝑥, 𝑦)
3. 𝐹 (−∞, 𝑦) = 𝐹 (𝑥,−∞) = 𝐹 (−∞,−∞) = 0，𝐹 (+∞, +∞) = 1
4. 对于任意两点 (𝑥1, 𝑦1)，(𝑥2, 𝑦2)，若 𝑥1 ⩽ 𝑥2，𝑦1 ⩽ 𝑦2，则

𝐹 (𝑥2, 𝑦2) − 𝐹 (𝑥2, 𝑦1) − 𝐹 (𝑥1, 𝑦2) + 𝐹 (𝑥1, 𝑦1) ⩾ 0
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3.1 𝑛维随机向量

图 3.1: 随机向量 (𝑋,𝑌 ) 的分布函数的几何直观

若给定二维随机向量 (𝑋,𝑌 )的分布函数 𝐹 (𝑥, 𝑦)，则它的两个分量 𝑋,𝑌 的分布函数 𝐹𝑋 (𝑥), 𝐹𝑌 (𝑦)与分布函数
𝐹 (𝑥, 𝑦)之间必然存在联系。事实上有

𝐹𝑋 (𝑥) = 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥} = 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥,𝑌 < +∞} = lim
𝑦→+∞

𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥,𝑌 ⩽ 𝑦}

= lim
𝑦→+∞

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑥, +∞)

因此有边缘分布函数的定义。

定义 3.3 (边缘分布函数)

♣

称 𝐹𝑋 (𝑥), 𝐹𝑌 (𝑦) 分别为二维随机向量 (𝑋,𝑌 ) 关于 𝑋,𝑌 的边缘分布函数，即

𝐹𝑋 (𝑥) = 𝐹 (𝑥, +∞), 𝐹𝑌 (𝑦) = 𝐹 (+∞, 𝑦)

边缘分布函数 𝐹𝑋 (𝑥), 𝐹𝑌 (𝑦) 完全由分布函数 𝐹 (𝑥, 𝑦)唯一确定，但反过来并不一定成立。

3.1.3 二维离散型随机向量

定义 3.4 (二维离散型随机向量的分布律)

♣

若二维随机向量 (𝑋,𝑌 ) 的所有可能取的值是有限对或可数对 (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, · · · )，则称 (𝑋,𝑌 ) 是二维
离散型随机向量，并称 𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖, 𝑌 = 𝑦 𝑗} = 𝑝𝑖 𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2, · · · ) 为二位离散型随机向量 (𝑋,𝑌 ) 的分布律或
𝑋 与 𝑌 的联合分布律。

性质由 𝑝𝑖 𝑗 的定义结合概率的性质可知，它应满足

1. 0 ⩽ 𝑝𝑖 𝑗 ⩽ 1 (𝑖, 𝑗 = 1, 2, · · · )
2.

∞∑
𝑖=1

∞∑
𝑗=1

𝑝𝑖 𝑗 = 1

(𝑋,𝑌 ) 的分布律也可以用下述表格表示。
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3.1 𝑛维随机向量

若已知二维离散型随机向量 (𝑋,𝑌 )的分布律 𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖, 𝑌 = 𝑦 𝑗} = 𝑝𝑖 𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2, · · · )，则 (𝑋,𝑌 )的分布函数可
按下列式确定，即对满足 𝑥𝑖 ⩽ 𝑥, 𝑦𝑖 ⩽ 𝑦的下表的 𝑖, 𝑗 求和。

𝐹 (𝑥, 𝑦) =
∑
𝑥𝑖⩽𝑥

∑
𝑦 𝑗⩽𝑦

𝑝𝑖 𝑗 (3.3)

从 (𝑋,𝑌 )的联合分布律还可以求出每个分量的分布律。

定义 3.5 (边缘分布律)

♣

称 𝑝𝑖 · (𝑖 = 1, 2, · · · ) 和 𝑝 · 𝑗 ( 𝑗 = 1, 2, · · · ) 为 (𝑋,𝑌 )关于 𝑋 和关于 𝑌 的边缘分布律。亦即

𝑝𝑖 · = 𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖} =
∞∑
𝑗=1

𝑝𝑖 𝑗 , (𝑖 = 1, 2, · · · ) (3.4)

𝑝 · 𝑗 = 𝑃{𝑌 = 𝑦 𝑗} =
∞∑
𝑖=1

𝑝𝑖 𝑗 , ( 𝑗 = 1, 2, · · · ) (3.5)

由 (𝑋,𝑌 ) 的分布律可以唯一地确定 𝑋 和 𝑌 的边缘分布律 𝑝𝑖 · (𝑖 = 1, 2, · · · ) 和 𝑝 · 𝑗 ( 𝑗 = 1, 2, · · · )。

注随机向量的分布律可以唯一确定其边缘分布律，但反之不一定成立。

3.1.4 二维连续型随机向量

3.1.4.1 随机向量的概率密度和边缘概率密度

连续型随机变量的分布通常用概率密度去描述，类似的可以定义连续型随机向量的概率密度。

定义 3.6 (二维随机向量的概率密度)

♣

设 (𝑋,𝑌 ) 是二维随机向量,若存在一个非负可积函数 𝑓 (𝑥, 𝑦) (−∞ < 𝑥 < +∞,−∞ < 𝑦 < +∞)，使对任意区
域 𝐴 ⊂ R2 都有：

𝑃{(𝑋,𝑌 ) ∈ 𝐴} =
¨

𝐴

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 d𝑦

则称 (𝑋,𝑌 )为二维连续型随机向量,称 𝑓 (𝑥, 𝑦)为 (𝑋,𝑌 )的概率密度,或 𝑋 与 𝑌 的联合概率密度。

性质随机向量 (𝑋,𝑌 ) 的概率密度具有以下性质
1. 𝑓 (𝑥, 𝑦) ⩾ 0, ∀(𝑥, 𝑦) ∈ R2

2.
ˆ +∞

−∞

ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 d𝑦 = 1

3. 设二维连续型随机向量 (𝑋,𝑌 )的分布函数为 𝐹 (𝑥, 𝑦),则对任意实数 𝑥, 𝑦,都有

𝐹 (𝑥, 𝑦) =
ˆ 𝑥

−∞

ˆ 𝑦

−∞
𝑓 (𝑢, 𝑣) d𝑢 d𝑣

4. 若 𝑓 (𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥, 𝑦) 的某邻域内连续,则
𝜕2𝐹 (𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥 𝜕𝑦

= 𝑓 (𝑥, 𝑦)

当给定二维连续型随机向量 (𝑋,𝑌 )的概率密度 𝑓 (𝑥, 𝑦)，那么两个分量 𝑋 和 𝑌 的概率密度 𝑓𝑋 (𝑥), 𝑓𝑌 (𝑦)也就
随之确定。因为对任意区间 [𝑎, 𝑏] ⊂ R，有

𝑃{𝑋 ∈ [𝑎, 𝑏]} = 𝑃{𝑋 ∈ [𝑎, 𝑏],−∞ < 𝑌 < +∞}

=
ˆ 𝑏

𝑎

[ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑢, 𝑣) d𝑣

]
d𝑢

其中

ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑦为 𝑥的非负可积函数，所以 𝑋 是一维连续型随机变量，进而有边缘概率密度的定义。
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3.1 𝑛维随机向量

定义 3.7 (边缘概率密度)

♣

称下面两式所确定的 𝑓𝑋 (𝑥), 𝑓𝑌 (𝑦) 分别为 (𝑋,𝑌 )关于 𝑋,𝑌 的边缘概率密度。

𝑓𝑋 (𝑥) =
ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑦 (3.6)

𝑓𝑌 (𝑦) =
ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 (3.7)

例题 3.1(P77第 10题) 设二维随机向量 (𝑋,𝑌 )的概率密度为

𝑓 (𝑥, 𝑦) =

𝐶𝑥2𝑦, 𝑥2 ⩽ 𝑦 ⩽ 1

0, 其他

1. 确定常数 𝐶

2. 求概率 𝑃{|𝑋 | ⩽ 𝑌 }
3. 求关于 𝑋,𝑌 的边缘概率密度

解求解该问题需要用到随机向量概率密度的定义和性质。

1. 随机向量的概率密度函数需要满足归一化条件。¨
𝑥2⩽𝑦⩽1

𝐶𝑥2𝑦 d𝑥 d𝑦 =
ˆ 1

−1
d𝑥
ˆ 1

𝑥2
𝐶𝑥2𝑦 d𝑦 =

4
21

𝐶 = 1

解得 𝐶 =
21
4
。

2. 划定区域 𝐴 = {(𝑥, 𝑦) |𝑥2 ⩽ 𝑦 ⩽ 1, |𝑥 | ⩽ 𝑦}，由概率密度的定义知

𝑃{|𝑋 | ⩽ 𝑌 } =
¨

𝐴

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 d𝑦 =
ˆ 0

−1
d𝑥
ˆ 1

−𝑥
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑦 +

ˆ 1

0
d𝑥
ˆ 1

𝑥

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑦 = 0.7

3. 根据定义3.7可以分别计算关于 𝑋,𝑌 的边缘概率密度。

𝑓𝑋 (𝑥) =
ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑦 =


21
8
(𝑥2 − 𝑥6), −1 ⩽ 𝑥 ⩽ 1

0, 其他

𝑓𝑌 (𝑦) =
ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 =


7
2
𝑦

5
2 , 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 1

0, 其他

3.1.4.2 二维正态分布

定义 3.8 (二维正态分布)

♣

若二维随机向量 (𝑋,𝑌 )的概率密度为

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 1
2𝜋𝜎1𝜎2

√
1 − 𝜌2

exp
{

−1
2(1 − 𝜌2)

[
(𝑥 − 𝜇1)2

𝜎2
1

− 2𝜌
(𝑥 − 𝜇1) (𝑦 − 𝜇2)

𝜎1𝜎2
+ (𝑦 − 𝜇2)2

𝜎2
2

]}
(3.8)

其中 −∞ < 𝑥 < +∞,−∞ < 𝑦 < +∞，𝜇1, 𝜇2, 𝜎1, 𝜎2, 𝜌都是常数，且 𝜎1 > 0, 𝜎2 > 0, |𝜌 | < 1，则称 (𝑋,𝑌 ) 服从
二维正态分布，记为 (𝑋,𝑌 ) ∼ 𝑁 (𝜇1, 𝜇2;𝜎2

1 , 𝜎
2
2 ; 𝜌)，并称 (𝑋,𝑌 )为二维正态随机向量。

二维正态随机向量 (𝑋,𝑌 ) 关于 𝑋 的边缘概率密度可以根据定义3.4计算。

𝑓𝑋 (𝑥) =
ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑦 =

1
√

2𝜋 𝜎1

𝑒
− (𝑥−𝜇1 )2

2𝜎2
1 , (−∞ < 𝑥 < +∞)

同理可得 (𝑋,𝑌 )关于 𝑌 的边缘概率密度。

𝑓𝑌 (𝑦) =
ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 =

1
√

2𝜋 𝜎2

𝑒
− (𝑦−𝜇2 )2

2𝜎2
2 , (−∞ < 𝑦 < +∞)
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3.2 条件分布

定理 3.1

♡
当随机向量 (𝑋,𝑌 ) ∼ 𝑁 (𝜇1, 𝜇2;𝜎2

1 , 𝜎
2
2 ; 𝜌)时，它的每个分量为正态变量。且 𝑋 ∼ 𝑁 (𝜇1, 𝜎

2
1 ), 𝑌 ∼ 𝑁 (𝜇2, 𝜎

2
2 )。

3.1.4.3 二维均匀分布

对于平面上的几何概型问题，可以用服从二维均匀分布的随机向量 (𝑋,𝑌 )来建模求解。

定义 3.9 (二维均匀分布)

♣

若二维随机向量 (𝑋,𝑌 ) 的概率密度为

𝑓 (𝑥, 𝑦) =


1
𝐴
, 当(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺

0, 当(𝑥, 𝑦) ∉ 𝐺
(3.9)

其中 𝐺 是平面上的一个有界区域，且 𝑆(𝐺) = 𝐴，则称二维随机向量 (𝑋,𝑌 )在 𝐺 上服从二维均匀分布。

3.2 条件分布

3.2.1 离散型随机向量的条件分布律

当同时研究多个随机变量时，变量间的相互影响、相互依赖关系是一个值得关注的问题。本节讨论条件分布

概念，即在已知一随机向量的部分分量的值的条件下，研究其余分量的条件概率分布。对于二维随机向量 (𝑋,𝑌 )，
现欲求在 𝑌 = 𝑦𝑖 的条件下 𝑋 = 𝑥𝑖 的概率。当 𝑃{𝑌 = 𝑦 𝑗} > 0时，利用条件概率的计算公式可知

𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖 |𝑌 = 𝑦 𝑗} =
𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖, 𝑌 = 𝑦 𝑗}

𝑃{𝑌 = 𝑦 𝑗}
=

𝑝𝑖 𝑗

𝑝 · 𝑗
, (𝑖 = 1, 2, · · · )

不难验证，上述这组条件概率 (注意：这里 𝑗 是固定的 , 𝑖取遍 1, 2, · · · ) 符合分布律的两条基本性质：
1. 𝑃

{
𝑋 = 𝑥𝑖 | 𝑌 = 𝑦 𝑗

}
⩾ 0 (𝑖 = 1, 2, · · · )

2.
∞∑
𝑖=1

𝑃
{
𝑋 = 𝑥𝑖 | 𝑌 = 𝑦 𝑗

}
= 1

定义 3.10 (二维离散型随机向量的条件分布律)

♣

设 (𝑋,𝑌 ) 是二维离散型随机向量，其分布律以及 (𝑋,𝑌 ) 关于 𝑋 和关于 𝑌 的边缘分布律分别由定

义3.4和3.5给出。对于固定的 𝑗，若 𝑃{𝑌 = 𝑦 𝑗} > 0，则称

𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖 | 𝑌 = 𝑦 𝑗} =
𝑝𝑖 𝑗

𝑝 · 𝑗
, (𝑖 = 1, 2, · · · ) (3.10)

为在 𝑌 = 𝑦 𝑗 的条件下随机变量 𝑋 的条件分布律。类似地，对于固定的 𝑖，若 𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖} > 0，则称

𝑃{𝑌 = 𝑦 𝑗 | 𝑋 = 𝑥𝑖} =
𝑝𝑖 𝑗

𝑝𝑖 ·
, ( 𝑗 = 1, 2, · · · ) (3.11)

为在 𝑋 = 𝑥𝑖 的条件下随机变量 𝑌 的条件分布律。

例题 3.2(P77第 13题) 设某医院一天中出生的婴儿个数 𝑋 ∼ 𝑃(𝜆)，𝑌 是其中的男婴个数。假设每出生一个婴儿，

其是男婴的概率为 0.5，试求
1. (𝑋,𝑌 )的分布律
2. 𝑌 的分布律
3. 给定 𝑌 时 𝑋 的条件分布律

解求解该问题需要用到分布律，条件分布律的相关定义。
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3.2 条件分布

1. 当 𝑋 = 𝑛时，𝑌 ∼ 𝐵

(
𝑛,

1
2

)
。对于 (𝑋,𝑌 )的分布律只需求

𝑃{𝑋 = 𝑛,𝑌 = 𝑘} = 𝑃{𝑋 = 𝑛}𝑃{𝑌 = 𝑘 |𝑋 = 𝑛} (𝑛 = 0, 1, 2, · · · ; 𝑘 = 0, 1, 2, · · · , 𝑛)

=

(
𝜆𝑛

𝑛!
𝑒−𝜆

)
·
[(

1
2

)𝑛
𝐶𝑘

𝑛

]
2. 对于 𝑌 的分布律只需求级数

𝑃{𝑌 = 𝑘} =
∞∑

𝑛=𝑘

𝑃{𝑋 = 𝑛,𝑌 = 𝑘} (𝑘 = 0, 1, 2, · · · , 𝑛)

=
∞∑

𝑛=𝑘

𝑒−𝜆

𝑘!(𝑛 − 𝑘)! ·
(
𝜆

2

)𝑛
=

1
𝑘!

(
𝜆

2

) 𝑘

𝑒−𝜆
∞∑

𝑛=𝑘

1
(𝑛 − 𝑘)! ·

(
𝜆

2

)𝑛−𝑘
=

1
𝑘!

(
𝜆

2

) 𝑘

𝑒−𝜆
∞∑

𝑚=0

1
𝑚!

·
(
𝜆

2

)𝑚
=

1
𝑘!

(
𝜆

2

) 𝑘

𝑒−𝜆 · 𝑒 𝜆
2

=
1
𝑘!

(
𝜆

2

) 𝑘

𝑒− 𝜆
2

不难看出 𝑌 ∼ 𝑃

(
𝜆

2

)
。

3. 给定 𝑌 = 𝑘 时，求 𝑋 的条件分布律为

𝑃{𝑋 = 𝑛|𝑌 = 𝑘} = 𝑃{𝑋 = 𝑛,𝑌 = 𝑘}
𝑃{𝑌 = 𝑘} (𝑛 = 𝑘, 𝑘 + 1, 𝑘 + 2, · · · )

=
1

(𝑛 − 𝑘)!

(
𝜆

2

)𝑛−𝑘
𝑒− 𝜆

2

3.2.2 连续型随机向量的条件概率密度

设 (𝑋,𝑌 )为二维连续型随机向量，其概率密度为 𝑓 (𝑥, 𝑦)，(𝑋,𝑌 )关于 𝑌 的边缘概率密度为 𝑓𝑌 (𝑦)。此时由于
对任意实数 𝑦有 𝑃{𝑌 = 𝑦} = 0，因而直接由条件概率公式去计算 𝑃{𝑎 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝑏 | 𝑌 = 𝑦}是行不通的。为此假定对
∀𝜀 > 0，𝑃{|𝑦 − 𝜀 < 𝑌 ⩽ 𝑦 + 𝜀 |} > 0，并通过极限手段，把概率 𝑃{𝑎 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝑏 | 𝑌 = 𝑦}定义为

𝑃{𝑎 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝑏 | 𝑌 = 𝑦} = lim
𝜀→0+

𝑃{𝑎 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝑏 | 𝑦 − 𝜀 < 𝑦 ⩽ 𝑦 + 𝜀}

根据条件概率的计算公式，有

𝑃{𝑎 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝑏 | 𝑌 = 𝑦} = lim
𝜀→0+

𝑃{𝑎 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝑏 | 𝑦 − 𝜀 < 𝑦 ⩽ 𝑦 + 𝜀}

= lim
𝜀→0+

𝑃{𝑎 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝑏, 𝑦 − 𝜀 < 𝑦 ⩽ 𝑦 + 𝜀}
𝑃{𝑦 − 𝜀 < 𝑦 ⩽ 𝑦 + 𝜀}

= lim
𝜀→0+

ˆ 𝑏

𝑎

ˆ 𝑦+𝜀

𝑦−𝜀

𝑓 (𝑢, 𝑣) d𝑣 d𝑢
ˆ +∞

−∞

ˆ 𝑦+𝜀

𝑦−𝜀

𝑓 (𝑢, 𝑣) d𝑣 d𝑢

若 𝑓 (𝑥, 𝑦)在点 (𝑥, 𝑦) 处连续，则上式的右端的极限值为ˆ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑢, 𝑦) d𝑢
ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑢, 𝑦) d𝑢

=
ˆ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑢, 𝑦)
𝑓𝑌 (𝑦)

d𝑢
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3.3 随机变量的相互独立性

亦即有条件概率

𝑃{𝑎 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝑏 | 𝑌 = 𝑦} =
ˆ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑢, 𝑦)
𝑓𝑌 (𝑦)

d𝑢

定义 3.11 (条件概率密度和条件分布函数)

♣

设 (𝑋,𝑌 )为二维连续型随机向量，其概率密度为 𝑓 (𝑥, 𝑦)，(𝑋,𝑌 )关于 𝑌 的边缘概率密度为 𝑓𝑌 (𝑦)。若对于
固定的 𝑦， 𝑓𝑌 (𝑦) > 0，则称

𝑓𝑋|𝑌 (𝑥 | 𝑦) = 𝑓 (𝑥, 𝑦)
𝑓𝑌 (𝑦)

, 𝐹𝑋|𝑌 (𝑥 | 𝑦) =
ˆ 𝑥

−∞
𝑓𝑋|𝑌 (𝑢 | 𝑦) d𝑢 (3.12)

为在 𝑌 = 𝑦的条件下 𝑋 的条件概率密度和条件分布函数。类似地，当 𝑓𝑋 (𝑥) > 0时，可定义在 𝑋 = 𝑥的条

件下 𝑌 的条件概率密度和条件分布函数为

𝑓𝑌 |𝑋 (𝑦 | 𝑥) = 𝑓 (𝑥, 𝑦)
𝑓𝑋 (𝑥)

, 𝐹𝑌 |𝑋 (𝑦 | 𝑥) =
ˆ 𝑦

−∞
𝑓𝑌 |𝑋 (𝑣 | 𝑥) d𝑣 (3.13)

类似于条件概率的乘法公式，条件概率密度同样满足乘法公式。

定理 3.2 (条件概率密度的乘法公式)

♡

设有随机向量 (𝑋,𝑌 )，则有恒等式：

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋 (𝑥) 𝑓𝑌 |𝑋 (𝑦 | 𝑥) = 𝑓𝑌 (𝑦) 𝑓𝑋|𝑌 (𝑥 | 𝑦) (3.14)

例题 3.3设数 𝑋 在区间 (0, 1) 内随机地取值，当观察到 𝑋 = 𝑥 (0 < 𝑥 < 1) 时，数 𝑌 在区间 (𝑥, 1) 内随机地取值，
求 𝑌 的概率密度 𝑓𝑌 (𝑦)。
解由题意知 𝑋 ∼ 𝑈 (0, 1)，且 𝑋 具有概率密度

𝑓𝑋 (𝑥) =


1, 0 < 𝑥 < 1

0, 其他

当给定条件 𝑋 = 𝑥 (0 < 𝑥 < 1)时，𝑌 的条件分布为区间 (𝑥, 1)上的均匀分布，即：

𝑓𝑌 |𝑋 (𝑦 | 𝑥) =


1
1 − 𝑥

, 𝑥 < 𝑦 < 1

0, 其他

其中 𝑥固定，0 < 𝑥 < 1。由式3.13得：

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑌 |𝑋 (𝑦 | 𝑥) 𝑓𝑋 (𝑥) =


1
1 − 𝑥

, 0 < 𝑥 < 1, 𝑥 < 𝑦 < 1

0, 其他

此时对概率密度 𝑓 (𝑥, 𝑦)的 𝑥积分得到 𝑦的概率密度。

𝑓𝑌 (𝑦) =
ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 =


ˆ 𝑦

0

1
1 − 𝑥

d𝑥 = − ln(1 − 𝑦), 0 < 𝑦 < 1

0, 其他

3.3 随机变量的相互独立性

3.3.1 两个随机向量的相互独立性

随机变量的相互独立性是概率论与数理统计中的一个很重要的概念，它是由随机事件的相互独立性引申而

来的。根据第一章中事件的独立性可引出随机变量的相互独立性。

27



2025级 AI学组版权拥有

3.3 随机变量的相互独立性

定义 3.12 (两个随机变量的相互独立性)

♣

设 (𝑋,𝑌 )是二维随机向量 , 𝐹 (𝑥, 𝑦)及 𝐹𝑥 (𝑥), 𝐹𝑌 (𝑦)分别是 (𝑋,𝑌 )的分布函数及边缘分布函数，若对任意实
数 𝑥, 𝑦恒有：

𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥,𝑌 ⩽ 𝑦} = 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥} 𝑃 {𝑌 ⩽ 𝑦} (3.15)

亦即：

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑋 (𝑥)𝐹𝑌 (𝑦) (3.16)

则称 𝑋 和 𝑌 是相互独立的。

�
笔记

当 (𝑋,𝑌 )是二维离散型随机向量时，𝑋与𝑌相互独立的条件式等价于对 (𝑋,𝑌 )的所有可能取值 (𝑥𝑖, 𝑦 𝑗) (𝑖, 𝑗 =
1, 2, · · · )，都有

𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖, 𝑌 = 𝑦 𝑗} = 𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖}𝑃{𝑌 = 𝑦 𝑗}, (𝑖, 𝑗 = 1, 2, · · · ) (3.17)

当 (𝑋,𝑌 ) 是二维连续型随机向量时，设 𝑓 (𝑥, 𝑦) 及 𝑓𝑥 (𝑥), 𝑓𝑌 (𝑦) 分别是 (𝑋,𝑌 ) 的概率密度及边缘概率密度，
则 𝑋 与 𝑌 相互独立的条件式等价于

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋 (𝑥) 𝑓𝑌 (𝑦) (3.18)

几乎处处成立 (在平面上挖去一个“面积”为 0的点集后，处处成立)。

命题 3.1

♠
设二维随机向量 (𝑋,𝑌 ) ∼ 𝑁 (𝜇1, 𝜇2;𝜎2

1 , 𝜎
2
2 ; 𝜌)，则 𝑋 与 𝑌 相互独立的充要条件是 𝜌 = 0。

证明 可知 (𝑋,𝑌 )的两个边缘概率密度的乘积为

𝑓𝑋 (𝑥) 𝑓𝑌 (𝑦) =
1

2𝜋𝜎1𝜎2
exp

{
−1

2

[
(𝑥 − 𝜇1)2

𝜎2
1

+ (𝑦 − 𝜇2)2

𝜎2
2

]}
先证充分性：设 𝜌 = 0，把 𝜌 = 0代入到 (𝑋,𝑌 )的概率密度 𝑓 (𝑥, 𝑦)中，因为对一切实数 𝑥, 𝑦都有：

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 1
2𝜋𝜎1𝜎2

exp
{
−1

2

[
(𝑥 − 𝜇1)2

𝜎2
1

+ (𝑦 − 𝜇2)2

𝜎2
2

]}
= 𝑓𝑋 (𝑥) 𝑓𝑌 (𝑦)

故 𝑋 与 𝑌 相互独立。

再证必要性：设 𝑋 与 𝑌 相互独立，由于 𝑓 (𝑥, 𝑦), 𝑓𝑋 (𝑥)及 𝑓𝑌 (𝑦)都是连续函数，故对一切实数 𝑥, 𝑦，都有

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋 (𝑥) 𝑓𝑌 (𝑦)

在上式中令 𝑥 = 𝜇1, 𝑦 = 𝜇2，得到
1

2𝜋𝜎1𝜎2

√
1 − 𝜌2

=
1

2𝜋𝜎1𝜎2

从而 𝜌 = 0。

3.3.2 多个随机变量的相互独立性

相互独立的概念可以推广到 𝑛(𝑛>2)个随机变量的场合。设 𝑛维随机向量 (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛)的分布函数为

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛) = 𝑃 {𝑋1 ⩽ 𝑥1, 𝑋2 ⩽ 𝑥2, · · · 𝑋𝑛 ⩽ 𝑥𝑛}

若对任意实数 𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛，都有

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛) = 𝐹𝑋1 (𝑥1)𝐹𝑋2 (𝑥2) · · · 𝐹𝑋𝑛 (𝑥𝑛) (3.19)
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3.4 随机向量的函数及其概率分布

则称随机变量 𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛 是相互独立的。相互独立的概念还可以做进一步的推广。设 𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛, · · ·
为一串随机变量 (或称为随机变量序列)，若对任意正整数 𝑛 > 1，都有 𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛相互独立，则称随机变量序

列 𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛, · · · 是相互独立的。�
笔记判断若干个随机变量是否相互独立，关键在于利用3.19等式判断这些随机变量组成的随机向量的分布函数，
是否可以写成几个随机变量分布函数之积的形式。有时候也可以借助分布律，概率密度等判断。

例题 3.4(P79第 20题) 设三维随机向量 (𝑋,𝑌, 𝑍)的概率密度为

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =


1
8
(1 − 𝑥𝑦𝑧), −1 ⩽ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ⩽ 1

0, 其他

证明 𝑋,𝑌, 𝑍 两两独立，但不相互独立。

证明 根据概率密度中 𝑥, 𝑦, 𝑧的轮换性，以 𝑋,𝑌 为例子讨论。对于随机变量 𝑋,𝑌 ，其概率密度

𝑓𝑋 (𝑥) =

ˆ 1

−1

ˆ 1

−1
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑦 d𝑧 =

1
2
, −1 ⩽ 𝑥 ⩽ 1

0, 其他

, 𝑓𝑌 (𝑦) =


1
2
, −1 ⩽ 𝑦 ⩽ 1

0, 其他

接着求 (𝑋,𝑌 )的概率密度

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) =

ˆ 1

−1
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑧 =

1
4
, −1 ⩽ 𝑥, 𝑦 ⩽ 1

0, 其他

此时有 𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋 (𝑥) · 𝑓𝑌 (𝑦)，因此 𝑋,𝑌 相互独立。同理有 𝑌, 𝑍 和 𝑋, 𝑍 相互独立。但显然 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) ≠

𝑓𝑋 (𝑥) · 𝑓𝑌 (𝑦) · 𝑓𝑍 (𝑧)，因此 𝑋,𝑌, 𝑍 不相互独立。

3.3.3 随机向量的相互独立性

设 𝑚维随机向量 (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑚)的分布函数为 𝐹1 (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑚)，𝑛维随机向量 (𝑌1, 𝑌2, · · · , 𝑌𝑛)的分布函数
为 𝐹2 (𝑦1, 𝑦2, · · · , 𝑦𝑛)，𝑚+𝑛维随机向量 (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑚, 𝑌1, 𝑌2, · · · , 𝑌𝑛)的分布函数为 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑚, 𝑦1, 𝑦2, · · · , 𝑦𝑛)。
若对任意实数 𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑚, 𝑦1, 𝑦2, · · · , 𝑦𝑛，都有

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑚, 𝑦1, 𝑦2, · · · , 𝑦𝑛) = 𝐹1 (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑚)𝐹2 (𝑦1, 𝑦2, · · · , 𝑦𝑛) (3.20)

则称 (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑚)与 (𝑌1, 𝑌2, · · · , 𝑌𝑛)是相互独立的。

定理 3.3 (随机向量的分量独立性)

♡

从 (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑚)中任选 𝑖个 (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚)变量 (𝑋𝑚1 , 𝑋𝑚2 , · · · , 𝑋𝑚𝑖
)，且下标 1 ⩽ 𝑚1 < 𝑚2 < · · · < 𝑚𝑖 ⩽ 𝑚；

从 (𝑌1, 𝑌2, · · · , 𝑌𝑛) 中任选 𝑗 个 (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛) 变量 (𝑌𝑛1 , 𝑌𝑛2 , · · · , 𝑌𝑛 𝑗
)，且下标 1 ⩽ 𝑛1 < 𝑛2 < · · · < 𝑛 𝑗 ⩽ 𝑛，则

(𝑋𝑚1 , 𝑋𝑚2 , · · · , 𝑋𝑚𝑖
)与 (𝑌𝑛1 , 𝑌𝑛2 , · · · , 𝑌𝑛 𝑗

)相互独立。反之亦然。

下面还有两个重要定理，其中有关随机向量的函数的定义见 3.4小节。

定理 3.4

♡

设 (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑚) 与 (𝑌1, 𝑌2, · · · , 𝑌𝑛) 相互独立，若 ℎ(𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑚), 𝑔(𝑦1, 𝑦2, · · · , 𝑦𝑛) 是连续函数，则
ℎ(𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑚)与 𝑔(𝑌1, 𝑌2, · · · , 𝑌𝑛)也相互独立。

定理 3.5

♡

若随机变量 𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛 相互独立,把它们分为不相交的 𝑘 组，每组中的所有变量由一个连续函数复合

而生成一个新的随机变量，则这 𝑘 个随机变量仍相互独立。
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3.4 随机向量的函数及其概率分布

3.4.1 随机向量的函数

在上一章节中我们讨论了随机变量的函数及其概率分布。而对有些应用问题来说，需要将高维的随机数据

讲行压缩或降维，这就需要用到随机变量的函数的定义。

定义 3.13 (随机向量的函数和向量值函数)

♣

设 (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛)是 𝑛维随机向量，𝐷 ⊂ R𝑛 是 (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛)的所有可能值集合。
若 𝑔(𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛) 为定义在 𝐷 上的 𝑛 元函数，𝑌 为随机变量，当 (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛) 取得可能值
(𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛) ∈ 𝐷 时，𝑌 相应地取值 𝑔(𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛)，则称 𝑌 为随机向量 (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛) 的函
数，记作 𝑌 = 𝑔(𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛)。
若 𝑔(𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛) ( 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑘)为定义在 𝐷上的 𝑛元函数，𝑌 𝑗 ( 𝑗 = 1, 2 · · · , 𝑘)为随机变量，其中正
整数 𝑘 ⩽ 𝑛，当 (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛)取得可能值 (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛) ∈ 𝐷时，𝑌 𝑗相应地取值 𝑔 𝑗 (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛)( 𝑗 =
1, 2 · · · , 𝑘)，则称 (𝑌1, 𝑌2, · · · , 𝑌𝑘) 为随机向量 (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛)的向量值函数，记作

(𝑌1, 𝑌2, · · · , 𝑌𝑘) = (𝑔1 (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛), 𝑔2 (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛), · · · , 𝑔𝑘 (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛))

3.4.2 二维离散型随机向量的函数的概率分布

确定离散型随机向量的函数的概率分布是比较简单的。总的思路是设法将新随机变量 (或随机向量)所表示
的事件转化为旧随机向量所表示的等价事件，然后根据旧随机向量的分布律求出新随机变量的分布律。

命题 3.2 (泊松分布的可加性)

♠

设随机变量 𝑋 ∼ 𝑃(𝜆1), 𝑌 ∼ 𝑃(𝜆2)，且 𝑋 与 𝑌 相互独立，定义 (𝑋,𝑌 ) 的函数 𝑍 = 𝑋 + 𝑌，则 𝑍 是随机变量

且 𝑍 ∼ 𝑃(𝜆1 + 𝜆2)。

证明 𝑍 = 𝑋 + 𝑌 显然是随机变量，且 𝑍 的取值为所有非负整数 0, 1, 2, · · · , 则事件 {𝑍 = 𝑘} 是一组互斥事件
{𝑋 = 𝑖, 𝑌 = 𝑘 − 𝑖}, 𝑖 = 0, 1, · · · , 𝑘 的并。因此,对 𝑘 = 0, 1, 2, · · · 可以求出分布律：

𝑃{𝑍 = 𝑘} =
𝑘∑
𝑖=0

𝑃{𝑋 = 𝑖, 𝑌 = 𝑘 − 𝑖}

=
𝑘∑
𝑖=0

𝑃{𝑋 = 𝑖}𝑃{𝑌 = 𝑘 − 𝑖}

=
𝑘∑
𝑖=0

𝜆𝑖
1

𝑖!
𝑒−𝜆1

𝜆𝑘−𝑖
2

(𝑘 − 𝑖)! 𝑒
−𝜆2

= 𝑒−(𝜆1+𝜆2 )
𝑘∑
𝑖=0

1
𝑖!(𝑘 − 𝑖)!𝜆

𝑖
1𝜆

𝑘−𝑖
2

=
(𝜆1 + 𝜆2)𝑘

𝑘!
𝑒−(𝜆1+𝜆2 )

即 𝑍 = 𝑋 + 𝑌 服从参数为 𝜆1 + 𝜆2 的泊松分布。

根据数学归纳法，若随机变量 𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛 相互独立,且 𝑋𝑖 ∼ 𝑃(𝜆𝑖), 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛,则这些随机变量的和变
量 𝑋1 + 𝑋2 + · · · + 𝑋𝑛 ∼ 𝑃(𝜆1 + 𝜆2 + · · · + 𝜆𝑛)。即泊松分布具有可加性。

3.4.3 二维连续型随机向量的函数的概率分布

想要求出 𝑍 = 𝑔(𝑋,𝑌 )的概率密度，可以先求出 𝑍 = 𝑔(𝑋,𝑌 )的分布函数 𝐹𝑍 (𝑧) = 𝑃{𝑍 ≤ 𝑧} = 𝑃{𝑔(𝑋,𝑌 ) ≤ 𝑧}，
再求导得到概率密度。我们还可以依靠下述定理。
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定理 3.6

♡

设二维连续型随机向量 (𝑋,𝑌 ) 的概率密度为 𝑓 (𝑥, 𝑦), 若 𝑈 = 𝑔1 (𝑋,𝑌 ), 𝑉 = 𝑔2 (𝑋,𝑌 ) 是 (𝑋,𝑌 ) 到 (𝑈,𝑉) 的
一一对应变换，即存在逆变换 𝑋 = ℎ1 (𝑈,𝑉), 𝑌 = ℎ2 (𝑈,𝑉)，并且 𝑔1, 𝑔2, ℎ1, ℎ2 都存在连续的一阶偏导数,则
(𝑈,𝑉) 仍为连续型随机向量，且其概率密度为

𝑓𝑈,𝑉 (𝑢, 𝑣) =

𝑓 (ℎ1 (𝑢, 𝑣), ℎ2 (𝑢, 𝑣)) | 𝐽 |, (𝑢, 𝑣) ∈ G

0, 其他
(3.21)

其中 G为向量值函数 (𝑢, 𝑣) = (𝑔1 (𝑥, 𝑦), 𝑔2 (𝑥, 𝑦))的值域，𝐽 =
𝜕 (𝑥, 𝑦)
𝜕 (𝑢, 𝑣) =

���������
𝜕ℎ1

𝜕𝑢

𝜕ℎ1

𝜕𝑣

𝜕ℎ2

𝜕𝑢

𝜕ℎ2

𝜕𝑣

���������是 Jacobi行列式。

定理3.6的叙述类似于定理2.2，可以看做是多维情况下的推广。下面用具体的例题加以介绍。
例题 3.5设随机变量 𝑋 与 𝑌 相互独立且 𝑋,𝑌 ∼ 𝑁 (0, 𝜎2)，令𝑈 = 𝑋 + 𝑌，𝑉 = 𝑋 − 𝑌，则𝑈 与 𝑉 是否相互独立？

解由独立性知，(𝑋,𝑌 ) 的概率密度为

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋 (𝑥) · 𝑓𝑌 (𝑦) =
1

2𝜋𝜎2 𝑒
− 𝑥2+𝑦2

2𝜎2 , −(∞ < 𝑥, 𝑦 < +∞)

因 (𝑈,𝑉) = (𝑋 + 𝑌, 𝑋 − 𝑌 ) = (𝑔1 (𝑋,𝑌 ), 𝑔2 (𝑋,𝑌 )) 存在唯一的逆变换

(𝑋,𝑌 ) =
(
𝑈 +𝑉

2
,
𝑈 −𝑉

2

)
= (ℎ1 (𝑈,𝑉), ℎ2 (𝑈,𝑉))

且上述正、逆变换中的所有函数都存在连续的一阶偏导数，其 Jacobi行列式

𝐽 =
𝜕 (𝑥, 𝑦)
𝜕 (𝑢, 𝑣) =

���������
1
2

1
2

1
2

−1
2

��������� = −1
2

故由定理3.6直接求出

𝑓𝑈,𝑉 (𝑢, 𝑣) = 𝑓
(𝑢 + 𝑣

2
,
𝑢 − 𝑣

2

)
·
����−1

2

���� = 1
4𝜋𝜎2 𝑒

− 𝑢2+𝑣2
4𝜎2 , (−∞ < 𝑢, 𝑣 < +∞)

对比二维正态分布的定义式，可知 (𝑈,𝑉) ∼ 𝑁 (0, 0; 2𝜎2, 2𝜎2; 0)，根据命题3.1可知𝑈 和 𝑉 相互独立。

有时，我们只需求二维连续型随机向量 (𝑋,𝑌 )的一个函数 𝑔(𝑋,𝑌 )的概率密度，下面就几种常见情况来探讨。

3.4.3.1 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 的概率密度

我们先来讨论两个相互独立的随机变量的和是如何分布的。

定理 3.7 (卷积公式)

♡

设 𝑋 和 𝑌 是两个随机变量，其概率密度函数分别为 𝑓𝑋 (𝑥)和 𝑓𝑌 (𝑦)。则 𝑍 = 𝑋 + 𝑌 的概率密度

𝑓𝑍 (𝑧) =
ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑧 − 𝑥) d𝑥 =

ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑧 − 𝑦, 𝑦) d𝑦 (3.22)

这被称作卷积公式，其中 𝑓𝑍 的定义式也被称作 𝑓𝑋 和 𝑓𝑌 的卷积。

证明 我们用两种求解此类问题的通用证明法予以说明。

证法一 (分布函数法)根据分布函数的定义可以写出 𝐹𝑍 (𝑧)

𝐹𝑍 (𝑧) = 𝑃{𝑍 ≤ 𝑧} = 𝑃{𝑋 + 𝑌 ≤ 𝑧}

因为 𝑋 和 𝑌 是连续型随机变量且相互独立，因此

31



2025级 AI学组版权拥有

3.4 随机向量的函数及其概率分布

𝐹𝑍 (𝑧) =
¨

𝑥+𝑦≤𝑧
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 d𝑦

=
¨

𝑥+𝑦≤𝑧
𝑓𝑋 (𝑥) 𝑓𝑌 (𝑦) d𝑥 d𝑦

=
ˆ +∞

−∞

ˆ 𝑧−𝑥

−∞
𝑓𝑋 (𝑥) 𝑓𝑌 (𝑦) d𝑦 d𝑥

=
ˆ +∞

−∞
𝑓𝑋 (𝑥)

[ˆ 𝑧−𝑥

−∞
𝑓𝑌 (𝑦)d𝑦

]
d𝑥

内层积分表示为 𝐹𝑌 (𝑧 − 𝑥)
𝐹𝑍 (𝑧) =

ˆ +∞

−∞
𝑓𝑋 (𝑥)𝐹𝑌 (𝑧 − 𝑥) d𝑥

对 𝑧求导，得到概率密度函数

𝑓𝑍 (𝑧) =
d
d𝑧

𝐹𝑍 (𝑧) =
ˆ +∞

−∞
𝑓𝑋 (𝑥)

d
d𝑧

𝐹𝑌 (𝑧 − 𝑥) d𝑥

=
ˆ +∞

−∞
𝑓𝑋 (𝑥) 𝑓𝑌 (𝑧 − 𝑥) d𝑥

类似的可以推出对 𝑦积分的形式。

证法二 (逆变换法)设𝑈 = 𝑋 + 𝑌，为求𝑈 的概率密度，补一个函数

𝑉 = 𝑌

这样便构成 (𝑋,𝑌 )到 (𝑈,𝑉)的一一对应变换

𝑈 = 𝑋 + 𝑌

𝑉 = 𝑌
，其逆变换为


𝑋 = 𝑈 −𝑉

𝑌 = 𝑉
，且 Jacobi行列式

𝐽 =
𝜕 (𝑥, 𝑦)
𝜕 (𝑢, 𝑣) =

�����1 −1
0 1

����� = 1，于是

𝑓𝑈,𝑉 (𝑢, 𝑣) = 𝑓 (𝑢 − 𝑣, 𝑣) · |1| = 𝑓 (𝑢 − 𝑣, 𝑣)

因此求得𝑈 = 𝑋 + 𝑌 的概率密度

𝑓𝑈 (𝑢) =
ˆ +∞

−∞
𝑓𝑈,𝑉 (𝑢, 𝑣) d𝑣 =

ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑢 − 𝑣, 𝑣) d𝑣

综上便得求 𝑍 = 𝑈 = 𝑋 + 𝑌 的概率密度的如下公式

𝑓𝑋+𝑌 (𝑡) =
ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑡 − 𝑥) d𝑥 =

ˆ +∞

−∞
𝑓𝑋 (𝑥) 𝑓𝑌 (𝑡 − 𝑥) d𝑥

若在最初令 𝑉 = 𝑋，便得到

𝑓𝑋+𝑌 (𝑡) =
ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑡 − 𝑦, 𝑦) d𝑦 =

ˆ +∞

−∞
𝑓𝑋 (𝑡 − 𝑦) 𝑓𝑌 (𝑦) d𝑦

命题 3.3 (正态分布的可加性)

♠

若 𝑋𝑘 ∼ 𝑁 (𝜇𝑘 , 𝜎
2
𝑘) (𝑘 = 1, 2, · · · , 𝑛)，并且它们相互独立，则有

𝑋1 + 𝑋2 + · · · + 𝑋𝑛 ∼ 𝑁

(
𝑛∑

𝑘=1

𝜇𝑘 ,

𝑛∑
𝑘=1

𝜎2
𝑘

)
更一般地，𝑛个相互独立的正态随机变量的线性组合仍然是正态随机变量。

𝑎1𝑋1 + 𝑎2𝑋2 + · · · + 𝑎𝑛𝑋𝑛 ∼ 𝑁

(
𝑛∑

𝑘=1

𝑎𝑘𝜇𝑘 ,

𝑛∑
𝑘=1

𝑎2
𝑘𝜎

2
𝑘

)

类比卷积公式定理，我们可以给出 𝑍 = 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 (𝑎, 𝑏 ≠ 0)的概率分布。

32



2025级 AI学组版权拥有

3.4 随机向量的函数及其概率分布

定理 3.8 (随机变量的线性组合的概率密度)

♡

设 𝑋 和 𝑌 是两个相互独立的随机变量，其概率密度函数分别为 𝑓𝑋 (𝑥) 和 𝑓𝑌 (𝑦)。则 𝑍 = 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 (𝑎, 𝑏 ≠ 0)
的概率密度

𝑓𝑍 (𝑧) =
1
|𝑏 |

ˆ +∞

−∞
𝑓𝑋 (𝑥) 𝑓𝑌

( 𝑧 − 𝑎𝑥

𝑏

)
d𝑥 =

1
|𝑎 |

ˆ +∞

−∞
𝑓𝑋

(
𝑧 − 𝑏𝑦

𝑎

)
𝑓𝑌 (𝑦) d𝑥 (3.23)

3.4.3.2 𝑋𝑌 的概率密度

定理 3.9 (随机变量的乘积的概率密度)

♡

设 𝑋 和 𝑌 是两个相互独立的随机变量，其概率密度函数分别为 𝑓𝑋 (𝑥)和 𝑓𝑌 (𝑦)。则 𝑍 = 𝑋𝑌 的概率密度

𝑓𝑍 (𝑧) =
ˆ +∞

−∞

1
|𝑦 | 𝑓𝑋

(
𝑧

𝑦

)
𝑓𝑌 (𝑦)d𝑦 (3.24)

3.4.3.3 𝑋/𝑌 的概率密度

定理 3.10 (随机变量的商的概率密度)

♡

设 𝑋 和 𝑌 是两个相互独立的随机变量，其概率密度函数分别为 𝑓𝑋 (𝑥)和 𝑓𝑌 (𝑦)。则 𝑍 = 𝑋/𝑌 的概率密度

𝑓𝑍 (𝑧) =
ˆ +∞

−∞

��𝑦�� 𝑓𝑋 (𝑦𝑧) 𝑓𝑌 (𝑦)d𝑦 (3.25)

举例而言，对于相互独立的随机变量 𝑋,𝑌 ∼ 𝑁 (0, 1)，想要求出 𝑍 =
𝑋

𝑌
的概率密度，可以直接代入式3.25

𝑓𝑍 (𝑧) =
ˆ +∞

−∞
|𝑦 | 𝑓𝑋 (𝑦𝑧) 𝑓𝑌 (𝑦) d𝑦

= 2
ˆ +∞

0
𝑦

1
√

2𝜋
𝑒− (𝑦𝑧)2

2
1

√
2𝜋

𝑒− 𝑦2
2 d𝑦

=
1
𝜋

ˆ +∞

0
𝑦𝑒− (1+𝑧2 )𝑦2

2 d𝑦

=
1

𝜋(1 + 𝑧2) (−∞ < 𝑧 < +∞)

具有上述概率密度的概率分布称为标准 Cauchy分布。
例题 3.6(P79第 27题) 向一目标射击，目标中心为坐标原点，已知命中点的横坐标 𝑋 和纵坐标 𝑌 相互独立，且

均服从正态分布 𝑁 (0, 𝜎2)。令 𝜌 =
√
𝑋2 + 𝑌 2 , 𝜃 = arctan

𝑌

𝑋
，求 (𝜌, 𝜃)的概率密度并判断 𝜌与 𝜃 是否相互独立。

解根据题意构造 (𝑋,𝑌 ) 到 (𝜌, 𝜃) 的一一对应变换

𝜌 =

√
𝑋2 + 𝑌 2

𝜃 = arctan
𝑌

𝑋

,其逆变换为

𝑋 = 𝜌 cos 𝜃

𝑌 = 𝜌 sin 𝜃
，且 Jacobi行列

式 𝐽 =
𝜕 (𝑥, 𝑦)
𝜕 (𝜌, 𝜃) =

�����cos 𝜃 −𝜌 sin 𝜃
sin 𝜃 𝜌 cos 𝜃

����� = 𝜌，于是

𝑓𝜌,𝜃 (𝜌, 𝜃) =

𝑓 (𝜌 cos 𝜃, 𝜌 sin 𝜃) · |𝜌 |, 𝜌 ⩾ 0, 0 ⩽ 𝜃 < 2𝜋

0, 其他

=


𝜌 𝑓𝑋 (𝜌 cos 𝜃) 𝑓𝑌 (𝜌 sin 𝜃), 𝜌 ⩾ 0, 0 ⩽ 𝜃 < 2𝜋

0, 其他

=


𝜌

2𝜋𝜎2 𝑒
− 𝜌

2𝜎2 𝜌 ⩾ 0, 0 ⩽ 𝜃 < 2𝜋

0, 其他
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3.4 随机向量的函数及其概率分布

对概率密度的每个变量积分得到边缘概率密度

𝑓𝜌 (𝜌) =
ˆ +∞

−∞
𝑓𝜌,𝜃 (𝜌, 𝜃) d𝜃 =


𝜌

𝜎2 𝑒
− 𝜌

2𝜎2 , 𝜌 ⩾ 0

0, 其他
(3.26)

𝑓𝜃 (𝜃) =
ˆ +∞

−∞
𝑓𝜌,𝜃 (𝜌, 𝜃) d𝜌 =


1

2𝜋
, 0 ⩽ 𝜃 < 2𝜋

0, 其他

因为 𝑓𝜌,𝜃 (𝜌, 𝜃) = 𝑓𝜌 (𝜌) 𝑓𝜃 (𝜃)，故两随机变量相互独立。
其中，式子3.26也被称作服从参数 𝜎的瑞利 (Rayleigh)分布。

3.4.3.4 max和 min

如果随机变量 𝑋与 𝑌 相互独立，它们的分布函数分别为 𝐹𝑋 (𝑥)和 𝐹𝑌 (𝑦)，设 𝑀 = max{𝑋,𝑌 }，𝑁 = min{𝑋,𝑌 }，
下面来寻求 𝑀, 𝑁 的概率分布。对任意实数 𝑧，有 {max{𝑋,𝑌 } ⩽ 𝑧} = {𝑋 ⩽ 𝑧,𝑌 ⩽ 𝑧}，由 𝑋 与 𝑌 相互独立，可知

𝐹𝑀 (𝑧) = 𝑃{𝑀 ⩽ 𝑧} = 𝑃{max{𝑋,𝑌 } ⩽ 𝑧}

= 𝑃{𝑋 ⩽ 𝑧,𝑌 ⩽ 𝑧} = 𝑃{𝑋 ⩽ 𝑧}𝑃{𝑌 ⩽ 𝑧}

= 𝐹𝑋 (𝑧)𝐹𝑌 (𝑧)
类似地，由 {min{𝑋,𝑌 } > 𝑧} = {𝑋 > 𝑧,𝑌 > 𝑧}及 𝑋 与 𝑌 的相互独立性，可得

𝐹𝑁 (𝑧) = 𝑃{𝑁 ⩽ 𝑧} = 𝑃{min{𝑋,𝑌 } ⩽ 𝑧}

= 1 − 𝑃{min{𝑋,𝑌 } > 𝑧} = 1 − 𝑃{𝑋 > 𝑧,𝑌 > 𝑧}

= 1 − 𝑃{𝑋 > 𝑧}𝑃{𝑌 > 𝑧}

= 1 − [1 − 𝐹𝑋 (𝑧)] [1 − 𝐹𝑌 (𝑧)]
只需再对分布函数求导就可以得到概率密度。再推广到 𝑛个随机变量的情况，有以下定理。

定理 3.11 (max和 min函数的分布)

♡

若 𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛 是 𝑛 个相互独立的随机变量，𝐹𝑋𝑘
(𝑥𝑘) 为 𝑋𝑘 (𝑘 = 1, 2, · · · , 𝑛) 的分布函数，设 𝑀 =

max{𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛}, 𝑁 = min{𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛}，则有其分布函数

𝐹𝑀 (𝑧) = 𝐹𝑋1 (𝑧)𝐹𝑋2 (𝑧) · · · 𝐹𝑋𝑛 (𝑧) (3.27)

𝐹𝑁 (𝑧) = 1 − [1 − 𝐹𝑋1 (𝑧)] [1 − 𝐹𝑋2 (𝑧)] · · · [1 − 𝐹𝑋𝑛 (𝑧)] (3.28)

例如，若 𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛 是 𝑛个相互独立且服从同一分布的随机变量且 𝑋1 ∼ 𝑈 (0, 1)，已知均匀分布 𝑈 (0, 1)
的分布函数为

𝐹 (𝑥) =


0, 𝑥 < 0

𝑥, 0 ⩽ 𝑥 < 1

1, 𝑥 ⩾ 1

又有服从同一分布的这一条件，则

𝑓𝑀 (𝑧) = 𝐹 ′
𝑀 (𝑧) = (𝐹𝑛 (𝑥))′ = 𝑛𝐹𝑛−1 (𝑥) 𝑓 (𝑥) =


𝑛𝑥𝑛−1, 0 < 𝑥 < 1

0, 其他

同理可得

𝑓𝑁 (𝑧) =

𝑛(1 − 𝑥)𝑛−1, 0 < 𝑥 < 1

0, 其他
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第四章 随机变量的数字特征

内容提要

h 数学期望

h 方差

h 协方差与相关系数

h 矩

h 协方差矩阵

h 条件期望与条件方差

4.1 数学期望

4.1.1 随机变量的数学期望

中学已经学过数学期望的基本概念，本节就离散型随机变量和连续性随机变量介绍其标准定义。

定义 4.1 (离散型随机变量的数学期望)

♣

设离散型随机变量 𝑋 的分布律为 𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖} = 𝑝𝑖 (𝑖 = 1, 2, · · · )。若级数
∞∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑝𝑖 绝对收敛，则称
∞∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑝𝑖 为

随机变量 𝑋 的数学期望，简称期望或均值，记作 𝐸 (𝑋)，即有

𝐸 (𝑋) =
∞∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑝𝑖 (4.1)

�
笔记数学期望应与 𝑋 的取值 𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛, · · · 的排列次序无关，因此要求级数

∞∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑝𝑖 无论以何种方式重排各

项的求和顺序都能收敛到同一数值，根据高等数学知识，该级数应该是绝对收敛的。

连续型随机变量的数学期望应该与定义4.1保持形式一致，因此只需要把求和改成积分即可。设连续型随机
变量 𝑋 的概率密度为 𝑓 (𝑥)，若积分

ˆ +∞

−∞
𝑥 𝑓 (𝑥) d𝑥绝对收敛，则称

ˆ +∞

−∞
𝑥 𝑓 (𝑥) d𝑥为随机变量 𝑋 的数学期望，记为

𝐸 (𝑋)，即
𝐸 (𝑋) =

ˆ +∞

−∞
𝑥 𝑓 (𝑥) d𝑥 (4.2)

数学期望 𝐸 (𝑋) 是由随机变量 𝑋 的概率分布所确定的，因此当 𝑋 服从从某一分布时，也把 𝐸 (𝑋) 称为该分
布的数学期望。然而，一些概率分布的数学期望是不存在的。

例题 4.1(P103第 7题) 证明标准 Cauchy分布的数学期望不存在。
证明 标准 Cauchy分布的概率密度函数为

𝑓 (𝑥) = 1
𝜋(1 + 𝑥2) , (−∞ < 𝑥 < +∞) (4.3)

根据连续型随机变量数学期望的定义，若 𝐸 (𝑋)存在，则下列反常积分必须绝对收敛：

𝐸 (𝑋) =
ˆ +∞

−∞
𝑥 𝑓 (𝑥) d𝑥 =

ˆ +∞

−∞

𝑥

𝜋(1 + 𝑥2) d𝑥

判断上述积分是否绝对收敛，则考察积分ˆ +∞

−∞
|𝑥 | 𝑓 (𝑥) d𝑥 =

1
𝜋

ˆ +∞

−∞

|𝑥 |
1 + 𝑥2 d𝑥

=
2
𝜋

ˆ +∞

0

𝑥

1 + 𝑥2 d𝑥
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4.1 数学期望

现在判定反常积分

ˆ +∞

0

𝑥

1 + 𝑥2 d𝑥的敛散性。
ˆ +∞

0

𝑥

1 + 𝑥2 d𝑥 = lim
𝑏→+∞

ˆ 𝑏

0

𝑥

1 + 𝑥2 d𝑥

= lim
𝑏→+∞

[
1
2

ln(1 + 𝑥2)
]𝑏

0

=
1
2

lim
𝑏→+∞

ln(1 + 𝑏2)

由于 lim
𝑏→+∞

ln(1 + 𝑏2) = +∞，所以该积分发散。则标准 Cauchy分布的数学期望不存在。
表4.1(见下一小节)给出了一些常见分布的数学期望，不难看出这些分布的参数决定了期望的值。

4.1.2 随机变量的函数的数学期望

根据随机变量的数学期望的定义，可以给出下面的定理。

定理 4.1 (随机变量的函数的数学期望)

♡

设离散型随机变量 𝑋 的分布律 𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖} = 𝑝𝑖 (𝑖 = 1, 2, · · · )，若 𝑔(𝑥)连续，且
∞∑
𝑖=1

𝑔(𝑥𝑖)𝑝𝑖 绝对收敛，则

𝐸 [𝑔(𝑋)] =
∞∑
𝑖=1

𝑔(𝑥𝑖)𝑝𝑖 (4.4)

设连续型随机变量 𝑋 的概率密度为 𝑓 (𝑥)，若 𝑔(𝑥)连续，且
ˆ +∞

−∞
𝑔(𝑥) · 𝑓 (𝑥) d𝑥绝对收敛，则

𝐸 [𝑔(𝑋)] =
ˆ +∞

−∞
𝑔(𝑥) 𝑓 (𝑥) d𝑥 (4.5)

�
笔记对二维随机向量的函数有类似的结论，这里一次性讲完。

设二维离散型随机向量 (𝑋,𝑌 ) 的分布律为 𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖, 𝑌 = 𝑦 𝑗} = 𝑝𝑖 𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2, · · · ),若 𝑔(𝑥, 𝑦) 为二元连续函

数,且
∞∑
𝑗=1

∞∑
𝑖=1

𝑔(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗)𝑝𝑖 𝑗 绝对收敛，则

𝐸 [𝑔(𝑋,𝑌 )] =
∞∑
𝑗=1

∞∑
𝑖=1

𝑔(𝑥𝑖, 𝑦 𝑗)𝑝𝑖 𝑗 (4.6)

设二维连续型随机向量 (𝑋,𝑌 )的概率密度为 𝑓 (𝑥, 𝑦),若 𝑔(𝑥, 𝑦)为二元连续函数,且
ˆ +∞

−∞

ˆ +∞

−∞
𝑔(𝑥, 𝑦) 𝑓 (𝑥, 𝑦)d𝑥d𝑦

绝对收敛,则

𝐸 [𝑔(𝑋,𝑌 )] =
ˆ +∞

−∞

ˆ +∞

−∞
𝑔(𝑥, 𝑦) 𝑓 (𝑥, 𝑦)d𝑥d𝑦 (4.7)

可以借助二维随机向量分布求出每个变量的数学期望。若 𝐸 (𝑋)存在，取 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑥,当 (𝑋,𝑌 )为离散型随
机向量时,则有

𝐸 (𝑋) =
∞∑
𝑗=1

∞∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑝𝑖 𝑗 =
∞∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑝𝑖 · (4.8)

当 (𝑋,𝑌 )为连续型随机向量时,则有

𝐸 (𝑋) =
ˆ +∞

−∞

ˆ +∞

−∞
𝑥 𝑓 (𝑥, 𝑦)d𝑥d𝑦 =

ˆ +∞

−∞
𝑥 𝑓𝑋 (𝑥)d𝑥 (4.9)

例题 4.2设 (𝑋,𝑌 ) 在半圆域 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) |𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 1, 𝑦 ⩾ 0}上服从均匀分布，求 𝑋2𝑌 的数学期望。

解可以列出 (𝑋,𝑌 )的概率密度为

𝑓 (𝑥, 𝑦) =


2
𝜋
, 𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 1, 𝑦 ⩾ 0

0, 其他
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所以

𝐸 (𝑋2𝑌 ) =
¨

𝐷

𝑥2𝑦
2
𝜋

d𝑥 d𝑦 =
2
𝜋

ˆ 1

−1
𝑥2 d𝑥

ˆ √
1−𝑥2

0
𝑦 d𝑦 =

4
15𝜋

4.1.3 数学期望的性质

性质数学期望具有如下性质 (𝐶 为任意常数，𝑋,𝑌 表示随机变量且期望存在)
1. 𝐸 (𝐶) = 𝐶

2. 𝐸 (𝐶𝑋) = 𝐶𝐸 (𝑋)
3. 𝐸 (𝑋 + 𝑌 ) = 𝐸 (𝑋) + 𝐸 (𝑌 )
4. 若 𝑋 与 𝑌 相互独立，则

𝐸 (𝑋𝑌 ) = 𝐸 (𝑋)𝐸 (𝑌 ) (4.10)

5.（Cauchy-Schwarz不等式）[𝐸 (𝑋𝑌 )]2 ⩽ 𝐸 (𝑋2)𝐸 (𝑌 2)
一般地，数学期望具有如下的线性性质：

𝐸

(
𝑛∑

𝑘=1

𝐶𝑘𝑋𝑘

)
=

𝑛∑
𝑘=1

𝐶𝑘𝐸 (𝑋𝑘) (4.11)

性质 (4)还可以推广到 𝑛(𝑛 > 2)个相互独立的随机变量，即若 𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛是 𝑛个相互独立的随机变量，则

𝐸 (𝑋1𝑋2 · · · 𝑋𝑛) = 𝐸 (𝑋1)𝐸 (𝑋2) · · · 𝐸 (𝑋𝑛) (4.12)

4.2 方差

4.2.1 方差与标准差

中学还学过方差的基本概念，在概率论里有如下具体定义。

定义 4.2 (方差与标准差)

♣

设 𝑋 为随机变量，若 𝐸
{
[𝑋 − 𝐸 (𝑋)]2

}
存在，则称

𝐷 (𝑋) = 𝐸
{
[𝑋 − 𝐸 (𝑋)]2

}
(4.13)

为 𝑋 的方差，称
√
𝐷 (𝑋) 为 𝑋 的标准差，记为 𝜎(𝑋)，即 𝜎(𝑋) =

√
𝐷 (𝑋)。

�
笔记由于 𝜎(𝑋)的量纲与 𝑋 的量纲相同，因而，在工程技术领域中常用标准差 𝜎(𝑋)。记 𝜇 = 𝐸 (𝑋)，因为

[𝑋 − 𝐸 (𝑋)]2 = (𝑋 − 𝜇)2 = 𝑋2 − 2𝜇𝑋 + 𝜇2

根据数学期望的性质，有

𝐸 {𝑋 − 𝐸 (𝑋)}2 = 𝐸 (𝑋2) − 2𝜇𝐸 (𝑋) + 𝜇2 = 𝐸 (𝑋2) − 𝜇2

所以

𝐷 (𝑋) = 𝐸 (𝑋2) − [𝐸 (𝑋)]2 (4.14)

4.2.2 方差的性质

在讨论方差的性质之前,我们先来介绍一个重要的不等式。

定理 4.2 (Markov不等式)

♡

设 𝑋 为随机变量，若 𝐸 ( |𝑋 |𝑟 ) < +∞，其中 𝑟 > 0为实数，则对任意正数 𝜀有

𝑃{|𝑋 | ⩾ 𝜀} ⩽ 𝐸 (|𝑋 |𝑟 )
𝜀𝑟

(4.15)
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证明 以下仅就 𝑋 为连续型随机变量的情形加以证明，并设 𝑋 的概率密度为 𝑓 (𝑥)，则

𝑃{|𝑋 | ⩾ 𝜀} =
ˆ
|𝑥 |⩾𝜀

𝑓 (𝑥)d𝑥

⩽
ˆ
|𝑥 |⩾𝜀

|𝑥 |𝑟
𝜀𝑟

𝑓 (𝑥)d𝑥 (因为在积分域上，恒有1 ⩽ |𝑥 |𝑟
𝜀𝑟

)

⩽ 1
𝜀𝑟

ˆ +∞

−∞
|𝑥 |𝑟 𝑓 (𝑥)d𝑥 =

𝐸 (|𝑋 |𝑟 )
𝜀𝑟

接着，我们可以给出方差的重要性质

性质方差具有如下性质 (𝐶 为任意常数，出现的随机变量方差均存在)
1. 𝐷 (𝐶) = 0
2. 𝐷 (𝐶𝑋) = 𝐶2𝐷 (𝑋)
3. 若 𝑋 与 𝑌 相互独立,则 𝐷 (𝑋 ± 𝑌 ) = 𝐷 (𝑋) + 𝐷 (𝑌 )
4. 𝐷 (𝑋) = 0的充要条件是 𝑃 {𝑋 = 𝐸 (𝑋)} = 1
5. 若 𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛 是相互独立的随机变量,则

𝐷

(
𝑛∑
𝑖=1

𝐶𝑖𝑋𝑖

)
=

𝑛∑
𝑖=1

𝐶2
𝑖 𝐷 (𝑋𝑖) (4.16)

例题 4.3(P104第 23题) 设随机变量 𝑋,𝑌 相互独立且方差存在，证明

𝐷 (𝑋𝑌 ) = 𝐷 (𝑋)𝐷 (𝑌 ) + [𝐸 (𝑋)]2𝐷 (𝑌 ) + 𝐸 [(𝑌 )]2𝐷 (𝑋) (4.17)

证明 根据式4.14，可以得到

𝐸 (𝑋2) = 𝐷 (𝑋) + [𝐸 (𝑋)]2, 𝐸 (𝑌 2) = 𝐷 (𝑌 ) + [𝐸 (𝑌 )]2

因为 𝑋,𝑌 相互独立，因此 𝑋2, 𝑌 2 相互独立，于是有

𝐷 (𝑋𝑌 ) = 𝐸 (𝑋2𝑌 2) − [𝐸 (𝑋𝑌 )]2

= 𝐸 (𝑋2)𝐸 (𝑌 2) − [𝐸 (𝑋)𝐸 (𝑌 )]2

= {𝐷 (𝑋) + [𝐸 (𝑋)]2}{𝐷 (𝑌 ) + [𝐸 (𝑌 )]2} − [𝐸 (𝑋)𝐸 (𝑌 )]2

= {𝐷 (𝑋)𝐷 (𝑌 ) + 𝐷 (𝑋) [𝐸 (𝑌 )]2 + [𝐸 (𝑋)]2𝐷 (𝑌 ) + [𝐸 (𝑋)]2 [𝐸 (𝑌 )]2} − [𝐸 (𝑋)𝐸 (𝑌 )]2

= 𝐷 (𝑋)𝐷 (𝑌 ) + 𝐷 (𝑋) [𝐸 (𝑌 )]2 + [𝐸 (𝑋)]2𝐷 (𝑌 ) + [𝐸 (𝑋)]2 [𝐸 (𝑌 )]2 − [𝐸 (𝑋)]2 [𝐸 (𝑌 )]2

= 𝐷 (𝑋)𝐷 (𝑌 ) + 𝐷 (𝑋) [𝐸 (𝑌 )]2 + [𝐸 (𝑋)]2𝐷 (𝑌 )
这一结果式子表明 𝐷 (𝑋𝑌 ) ⩾ 𝐷 (𝑋)𝐷 (𝑌 ) 恒成立。
根据这些性质和简单的证明，可以得到下表。

分布 记号 数学期望 𝐸 (𝑋) 方差 𝐷 (𝑋)

(0, 1)分布 𝐵(1, 𝑝) 𝑝 𝑝(1 − 𝑝)

二项分布 𝐵(𝑛, 𝑝) 𝑛𝑝 𝑛𝑝(1 − 𝑝)

泊松分布 𝑃(𝜆) 𝜆 𝜆

几何分布 𝐺𝑒(𝑝) 1
𝑝

1 − 𝑝

𝑝2

正态分布 𝑁 (𝜇, 𝜎2) 𝜇 𝜎2

均匀分布 𝑈 (𝑎, 𝑏) 𝑎 + 𝑏

2
(𝑏 − 𝑎)2

12
指数分布 𝐸𝑥𝑝(𝜆) 1

𝜆

1
𝜆2

表 4.1: 常见分布的数学期望 (聪明の你可以自己证明一遍)
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4.3 协方差、相关系数和矩

4.3.1 协方差

人们常常希望了解随机向量的分量之间的相互关系，本段将针对二维随机向量 (𝑋,𝑌 ) 来讨论有关这方面的
问题，具体而言，可以给出协方差的定义。

定义 4.3 (协方差)

♣

设 (𝑋,𝑌 ) 为二维随机向量，若 𝐸 {[𝑋 − 𝐸 (𝑋)] [𝑌 − 𝐸 (𝑌 )]}存在，则定义 𝑋 与 𝑌 的协方差为

Cov(𝑋,𝑌 ) = 𝐸 {[𝑋 − 𝐸 (𝑋)] [𝑌 − 𝐸 (𝑌 )]} (4.18)

记作 Cov(𝑋,𝑌 )。

�
笔记读者可以自行证明下面这个更简便计算协方差的定义式。

Cov(𝑋,𝑌 ) = 𝐸 (𝑋𝑌 ) − 𝐸 (𝑋)𝐸 (𝑌 ) (4.19)

性质若 𝑋1, 𝑋2, 𝑋,𝑌 为随机变量，𝑎, 𝑏为常数，并假定所涉及的协方差均存在，则

1. Cov(𝑎, 𝑋) = 0
2. Cov(𝑋,𝑌 ) = Cov(𝑌, 𝑋)
3. Cov(𝑎𝑋, 𝑏𝑌 ) = 𝑎𝑏 Cov(𝑋,𝑌 )
4. Cov(𝑋1 + 𝑋2, 𝑌 ) = Cov(𝑋1, 𝑌 ) + Cov(𝑋2, 𝑌 )
5. 若 𝑋 与 𝑌 相互独立，则 Cov(𝑋,𝑌 ) = 0
6. (Cauchy-Schwarz不等式)若 𝐸 (𝑋2), 𝐸 (𝑌 2)存在，则

[𝐸 (𝑋𝑌 )]2 ⩽ 𝐸 (𝑋2)𝐸 (𝑌 2), [Cov(𝑋,𝑌 )]2 ⩽ 𝐷 (𝑋)𝐷 (𝑌 ) (4.20)

定理 4.3

♡

设有随机变量 𝑋,𝑌，且方差存在，则有恒等式

𝐷 (𝑋 ± 𝑌 ) = 𝐷 (𝑋) ± 2Cov (𝑋,𝑌 ) + 𝐷 (𝑌 ) (4.21)

证明 根据方差的定义，有

𝐷 (𝑋 ± 𝑌 ) = 𝐸{[(𝑋 ± 𝑌 ) − 𝐸 (𝑋 ± 𝑌 )]2}

= 𝐸{[𝑋 ± 𝑌 − 𝐸 (𝑋) ∓ 𝐸 (𝑌 )]2}

= 𝐸{[[𝑋 − 𝐸 (𝑋)] ± [𝑌 − 𝐸 (𝑌 )]]2}

= 𝐸{[𝑋 − 𝐸 (𝑋)]2 ± 2[𝑋 − 𝐸 (𝑋)] [𝑌 − 𝐸 (𝑌 )] + [𝑌 − 𝐸 (𝑌 )]2}

= 𝐸{[𝑋 − 𝐸 (𝑋)]2} ± 2𝐸{[𝑋 − 𝐸 (𝑋)] [𝑌 − 𝐸 (𝑌 )]} + 𝐸{[𝑌 − 𝐸 (𝑌 )]2}

= 𝐷 (𝑋) ± 2Cov(𝑋,𝑌 ) + 𝐷 (𝑌 )

4.3.2 相关系数

在 4.2.2小节中方差的性质 (3)中提到，如果 𝑋,𝑌 相互独立，那么式子4.21右侧的 ±2Cov(𝑋,𝑌 )项就不存在。
这提醒我们——当两个随机变量相互独立时，他们的协方差为 0。由此我们再给出相关系数的定义。

定义 4.4 (相关系数)

♣

若 𝐷 (𝑋) > 0, 𝐷 (𝑌 ) > 0，则称下式为 𝑋 与 𝑌 的相关系数，记为 𝜌(𝑋,𝑌 )

𝜌(𝑋,𝑌 ) = Cov(𝑋,𝑌 )√
𝐷 (𝑋)

√
𝐷 (𝑌 )

(4.22)
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性质相关系数具有下列性质：

1. 若 𝑋 与 𝑌 相互独立，则 𝜌(𝑋,𝑌 ) = 0
2. |𝜌(𝑋,𝑌 ) | ⩽ 1
3. |𝜌(𝑋,𝑌 ) | = 1的充要条件是：存在常数 𝑎, 𝑏，使得 𝑃{𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑋} = 1

注一般而言，𝜌(𝑋,𝑌 )的绝对值是介于 0与 1之间的常数。当 | 𝜌(𝑋,𝑌 ) |= 1时，𝑋 与 𝑌 之间几乎必然地存在着某

种线性关系。因而当 |𝜌(𝑋,𝑌 ) | 接近于 1时，我们说 𝑋 与 𝑌 之间的线性相关程度较强；当 |𝜌(𝑋,𝑌 ) | 接近于 0时，
则说 𝑋 与 𝑌 之间的线性相关程度较弱。特别地，当 𝜌(𝑋,𝑌 ) = 0时，称 𝑋 与 𝑌 不线性相关 (简称 𝑋 与 𝑌 不相关)。
可以看出，相关系数 𝜌(𝑋,𝑌 ) 是一个反映随机变量 𝑋 与 𝑌 之间线性相关程度的量。

下面的例题说明了一个易错点——随机变量的相互独立性和相关性不能划等号。

例题 4.4设二维连续型随机向量 (𝑋,𝑌 )具有概率密度

𝑓 (𝑥, 𝑦) =


1
𝜋
, 𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 1,

0, 其他

证明：𝑋 与 𝑌 是不相关的，但 𝑋 与 𝑌 并不相互独立。

证明 根据概率密度的定义有

𝑓𝑋 (𝑥) =


2
𝜋

√
1 − 𝑥2, |𝑥 | ⩽ 1

0, |𝑥 | > 1
, 𝑓𝑌 (𝑦) =


2
𝜋

√
1 − 𝑦2, |𝑦 | ⩽ 1

0, |𝑦 | > 1

因此

𝐸 (𝑋) =
ˆ 1

−1
𝑥

2
𝜋

√
1 − 𝑥2 d𝑥 = 0

同理得 𝐸 (𝑌 ) = 0，又因为

Cov(𝑋,𝑌 ) = 𝐸 (𝑋𝑌 ) − 𝐸 (𝑋)𝐸 (𝑌 ) =
¨

𝑥2+𝑦2⩽1

𝑥𝑦

𝜋
d𝑥d𝑦 = 0

这表明 𝑋 与 𝑌 不相关。但因为在集合 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | |𝑥 | > 1, |𝑦 | > 1, 𝑥2 + 𝑦2 > 1}上有

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 0 ≠ 𝑓𝑋 (𝑥) 𝑓𝑌 (𝑦) =
4
𝜋2

√
1 − 𝑥2

√
1 − 𝑦2

而点集 𝐷 的面积不为零，所以 𝑋 与 𝑌 不是相互独立的。�
笔记随机变量 𝑋,𝑌 相互独立则必然不相关，反之不一定成立。

命题 4.1 (正态分布向量的相关系数)

♠
设二雏随机向量 (𝑋,𝑌 ) ∼ 𝑁 (𝜇1, 𝜇2;𝜎2

1 , 𝜎
2
2 ; 𝜌)，则 𝜌(𝑋,𝑌 ) = 𝜌。

4.3.3 矩

现在介绍几种反映随机变量 (向量)数字特征的普遍量。

定义 4.5 (随机变量的原点矩和中心距)

♣

设 𝑋 为随机变量, 𝑛为非负整数，若
𝛼𝑛 = 𝐸 (𝑋𝑛) (4.23)

存在,则称它为 𝑋 的 𝑛阶原点矩，简称为 𝑛阶矩；若

𝜇𝑛 = 𝐸 [(𝑋 − 𝐸 (𝑋))𝑛], (𝑛 > 1) (4.24)

存在，则称它为 𝑋 的 𝑛阶中心矩。

�
笔记数学期望 𝐸 (𝑋) 是 𝑋 的一阶原点矩，方差 𝐷 (𝑋)是 𝑋 的二阶中心矩。
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原点矩和中心距满足下面的公式

𝜇𝑛 = 𝐸{[𝑋 − 𝐸 (𝑋)]𝑛}

= 𝐸

{
𝑛∑

𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛𝑋

𝑘 [−𝐸 (𝑋)]𝑛−𝑘
}

=
𝑛∑

𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛𝐸 (𝑋 𝑘) [−𝐸 (𝑋)]𝑛−𝑘

=
𝑛∑

𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛𝛼𝑘 (−𝛼1)𝑛−𝑘 , (规定𝛼0 = 1)

(4.25)

所以，若能求得 𝑋 的前 𝑛阶原点矩，则它的 𝑛阶中心矩可由上式确定。当 𝑛 = 2时,有

𝜇2 = 𝛼2 − 𝛼2
1 (4.26)

此即式4.14 𝐷 (𝑋) = 𝐸 (𝑋2) − [𝐸 (𝑋)]2 的等价表示。

定义 4.6 (随机向量的混合原点矩和混合中心距)

♣

设 (𝑋,𝑌 ) 为二维随机向量，𝑘, 𝑙 为非负整数.若

𝛼𝑘𝑙 = 𝐸
(
𝑋 𝑘𝑌 𝑙

)
(4.27)

存在，则称它为 (𝑋,𝑌 ) 的 𝑘 + 𝑙 阶混合原点矩；若

𝜇𝑘𝑙 = 𝐸{[𝑋 − 𝐸 (𝑋)]𝑘 [𝑌 − 𝐸 (𝑌 )]𝑙} (4.28)

存在，则称它为 (𝑋,𝑌 ) 的 𝑘 + 𝑙 阶混合中心矩。

�
笔记 𝑋 与 𝑌 的协方差可表示为 Cov(𝑋,𝑌 ) = 𝜇11，相关系数可表示为 𝜌(𝑋,𝑌 ) = 𝜇11√

𝜇20
√
𝜇02
。

4.3.4 协方差矩阵和正态向量

设 𝑛维随机向量 (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛)的二阶混合中心矩

𝑣𝑖 𝑗 = Cov(𝑋𝑖, 𝑋 𝑗) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛)

都存在，则称矩阵

𝑽 =

©­­­­­­«
𝑣11 𝑣12 · · · 𝑣1𝑛

𝑣21 𝑣22 · · · 𝑣2𝑛

...
...

. . .
...

𝑣𝑛1 𝑣𝑛2 · · · 𝑣𝑛𝑛

ª®®®®®®¬
(4.29)

为 𝑛维随机向量 (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛) 的协方差矩阵。利用协方差矩阵的定义可以推广正态分布的定义到 𝑛维随机向

量的情形。设 (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛)为 𝑛维随机向量,引入下面的行矩阵

𝑿 = (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛), 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛)

规定 𝐸 (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛) = (𝐸 (𝑋1), 𝐸 (𝑋2), · · · , 𝐸 (𝑋𝑛))，则向量

𝒂 = (𝜇1, 𝜇2, · · · , 𝜇𝑛) = (𝐸 (𝑋1), 𝐸 (𝑋2), · · · , 𝐸 (𝑋𝑛)) = 𝐸 (𝑿) (4.30)

若 𝑿 的概率密度为

𝑓 (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛) =
1

(2𝜋)𝑛/2 |𝑽 |1/2 exp
{
−1

2
(𝒙 − 𝒂)𝑽−1 (𝒙 − 𝒂)T

}
(4.31)

其中 𝑽 是 𝑿 的协方差矩阵，则称 𝑿 = (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛) 服从 𝑛 维正态分布，记做 𝑿 ∼ 𝑁 (𝒂, 𝑉)，并称 𝑿 =

(𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛) 为 𝑛维正态向量。接下来不加证明的介绍一些相关性质。

性质正态向量具有以下重要性质：
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4.4 条件期望与条件方差

1. 随机向量 (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛) 服从 𝑛维正态分布的充要条件是 𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛 的任意线性组合
𝑛∑

𝑘=1

𝑙𝑘𝑋𝑘 服从一

维正态分布,这里 𝑙1, 𝑙2, · · · , 𝑙𝑛 是任意取定的一组不全为零的实数。
2. 设 𝑿 = (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛) 为 𝑛 维正态向量，则由 𝑿 的 𝑚(𝑚 < 𝑛) 个分量所构成的 𝑚 维随机向量 𝑿̃ =

(𝑋𝑖1 , 𝑋𝑖2 , · · · , 𝑋𝑖𝑚 ) (1 ⩽ 𝑖1 < 𝑖2 < · · · < 𝑖𝑚 ⩽ 𝑛)是 𝑚维正态向量，且其数学期望为

𝒂̃ = (𝜇𝑖1 , 𝜇𝑖2 , · · · , 𝜇𝑖𝑚 ) = (𝐸 (𝑋𝑖1 ), 𝐸 (𝑋𝑖2 ), · · · , 𝐸 (𝑋𝑖𝑚 ))

协方差矩阵为

𝑉̃ =

©­­­­­­«
Cov(𝑋𝑖1 , 𝑋𝑖1 ) Cov(𝑋𝑖1 , 𝑋𝑖2 ) · · · Cov(𝑋𝑖1 , 𝑋𝑖𝑚 )
Cov(𝑋𝑖2 , 𝑋𝑖1 ) Cov(𝑋𝑖2 , 𝑋𝑖2 ) · · · Cov(𝑋𝑖2 , 𝑋𝑖𝑚 )

...
...

. . .
...

Cov(𝑋𝑖𝑚 , 𝑋𝑖1 ) Cov(𝑋𝑖𝑚 , 𝑋𝑖2 ) · · · Cov(𝑋𝑖𝑚 , 𝑋𝑖𝑚 )

ª®®®®®®¬
特别当 𝑚 = 1时，有 𝑋 𝑗 ∼ 𝑁 (𝜇 𝑗 , 𝐷 (𝑋 𝑗)) (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛)，即 𝑛维正态向量 𝑿的每个分量 𝑋 𝑗 均为一维正态变量。

3. 若 𝑿 = (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛) 服从 𝑛 维正态分布 𝑁 (𝒂,𝑽)，𝑪 为 𝑚 × 𝑛 矩阵，其中元素 𝐶𝑖 𝑗 (𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚; 𝑗 =

1, 2, · · · , 𝑛)均为常数且 rank(𝑪) = 𝑚，则 𝑚维随机向量

𝒀T = 𝑪𝑿T

服从 𝑚维正态分布 𝑁 (𝑪𝒂T,𝑪T𝑽𝑪)。
4. 若 𝑿 = (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛)服从 𝑛维正态分布 𝑁 (𝒂,𝑽)，𝑙1, 𝑙2, · · · , 𝑙𝑛 是一组不全为零的常数，则 𝑌 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑙𝑖𝑋𝑖 服

从一维正态分布

𝑁
( 𝑛∑

𝑗=1

𝑙 𝑗𝜇 𝑗 ,

𝑛∑
𝑗=1

𝑛∑
𝑘=1

𝑙 𝑗 𝑙𝑘 Cov(𝑋 𝑗 , 𝑋𝑘)
)

5. 设 𝑿 = (𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛)是 𝑛维正态向量，则 𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛 相互独立的充要条件是它们两两不相关。

4.4 条件期望与条件方差
类似于条件概率、条件分布函数等定义，可以对期望和方差做“条件”定义。

定义 4.7 (条件期望与条件方差)

♣

设 𝑋,𝑌 为随机变量,在 𝑌 = 𝑦条件下, 𝑋 的条件期望定义为

𝐸 (𝑋 | 𝑌 = 𝑦) =


∑
𝑖

𝑥𝑖𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖 | 𝑌 = 𝑦}, 𝑋,𝑌 是离散型的

ˆ +∞

−∞
𝑥 𝑓𝑋|𝑌 (𝑥 | 𝑦) d𝑥, 𝑋,𝑌 是连续型的

(4.32)

𝑋 的条件方差定义为

𝐷 (𝑋 | 𝑌 = 𝑦) =


∑
𝑖

[𝑥𝑖 − 𝐸 (𝑋 | 𝑌 = 𝑦)]2𝑃{𝑋 = 𝑥𝑖 | 𝑌 = 𝑦}, 𝑋,𝑌 是离散型的

ˆ +∞

−∞
[𝑥 − 𝐸 (𝑋 | 𝑌 = 𝑦)]2 𝑓𝑋|𝑌 (𝑥 | 𝑦) d𝑥, 𝑋,𝑌 是连续型的

(4.33)

本小节介绍条件期望和条件方差主要是为了介绍下述两大重要定理。
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4.4 条件期望与条件方差

定理 4.4 (全期望公式)

♡

设随机变量 𝑋,𝑌，则有全期望公式

𝐸 (𝑋) = 𝐸 [𝐸 (𝑋 | 𝑌 )]

=


∑

𝑗

𝐸 (𝑋 | 𝑌 = 𝑦 𝑗)𝑃
{
𝑌 = 𝑦 𝑗

}
, 𝑋,𝑌是离散型的

ˆ +∞

−∞
𝐸 (𝑋 | 𝑌 = 𝑦) 𝑓𝑌 (𝑦)d𝑦, 𝑋,𝑌是连续型的

(4.34)

例题 4.5黄金周到某旅游风景区的游客数是随机变量 𝑁 (𝑁 的可能值为正整数)，𝑋𝑖是第 𝑖位游客在进入景区后所

花费的钱数，假定 𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑁 是独立同分布的随机变量列，且与 𝑁 相互独立，求黄金周期间该旅游风景区的

平均收入。

解由全期望公式得

𝐸

(
𝑁∑
𝑖=1

𝑋𝑖

)
= 𝐸

[
𝐸

(
𝑁∑
𝑖=1

𝑋𝑖

�����𝑁
)]

=
∞∑
𝑛=1

𝐸

(
𝑁∑
𝑖=1

𝑋𝑖

�����𝑁 = 𝑛

)
𝑃 {𝑁 = 𝑛}

=
∞∑
𝑛=1

𝐸

(
𝑛∑
𝑖=1

𝑋𝑖

�����𝑁 = 𝑛

)
𝑃 {𝑁 = 𝑛}

=
∞∑
𝑛=1

𝐸

(
𝑛∑
𝑖=1

𝑋𝑖

)
𝑃 {𝑁 = 𝑛} (因

𝑛∑
𝑖=1

𝑋𝑖与𝑁独立)

=
∞∑
𝑛=1

𝑛𝐸 (𝑋1) 𝑃 {𝑁 = 𝑛} (因𝑋1, 𝑋2, · · ·独立同分布)

=

[
∞∑
𝑛=1

𝑛𝑃 {𝑁 = 𝑛}
]
𝐸

(
𝑋1

)
= 𝐸 (𝑁) 𝐸

(
𝑋1

)
这表明此类题目可以把求和上标随机变量 𝑁 通过期望的形式挪出来，消去求和项。

定理 4.5 (全方差公式)

♡

设随机变量 𝑋,𝑌，则有全方差公式

𝐷 (𝑋) = 𝐸 [𝐷 (𝑋 |𝑌 )] + 𝐷 [𝐸 (𝑋 |𝑌 )] (4.35)

�
笔记全方差公式说明，当有另一个随机变量 𝑌 对 𝑋 起作用时，𝑋 的方差可以分解为两部分——一部分是 𝑌 对 𝑋

的系统影响部分 𝐸 (𝑋 | 𝑌 )的方差，另一部分是条件方差 𝐷 (𝑋 | 𝑌 ) 的平均。
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第五章 大数定律与中心极限定理

内容提要

h 随机变量的收敛性

h Chebyshev不等式
h 大数定律

h 中心极限定理

注本章所描述的大数定律和中心极限定理等是概率论和统计学的基础理论，在理论研究和应用实践中都有着重

要应用。因此本章涉及的定义、定理等较为抽象，如果读者不想局限于应试考试的要求，可参考下述网址链接

[https://www.tup.tsinghua.edu.cn/upload/books/yz/094807-01.pdf]增进对本章的了解。(戳链接直达 ∼)

5.1 随机变量的收敛性
高等数学中介绍了数列的收敛性概念，那么对随机变量序列的收敛性又当如何定义呢？由于随机变量序列

{𝑋𝑛, 𝑛 = 1, 2, · · · }除了下标 𝑛从 1变化至无穷外，每个 𝑋𝑛都含有样本点 𝜔，这使得对 𝑋𝑛定义的收敛性与数列的

收敛性有很大不同。在正式开始本章内容之前，先介绍随机变量序列的两种收敛性：依概率收敛和依分布收敛。

5.1.1 依概率收敛

定义 5.1 (依概率收敛)

♣

设 {𝑋𝑛, 𝑛 = 1, 2, · · · }是随机变量序列，𝑋 也是一个随机变量，若对任意 𝜀 > 0，有

lim
𝑛→∞

𝑃 {|𝑋𝑛 − 𝑋 | ⩾ 𝜀} = 0 (5.1)

则称随机变量序列 {𝑋𝑛}依概率收敛于 𝑋，记作 (𝑝) lim
𝑛→∞

𝑋𝑛 = 𝑋 或者 𝑋𝑛

𝑃−→ 𝑋。

依概率收敛表明，随机变量 𝑋𝑛 对 𝑋 的绝对偏差不小于任一给定正数的概率随着 𝑛增大而越来越接近于零。

由概率的性质可知定义5.1中的式5.1等价于下式。

lim
𝑛→∞

𝑃 {|𝑋𝑛 − 𝑋 | < 𝜀} = 1 (5.2)

特别地，当随机变量 𝑋 为单点分布，即 𝑃{𝑋 = 𝑎} = 1时，则称序列 {𝑋𝑛}依概率收敛于 𝑎(记 𝑋𝑛

𝑃−→ 𝑎)。
性质依概率收敛与常数的随机变量序列有以下性质：

1. (𝑝) lim
𝑛→∞

(𝑋𝑛 ± 𝑌𝑛) = 𝑎 ± 𝑏

2. (𝑝) lim
𝑛→∞

𝑋𝑛𝑌𝑛 = 𝑎𝑏

3. (𝑝) lim
𝑛→∞

𝑋𝑛

𝑌𝑛

=
𝑎

𝑏
(𝑌𝑛 ≠ 0, 𝑏 ≠ 0)

4. 若 (𝑝) lim
𝑛→∞

𝑋𝑛 = 𝑎, (𝑝) lim
𝑛→∞

𝑌𝑛 = 𝑏，又 𝑔(𝑥, 𝑦)在点 (𝑎, 𝑏)处连续，则有

(𝑝) lim
𝑛→∞

𝑔(𝑋𝑛, 𝑌𝑛) = 𝑔(𝑎, 𝑏)

例题 5.1设随机变量 𝑋𝑛 服从 Cauchy分布 𝐶

(
0,

1
𝑛

)
,其概率密度如下，证明 (𝑝) lim

𝑛→∞
𝑋𝑛 = 0。

𝑓𝑛 (𝑥) =
𝑛

𝜋 (1 + 𝑛2𝑥2) , (−∞ < 𝑥 < +∞)

证明 由依概率收敛的定义, ∀𝜀 > 0有

𝑃{|𝑋𝑛 − 0| < 𝜀} = 𝑃{|𝑋𝑛 | < 𝜀} =
ˆ 𝜀

−𝜀

𝑛

𝜋 (1 + 𝑛2𝑥2) d𝑥 =
2
𝜋

arctan 𝑛𝜀

则 lim
𝑛→∞

𝑃{|𝑋𝑛 − 0| < 𝜀} = lim
𝑛→∞

2
𝜋

arctan 𝑛𝜀 = 1，因此 𝑋𝑛 依概率收敛于 0。
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5.2 Chebyshev不等式

5.1.2 依分布收敛

定义 5.2 (依分布收敛)

♣

设 {𝑋𝑛, 𝑛 = 1, 2, · · · }为随机变量序列，其对应的分布函数序列为 {𝐹𝑛 (𝑥), 𝑛 = 1, 2, · · · }，𝑋 是另一随机变量，

其分布函数为 𝐹 (𝑥)。若对 𝐹 (𝑥)的每个连续点 𝑥有

lim
𝑛→∞

𝐹𝑛 (𝑥) = 𝐹 (𝑥) (5.3)

则称随机变量序列 {𝑋𝑛}依分布收敛于 𝑋，记作 𝑋𝑛

𝐿−→ 𝑋，或称分布函数序列 {𝐹𝑛 (𝑥), 𝑛 = 1, 2, · · · }弱收敛
于 𝐹 (𝑥)，记为 𝐹𝑛 (𝑥)

𝑤−→ 𝐹 (𝑥)。

下面的定理刻画了这两种收敛的关系。

定理 5.1 (依概率收敛和依分布收敛的关系)

♡

对于随机变量序列 {𝑋𝑛, 𝑛 = 1, 2, · · · }和随机变量 𝑋

若 𝑋𝑛

𝑃−→ 𝑋，则 𝑋𝑛

𝐿−→ 𝑋

对于常数 𝐶，𝑋𝑛

𝑃−→ 𝐶 的充分必要条件为 𝑋𝑛

𝐿−→ 𝐶

5.1.3 其他类型的收敛

最后来介绍其他两种收敛形式。

定义 5.3 (𝑟 阶平均收敛与几乎处处收敛)

♣

设 {𝑋𝑛, 𝑛 = 1, 2, · · · }为随机变量序列，𝑋 为随机变量

1. 若对于 𝑟 > 0，𝑋, 𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛, · · · 的 𝑟 阶矩都存在，并且有

lim
𝑛→∞

𝐸 ( |𝑋𝑛 − 𝑋 |𝑟 ) = 0

称该序列依 𝑟 阶平均收敛于 𝑋，记作 𝑋𝑛

𝑟−→ 𝑋

2. 若等式
𝑃{𝜔 | lim

𝑛→∞
𝑋𝑛 (𝜔) = 𝑋 (𝜔)} = 1

恒成立，称该序列几乎处处收敛于 𝑋，记作 𝑋𝑛

𝑎.𝑠.−→ 𝑋

�
笔记若 𝑋𝑛

𝑟−→ 𝑋，或者 𝑋𝑛

𝑎.𝑠.−→ 𝑋，则 𝑋𝑛

𝑃−→ 𝑋 成立。

5.2 Chebyshev不等式
下面介绍一重要定理，其揭示了随机变量 𝑋 的分布未知的情况下，利用期望和方差估算随机变量 𝑋 和均值

𝐸 (𝑋) 的差在不同偏差 𝜀内概率 𝑃{|𝑋 − 𝐸 (𝑋) | < 𝜀}的下界。

定理 5.2 (Chebyshev不等式)

♡

若随机变量 𝑋 存在数学期望 𝐸 (𝑋) 和方差 𝐷 (𝑋)，则对任意正数 𝜀，有 Chebyshev不等式

𝑃 {|𝑋 − 𝐸 (𝑋) | ⩾ 𝜀} ⩽ 𝐷 (𝑋)
𝜀2 (5.4)

或等价地有

𝑃 {|𝑋 − 𝐸 (𝑋) | < 𝜀} ⩾ 1 − 𝐷 (𝑋)
𝜀2 (5.5)
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证明 在Markov不等式4.15中，以 𝑋 − 𝐸 (𝑋) 取代 𝑋 并令正实数 𝑟 = 2，则对任意正数 𝜀有

𝑃{|𝑋 − 𝐸 (𝑋) | ⩾ 𝜀} ⩽
𝐸

{
[𝑋 − 𝐸 (𝑋)]2

}
𝜀2 =

𝐷 (𝑋)
𝜀2

下面用一道题目说明 Chebyshev不等式的具体应用。
例题 5.2(P119第 1题) 设随机变量 𝑋 的分布未知，但已知 𝐸 (𝑋) = 𝜇, 𝐷 (𝑋) = 𝜎2，试用 Chebyshev不等式估计 𝑋

落在区间 (𝜇 − 3𝜎, 𝜇 + 3𝜎) 内的概率下界。
解根据定理5.2，取 𝜀 = 3𝜎有

𝑃{|𝑋 − 𝜇 | < 3𝜎} ⩾ 1 − 𝜎2

(3𝜎)2 = 1 − 1
9
=

8
9

这表明 𝑋 落在区间 (𝜇 − 3𝜎, 𝜇 + 3𝜎)内的概率不低于 8
9
。�

笔记 Chebyshev不等式需要在后续定理的证明中频繁用到，考试中也经常考察，请牢记。

5.3 大数定律

5.3.1 大数定律的概念

当我们大量重复某一相同的实验的时候，其最后的实验结果可能会稳定在某一数值附近。就像抛硬币一样，

当我们不断地抛，抛个上千次，甚至上万次，我们会发现正面或者反面向上的次数都会接近一半。除了抛硬币，

现实中还有许许多多这样的例子，像掷骰子，最著名的实验就是蒲丰投针实验。这些实验都像我们传达了一个

共同的信息，那就是大量重复实验最终的结果都会比较稳定。那稳定性到底是什么？怎样去用数学语言把它表

达出来？这个满足的规律就是大数定律。

大数定律有若干个表现形式，下面我们介绍几种常见形式。

5.3.2 Chebyshev大数定律

定理 5.3 (Chebyshev(切比雪夫)大数定律)

♡

设 {𝑋𝑛, 𝑛 = 1, 2, · · · }是相互独立的随机变量序列，且分别存在数学期望 𝐸 (𝑋𝑘)和方差 𝐷 (𝑋𝑘) (𝑘 = 1, 2, · · · )。
若存在常数 𝐶，使得 𝐷 (𝑋𝑘) ⩽ 𝐶 (𝑘 = 1, 2, · · · )，则对任意 𝜀 > 0有

lim
𝑛→∞

𝑃

{�����1𝑛 𝑛∑
𝑘=1

𝑋𝑘 −
1
𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝐸 (𝑋𝑘)
����� < 𝜀

}
= 1 (5.6)

证明 因 {𝑋𝑛, 𝑛 = 1, 2, · · · }相互独立，亦两两不相关，故

𝐷

(
1
𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝑋𝑘

)
=

1
𝑛2

𝑛∑
𝑘=1

𝐷 (𝑋𝑘) ⩽
𝐶

𝑛

令 𝑌𝑛 =
1
𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝑋𝑘，则由 Chebyshev不等式得

1 ⩾ 𝑃 {|𝑌𝑛 − 𝐸 (𝑌𝑛) | < 𝜀} ⩾ 1 − 𝐷 (𝑌𝑛)
𝜀2 ⩾ 1 − 𝐶

𝑛𝜀2

令 𝑛 → ∞，由数列极限的夹逼法则则知

lim
𝑛→∞

𝑃 {|𝑌𝑛 − 𝐸 (𝑌𝑛) | < 𝜀} = 1

注意到 𝐸 (𝑌𝑛) = 𝐸

(
1
𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝑋𝑘

)
=

1
𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝐸 (𝑋𝑘)，把 𝑌𝑛 和 𝐸 (𝑌𝑛)的表达式代入到上式中即证。

根据 Chebyshev大数定律可以得到下面的更常用的形式。
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定理 5.4 (独立同分布大数定律)

♡

设 𝑋𝑛, 𝑛 = 1, 2, · · · 是相互独立的随机变量序列，且存在相同的数学期望 𝐸 (𝑋𝑘) = 𝜇与方差 𝐷 (𝑋𝑘) = 𝜎2 (𝑘 =

1, 2, · · · )，则对任意 𝜀 > 0，有

lim
𝑛→∞

𝑃

{�����1𝑛 𝑛∑
𝑘=1

𝑋𝑘 − 𝜇

����� < 𝜀

}
= 1 (5.7)

定理5.4表明，若随机变量序列 {𝑋𝑛, 𝑛 = 1, 2, · · · }相互独立，且具有相同的数学期望与方差 𝐸 (𝑋𝑘) = 𝜇, 𝐷 (𝑋𝑘) =

𝜎2 (𝑘 = 1, 2, · · · 1, 2, · · · )，则随机变量序列 𝑌𝑛 =
1
𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝑋𝑘 依概率收敛于 𝜇，即
1
𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝑋𝑘

𝑃−→ 𝜇

�
笔记人们在大量实践中发现：大概率事件在一次试验中几乎肯定要发生，而小概率事件在一次试验中几乎不可

能发生。这一规律称为“实际推断原理”(详见第 8章假设检验)，它对于我们在实际工作中处理概率接近于 1或
者 0的事件具有一定的指导意义。

例如，设 𝑋 是一个概率分布未知的随机变量，我们无法由定义算出 𝐸 (𝑋)，为了估算 𝐸 (𝑋)，对 𝑋 做一次 𝑛

重观测试验，记 𝑋𝑘为第 𝑘 个试验的结果 (𝑘 = 1, 2, · · · , 𝑛)，由于这一连串独立重复观测只是设想要做而尚未实施，
所以 𝑋𝑘 (𝑘 = 1, 2, · · · , 𝑛) 是随机变量，并且 𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛 是相互独立的，每一个随机变量 𝑋𝑘 (𝑘 = 1, 2, · · · , 𝑛) 的
概率分布都与 𝑋 的概率分布一致。因此有

𝐸 (𝑋𝑘) = 𝐸 (𝑋), 𝐷 (𝑋𝑘) = 𝐷 (𝑋), (假设期望、方差都存在; 𝑘 = 1, 2, · · · , 𝑛)

根据定理5.4，对任意给定的一个比较小的正数 𝜀，当 𝑛充分大时，事件

{�����1𝑛 𝑛∑
𝑘=1

𝑋𝑘 − 𝐸 (𝑋)
����� < 𝜀

}
为大概率

事件，因此，对一次 𝑛重观测试验的结果:𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛，由实际推断原理知，几乎可以肯定有���𝑥1 + 𝑥2 + · · · + 𝑥𝑛
𝑛

− 𝐸 (𝑋)
��� < 𝜀 (5.8)

故 𝐸 (𝑋) ≈ 1
𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝑥𝑘，这种估算 𝐸 (𝑋) 的方法称为数学期望的统计估计。

5.3.3 Bernoulli大数定律

Bernoulli大数定律是概率论历史上最早出现的大数定律，是由瑞士数学家雅科布·伯努利在他的遗著《猜
度术》中首次提出的，现叙述如下。

定理 5.5 (Bernoulli(伯努利)大数定律)

♡

设 𝑛𝐴是 𝑛次独立重复试验中事件 𝐴发生的次数，𝑝是事件 𝐴在每次试验发生的概率，则对任意正数 𝜀有

lim
𝑛→∞

𝑃
{���𝑛𝐴

𝑛
− 𝑝

��� < 𝜀
}
= 1, lim

𝑛→∞
𝑃

{���𝑛𝐴

𝑛
− 𝑝

��� ⩾ 𝜀
}
= 0 (5.9)

即
𝑛𝐴

𝑛

𝑃−→ 𝑝成立。

证明 引入随机变量

𝑋𝑘 =


1, 第𝑘 次试验中𝐴发生

0, 第𝑘 次试验中𝐴不发生
(𝑘 = 1, 2, · · · )

显然有

𝑛𝐴 = 𝑋1 + 𝑋2 + · · · + 𝑋𝑛

因为 𝑋𝑘只依赖第 𝑘 次试验的结果，又假设各次试验是独立的，所以 𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛, · · · 是相互独立的。另外，
因为 𝑋𝑘 ∼ 𝐵(1, 𝑝)，所以 𝐸 (𝑋𝑘) = 𝑝, 𝐷 (𝑋𝑘) = 𝑝(1 − 𝑝) (𝑘 = 1, 2, · · · )。根据定理5.4有

lim
𝑛→∞

𝑃

{�����1𝑛 𝑛∑
𝑘=1

𝑋𝑘 − 𝑝

����� < 𝜀

}
= 1
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亦即

lim
𝑛→∞

𝑃
{���𝑛𝐴

𝑛
− 𝑝

��� < 𝜀
}
= 1

5.3.4 Khinchin大数定律

Khinchin大数定律是大数定律的著名表述之一，由苏联数学家亚历山大·雅科夫列维奇·辛钦提出。

定理 5.6 (Khinchin(辛钦)大数定律)

♡

设 {𝑋𝑛, 𝑛 = 1, 2, · · · }是独立同分布的随机变量序列，且 𝐸 (𝑋𝑘) = 𝜇(𝑘 = 1, 2, · · · ) 存在，则对任意 𝜀 > 0,有

lim
𝑛→∞

𝑃

{�����1𝑛 𝑛∑
𝑘=1

𝑋𝑘 − 𝜇

����� < 𝜀

}
= 1 (5.10)

即
1
𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝑋𝑘

𝑃−→ 𝜇成立。

注 Khinchin大数定律不要求随机变量的方差存在，只要求随机变量序列独立同分布且期望存在。Bernoulli大数
定律是 Khinchin大数定律的特殊情况。关于定理5.6的证明可参考 [https://zhuanlan.zhihu.com/p/709397691]。
例题 5.3设有独立同分布的随机变量序列 {𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛, · · · }，其分布函数为

𝐹 (𝑥) = 𝐴 + 1
𝜋

arctan
𝑥

𝐵
, (𝐵 ≠ 0)

判断 Khinchin大数定律是否适用于该随机变量序列。
解只需要判断 𝐸 (𝑋𝑛) 是否存在即可，即广义积分

ˆ +∞

−∞

����𝑥 d𝐹
d𝑥

���� d𝑥是否收敛。不难计算

ˆ +∞

−∞

����𝑥 d𝐹
d𝑥

���� d𝑥 =
ˆ +∞

−∞

|𝐵 | |𝑥 |
𝜋(𝐵2 + 𝑥2) d𝑥

=
2|𝐵 |
𝜋

ˆ +∞

0

𝑥

𝐵2 + 𝑥2 d𝑥

=
|𝐵 |
𝜋

ˆ +∞

0

d(𝐵2 + 𝑥2)
𝐵2 + 𝑥2

=
|𝐵 |
𝜋

lim
𝑎→+∞

ln(𝐵2 + 𝑥2)
���𝑎
0
= +∞

因此不适用 Khinchin大数定律。

5.4 中心极限定理

5.4.1 中心极限定律的概念

中心极限定理 (Central Limit Theorem, CLT)是概率论中一个非常重要的结论，它指出在一定条件下，独立

随机变量 𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛 的和 𝑌 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑋𝑖 收敛于正态分布。

中心极限定理不要求随机变量本身是正态分布的，所以它表明了概率统计中一个非常重要的事实——在一

定条件下，我们可以用正态分布去近似任何随机分布。用具体事例来表达，如果我们抛 500次硬币，由于每次抛
硬币正面朝上的概率为 𝑝 =

1
2
，则抛硬币正面朝上的次数 𝑋 可以视作服从二项分布 𝐵(𝑛, 𝑝) 。现在中心极限定

理告诉我们，可以将 𝑋 近似地视作一个服从正态分布 𝑁 (𝜇, 𝜎2)的随机变量。下图展现了另一非正态分布随机变
量在 𝑁 不断变大后和正态曲线的逼近。
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图 5.1: 中心极限定理的图示

5.4.2 Levy-Lindberg中心极限定理

定理 5.7 (Levy-Lindberg中心极限定理)

♡

设 {𝑋𝑛, 𝑛 = 1, 2, · · · }是独立同分布的随机变量序列，且有有限的数学期望和方差 𝐸 (𝑋𝑘) = 𝜇, 𝐷 (𝑋𝑘) = 𝜎2 ≠

0(𝑘 = 1, 2, · · · )，设随机变量

𝑌𝑛 =

𝑛∑
𝑘=1

𝑋𝑘 − 𝐸

(
𝑛∑

𝑘=1

𝑋𝑘

)
√√
𝐷

(
𝑛∑

𝑘=1

𝑋𝑘

) =

𝑛∑
𝑘=1

𝑋𝑘 − 𝑛𝜇

√
𝑛𝜎

(5.11)

则 𝑌𝑛 的分布函数 𝐹𝑛 (𝑥)对于任意实数 𝑥，都有

lim
𝑛→∞

𝐹𝑛 (𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑃



𝑛∑
𝑘=1

𝑋𝑘 − 𝑛𝜇

√
𝑛𝜎

⩽ 𝑥


=
ˆ 𝑥

−∞

1
√

2𝜋
𝑒− 𝑡2

2 d𝑡 (5.12)

亦表明 𝐹𝑛 (𝑥)
𝑤→𝛷(𝑥)

�
笔记由定理5.7可知，当 𝑛很大时，𝑌𝑛 近似地服从标准正态分布 𝑁 (0, 1)。因此，当 𝑛很大时，

𝑛∑
𝑘=1

𝑋𝑘 =
√
𝑛𝜎𝑌𝑛 +𝑛𝜇

近似地服从正态分布 𝑁 (𝑛𝜇, 𝑛𝜎2)。若令 𝑋 =
1
𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝑋𝑘，则当 𝑛很大时，𝑋 近似地服从正态分布 𝑁

(
𝜇,

𝜎2

𝑛

)
。由此

可见，在独立同分布的场合，无论 𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛本身的分布函数为何，它们的算术平均数 𝑋 在 𝑛很大时总是近

似地服从正态分布。这一结论具有重要的理论及应用价值。

例题 5.4一加法器同时收到 20个噪声电压𝑉𝑘 (𝑘 = 1, 2, · · · , 𝑛)，设它们是相互独立的随机变量，且都在区间 (0, 10)

上服从均匀分布。记 𝑉 =
𝑛∑

𝑘=1

𝑉𝑘，试估计 𝑃{𝑉 > 105}的值。

解根据均匀分布的特点，易知 𝐸 (𝑉𝑘) = 5, 𝐷 (𝑉𝑘) =
100
12

(𝑘 = 1, 2, · · · , 20)，由定理5.7知

𝑉 =
20∑
𝑘=1

𝑉𝑘 近似服从𝑁

(
20 × 5,

100
12

× 20
)
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于是有

𝑃{𝑉 > 105} = 𝑃


𝑉 − 20 × 5
√

20 ·
√

100
12

>
105 − 20 × 5
√

20 ·
√

100
12


= 𝑃


𝑉 − 20 × 5
√

20 ·
√

100
12

> 0.387


= 1 − 𝑃


𝑉 − 20 × 5
√

20 ·
√

100
12

⩽ 0.387


≈ 1 −𝛷(0.387) = 0.348

即有 𝑃{𝑉 > 105} ≈ 0.348。

5.4.3 De Moivre-Laplace中心极限定理

定理 5.8 (De Moivre-Laplace中心极限定理)

♡

设随机变量 𝜂𝑛 (𝑛 = 1, 2, · · · ) 服从参数为 𝑛, 𝑝(0 < 𝑝 < 1)的二项分布，则对于任意区间 (𝑎, 𝑏]，恒有

lim
𝑛→∞

𝑃

{
𝑎 <

𝜂𝑛 − 𝑛𝑝√
𝑛𝑝 (1 − 𝑝)

⩽ 𝑏

}
=
ˆ 𝑏

𝑎

1
√

2𝜋
e− 𝑡2

2 d𝑡 (5.13)

�
笔记定理5.8表明，当 𝑛 很大且 0 < 𝑝 < 1是一个定值时 (或者说 𝑛𝑝(1 − 𝑝) 不太小时)，二项变量 𝜂𝑛 的分布近

似正态分布 𝑁 (𝑛𝑝, 𝑛𝑝(1 − 𝑝))。结合第二章中的泊松近似可知：
当 𝑛𝑝大小适中时，可采用泊松近似式2.8
当 𝑛𝑝大小较大时，可依据定理5.8用正态分布近似计算，即

𝑛2∑
𝑘=𝑛1

𝐶𝑘
𝑛 𝑝

𝑘 (1 − 𝑝)𝑛−𝑘 = 𝑃 {𝑛1 ⩽ 𝜂𝑛 ⩽ 𝑛2}

= 𝑃

{
𝑛1 − 𝑛𝑝√
𝑛𝑝(1 − 𝑝)

⩽ 𝜂𝑛 − 𝑛𝑝√
𝑛𝑝(1 − 𝑝)

⩽ 𝑛2 − 𝑛𝑝√
𝑛𝑝(1 − 𝑝)

}
≈𝛷

(
𝑛2 − 𝑛𝑝√
𝑛𝑝(1 − 𝑝)

)
−𝛷

(
𝑛1 − 𝑛𝑝√
𝑛𝑝(1 − 𝑝)

) (5.14)

例题 5.5某单位设置有一电话总机，共有 200架电话分机.设每个电话分机有 5%的时间要使用外线通话，假定
每个分机是否使用外线是相互独立的，问总机要备多少条外线才能以 90%的概率保证每个分机要使用外线时不
必等候？

解设总机需要设置 𝑘 条外线，再设同时使用外线通话的分机数为 𝑋，不难看出 𝑋 ∼ 𝐵(200, 0.05)，由 De Moivre-
Laplace中心极限定理知

𝑃{𝑋 ⩽ 𝑘} = 𝑃

{
𝑋 − 𝑛𝑝√
𝑛𝑝(1 − 𝑝)

⩽ 𝑘 − 𝑛𝑝√
𝑛𝑝(1 − 𝑝)

}
≈𝛷

(
𝑘 − 10
√

9.5

)
⩾ 0.9

查表可知要有 𝑘 ⩾ 13.96，因此取 𝑘𝑚𝑖𝑛 = 14。
例题 5.6试分别用 Chebyshev不等式和 De Moivre-Laplace中心极限定理求一枚均匀硬币需要抛多少次，才能使
得正面出现的频率在 0.4与 0.6之间的概率至少为 0.9?
解用 𝑋 表示抛掷一枚均匀硬币 𝑛次正面出现的次数，则 𝑋 ∼ 𝐵(𝑛, 0.5)，𝐸 (𝑋) = 𝑛

2
, 𝐷 (𝑋) = 𝑛

4
，则正面出现的频
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率为
𝑋

𝑛
，且 𝐸

(
𝑋

𝑛

)
=

1
2
, 𝐷

(
𝑋

𝑛

)
=

1
4𝑛
，因此：

1. 由 Chebyshev不等式5.4

𝑃

{
0.4 ⩽ 𝑋

𝑛
⩽ 0.6

}
= 𝑃

{����𝑋𝑛 − 0.5
���� ⩽ 0.1

}
⩾ 1 − 1

0.12 𝐷

(
𝑋

𝑛

)
= 1 − 25

𝑛

令 1 − 25
𝑛

⩾ 0.9，解得 𝑛 ⩾ 250，即至少要抛掷 250次硬币。
2. 由 De Moivre-Laplace中心极限定理和式5.13有

𝑃

{
0.4 ⩽ 𝑋

𝑛
⩽ 0.6

}
= 𝑃


���������
𝑋

𝑛
− 0.5√

1
4𝑛

��������� ⩽
0.1√

1
4𝑛


≈ 2Φ(0.2

√
𝑛) − 1 ⩾ 0.9

由 0.2
√
𝑛 ⩾ 1.65，解得 𝑛 ⩾ 68.0625。因此至少要抛掷 69次硬币。

比较这两个结果，可以看出，用 Chebyshev不等式近似计算比用中心极限定理近似计算所得结果更“粗糙”
一些，这是因为 Chebyshev不等式给出的是概率的下界，而中心极限定理得到的是概率的近似值。

5.4.4 其他形式的中心极限定理

前面介绍的两种中心极限定理的表述形式都基于“独立同分布”的随机变量序列，下面的定理则表述了不

同分布的情况，我们一般称之为 Lyapunov中心极限定理或 Lindberg中心极限定理 (此种表述省去)。

定理 5.9 (Lyapunov中心极限定理)

♡

设随机变量 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, · · · , 𝑋𝑛, · · · 相互独立，他们具有数学期望和方差

𝐸 (𝑋𝑘) = 𝜇𝑘 , 𝐷 (𝑋𝑘) = 𝜎2
𝑘 > 0, (𝑘 = 1, 2, 3, · · · )

记 𝐵2
𝑛 =

𝑛∑
𝑘=1

𝜎2
𝑘，若存在正数 𝛿，使得当 𝑛 → ∞时有

1
𝐵2+𝛿

𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝐸 (|𝑋𝑘 − 𝜇𝑘 |2+𝛿) → 0

则变量

𝑍𝑛 =

𝑛∑
𝑘=1

𝑋𝑘 − 𝐸

(
𝑛∑

𝑘=1

𝑋𝑘

)
√√
𝐷

(
𝑛∑

𝑘=1

𝑋𝑘

) =

𝑛∑
𝑘=1

𝑋𝑘 −
𝑛∑

𝑘=1

𝜇𝑘

𝐵𝑛

的分布函数 𝐹𝑛 (𝑥)对于任意 𝑥，满足

𝐹𝑛 (𝑥)
𝑤→𝛷(𝑥)
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概率论与数理统计 — 参数估计 精选习题（20 道）

一、点估计（§1）

题型 1：矩估计

【1.3】 设总体  在  上服从均匀分布，  为其样本，样本均值 ，样本方差 ，则  的矩估计  _____，
_____。

解 由均匀分布的数字特征结论：

令 ， ，解得

即为  的矩估计。

点评 因为需要估计两个参数 ，所以应该构造两个方程：(1) 求出期望  用  代替；(2) 求出方差  用  代替，也可以求出  用
 代替，这样结果变成

其中  为二阶样本中心距。

题型 2：最大似然估计

【1.6】 设某种元件的使用寿命  的概率密度为

其中  为未知参数，又设  是  的一组样本观测值，求参数  的最大似然估计值。

分析 多数情况下，最大似然估计值可以由似然函数的驻点求得，但是在有些情况下，似然函数的驻点不存在，此时，可以通过参数的取值范围求最大
似然估计。

解 由题意知，似然函数为

当  时， ，两边取对数

因为 ，所以  单调增加。

由于  要满足 ，所以当  取  中的最小值时，  取最大值。

故  的最大似然估计值为

X [a, b] (X ​,X ​, … ,X ​)1 2 n X S2 a, b =â =b̂

EX = ​, DX =
2

a + b
​.

12
(b − a)2

EX = X DX = S2

=â −X ​S, =3 b̂ +X ​S,3

a, b

a, b EX X DX S2 E(X )2

A ​ =2 ​ ​X ​n
1 ∑i=1

n
i
2

=â −X ​
, =3B ​2 b̂ +X ​

,3B ​2

B ​ =2 ​ ​(X ​ −
n
1 ∑i=1

n
i )X 2

X

f(x; θ) = ​ ​{
2e ,−2(x−θ)

0,
x > θ

x ≤ θ

θ > 0 x ​,x ​, ⋯ ,x ​1 2 n X θ

L(θ) = L(x ​,x ​, ⋯ ,x ​; θ) =1 2 n ​ ​{2 e ,n −2 ​(x ​−θ)∑i=1
n

i

0,
x ​ > θ (i = 1, 2, ⋯ ,n)i

其他

x ​ >i θ L(θ) > 0

lnL(θ) = n ln 2 − 2 ​(x ​ −
i=1

∑
n

i θ),

​ =
dθ

d lnL(θ) 2n > 0 L(θ)

θ θ < x ​ (i =i 1, 2, ⋯ ,n) θ x ​,x ​, ⋯ ,x ​1 2 n L(θ)

θ

=θ̂ min(x ​,x ​, ⋯ ,x ​).1 2 n



【1.8】 设总体  的概率密度为

其中  是未知参数（ ）。  为来自总体  的简单随机样本，记  为样本值  中小于 1 的个数。求

(1)  的矩估计；

(2)  的最大似然估计。

解 (1) 由于

令 ，解得 ，所以参数  的矩估计为 。

(2) 似然函数为

取对数，得

两边对  求导，得

令 ，得 。

所以  的最大似然估计为 。

【1.11】 (1) 设  是来自概率密度为

的总体样本，  未知，求  的最大似然估计值。

(2) 设  是来自正态总体  的样本。  未知，求  的最大似然估计值。

解 (1) 先求  的最大似然估计。似然函数为

令

得  的最大似然估计值为

X

f(x; θ) = ​ ​ ​

⎩
⎨
⎧θ,

1 − θ,
0,

0 < x < 1
1 ≤ x < 2
其他

θ 0 < θ < 1 X ​,X ​, ⋯ ,X ​1 2 n X N x ​,x ​, ⋯ ,x ​1 2 n

θ

θ

EX = ​xf(x; θ) dx =∫
−∞

+∞

​ θx dx +∫
0

1

​(1 −∫
1

2

θ)x dx

= ​θ +
2
1

​(1 −
2
3

θ) = ​ −
2
3

θ.

​ −2
3 θ = X θ = ​ −2

3 X θ =θ̂ ​ −2
3 X

L(θ) = ​f(x ​; θ) =
i=1

∏
n

i θ (1 −N θ) ,n−N

lnL(θ) = N ln θ + (n − N) ln(1 − θ),

θ

​ =
dθ

d lnL(θ)
​ −

θ

N
​.

1 − θ

n − N

​ =dθ
d lnL(θ) 0 θ = ​

n
N

θ =θ̂ ​

n
N

X ​,X ​, ⋯ ,X ​1 2 n

f(x; θ) = ​ ​{
θx ,θ−1

0,
0 < x < 1
其他

θ U = e− ​

θ̂

1

X ​,X ​, ⋯ ,X ​1 2 n N(μ, 1) μ θ = P{X > 2}

θ

L(θ) = ​θx ​ =
i=1

∏
n

i
θ−1 θ ​x ​ ,n(

i=1

∏
n

i)
θ−1

lnL(θ) = n ln θ + (θ − 1) ln ​x ​ .(
i=1

∏
n

i)

​ =
dθ

d lnL(θ)
​ +
θ

n
​ lnx ​ =

i=1

∑
n

i 0,

θ

=θ̂ ​.
​ lnx ​∑i=1

n
i

−n

1



 具有单调反函数，故由最大似然估计的不变性知  的最大似然估计值为

(2) 已知  的最大似然估计为 。而  具有单调反函数。由最大似然估计的不变性得
 的最大似然估计值为

点评 最大似然估计的不变性：如果  是  的最大似然估计，则对  的任一函数 ，其最大似然估计为 。

二、估计量的评选标准（§2）

题型 1：无偏性

【2.4】 已知总体  的概率密度为

其中未知参数 。设  为取自总体  的一个样本，

(1) 求  的最大似然估计量；

(2) 试问该估计量是否为无偏估计量？说明理由。

解 (1) 设  为相应于样本  的一个样本值，似然函数为

当  时，有

将上式对  求导数并令其等于零，得

解得  的最大似然估计值为

因此，  的最大似然估计量为 。

(2) 由于

而  服从指数分布， ，所以 ，故  为未知参数  的无偏估计量。

题型 2：有效性

U = e− ​

θ̂

1
U

=Û e =− ​

θ̂

1
e =

− ​

​

​ ln x ​∑
i=1
n

i

−n
1

​.
e

​

​ ln x ​∑
i=1
n

i

n

1

μ ​ =μ̂ x θ = P{X > 2} = 1 − P{X ⩽ 2} = 1 − Φ(2 − μ)
θ = P{X > 2}

=θ̂ 1 − Φ(2 − ​) =μ̂ 1 − Φ(2 − ).x

θ̂ θ θ g(θ) g( )θ̂

X

f(x) = ​ ​{ ​e ,
θ
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θ
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x ⩽ 0

θ > 0 X ​,X ​, ⋯ ,X ​1 2 n X

θ
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θ
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0,
x ​,x ​, ⋯ ,x ​ > 01 2 n

其他
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lnL(θ) = −n ln θ − ​ ​x ​.
θ

1

i=1

∑
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i

θ

​ =
dθ

d lnL(θ)
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θ

n
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1

i=1

∑
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∑
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【2.7】 设总体  的样本是 ，试证明：

(1)  是  的无偏估计量；

(2) 在  的所有形如  的无偏估计量中，  为最有效的估计。

分析 证明估计量的有效性时，需要证明不等式成立，因此采用 Cauchy-Schwarz 公式是很有效的方法。

证 (1) 根据无偏性估计的定义有

故  是  的无偏估计量。

(2) 由样本均值的性质可知

因此  也是  的无偏估计量。

又由 Cauchy-Schwarz 不等式

令 ，则

故

证毕。

点评 本题也可以用导数知识求  的最小值，从而得出结论。另外本题的结论可以记住，并当作定理应用。

题型 3：相合性（一致性）

【2.9】 设  是取自正态总体  的样本，证明  是  的一致估计。

证法一 由大数定律

所以  是  的一致估计。

同理，因  也独立同分布，故  是  的一致估计。

而
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故当  时，

即 。则  是  的一致估计。

证法二 因为 ， ，故

由定理可知，  是  的一致估计。

三、区间估计（§3）

题型 1：正态总体均值  的区间估计

【3.4】 从总体  中取出一容量为  的样本，其样本均值 ；从总体  中取出容量为 
的样本，其样本均值 ，已知两个样本之间相互独立，求  的  置信区间。

解 这是  都为已知时，求均值差的区间估计问题。

由于 ，故 ， ，

又因为 ，所以

因此，所求的  的  置信区间为 。

题型 2：正态总体方差  的区间估计

【3.9】 两个正态总体 ，  的参数均未知，分别从两个总体中抽取容量为 25 和 15 的两个独立样本，测得样本方差分别为

6.38，5.15，求  的置信区间（ ）。

解 ，

查  分布表得

而

由置信区间公式得  的  置信区间为

n → ∞

​ →
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n
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2 ⟶
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⟶
P

μ ,2

S ​

2 ⟶
P

E(X ) −2 μ =2 σ2 S2 σ2

E(S ) =2 σ2 D(S ) =2
​

n−1
2σ4
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n→∞
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​ ​ =
n→∞
lim
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2σ4

0,

S2 σ2

μ

X ​ ∼1 N μ ​, 25( 1 ) n ​ =1 10 ​ =X̄1 19.8 X ​ ∼2 N μ ​, 36( 2 ) n ​ =2 12
​ =X̄2 24.0 μ ​ −1 μ ​2 0.90

σ ​,σ ​1
2

2
2

1 − α = 0.90 =2
α 0.05 u ​ =

​2
α 1.645

n ​ =1 10,n ​ =2 12,σ ​ =1
2 25,σ ​ =2

2 36

​ ​

​ = ​ = ​ = 2.345,​ + ​

n ​1

σ ​1
2

n ​2

σ ​2
2

​ + ​

10
25

12
36

5.5

​ − ​ − u ​ ​ = 19.8 − 24.0 − 1.645 × 2.345X̄1 X̄2 ​2
α

​ + ​

n ​1

σ ​1
2

n ​2

σ ​2
2

= −4.2 − 3.858 = −8.06,

​ − ​ + u ​ ​ = −4.2 + 3.858 = −0.34.X̄1 X̄2 ​2
α
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σ ​1
2

n ​2

σ ​2
2

μ ​ −1 μ ​2 0.90 [−8.06, −0.34]
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σ ​2
2
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n ​ =1 25,S ​ =1
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【3.10】 设  是来自分布  的样本，  已知，  未知。

(1) 验证 。利用这一结果构造  的置信水平为  的置信区间。

(2) 设 ，且有样本值 7.5, 2.0, 12.1, 8.8, 9.4, 7.3, 1.9, 2.8, 7.0, 7.3。试求  的置信水平为 0.95 的置信区间。

解 (1) 因 ，故

由  相互独立，得

于是有

即有

得  的置信水平为  的置信区间为

(2) 现在 ，由样本值经计算得 ，查表知 
。

于是  的置信水平为 0.95 的置信区间为 。  的置信水平为 0.95 的置信区间为 。

题型 3：单侧置信限

【3.11】 从一批电子元件中随机地抽取 10 只作寿命试验，其寿命（以小时计）如下：

1498　1499　1501　1503　1500　1499　1499　1498　1500　1503

设寿命服从正态分布，试求其平均寿命的  置信下限。

解 本例中，总体 ，且方差  未知，故应使用  分布。因

此时要求

于是得  的置信度  单侧置信区间为

对于给定的数据，具体计算如下：

​F ​(14, 24), ​F ​(14, 24) =(
S ​2

2
S ​1

2

0.95
S ​2

2
S ​1

2

0.05 ) (0.528, 2.641).

X ​,X ​, ⋯ ,X ​1 2 n N(μ,σ )2 μ σ
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2
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σ2 1 − α
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α
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​ X ​ − μ∑i=1
n ( i )2

χ ​(n)1− ​2
α

2

​ X ​ − μ∑i=1
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又

故寿命均值的  单侧置信区间为

1498.942 就是所求的置信下限。

四、综合提高（§4）

题型 1：关于点估计

【4.3】 设  为总体的一个样本，求下列各总体的密度函数或分布律中的未知参数的矩估计量和最大似然估计量。

(1) ，其中  为已知， ，  为未知参数。

(2) ，其中 ，  为未知参数。

(3) ，  为未知参数。

解 (1)

令 ，解得 ，即为  的矩估计量。

似然函数为

令 ，

解得  的最大似然估计量 。

(2)

令 ，解得 ，即为  的矩估计量。

似然函数为：

​ ​

x̄

s2

= ​(1498 + 1499 + 1501 + 1503 + 1500 + 1499 + 1499 + 1498 + 1500 + 1503) = 1500,
10
1

= ​[(1498 − 1500) + (1499 − 1500) + (1501 − 1500)
10 − 1

1 2 2 2

+ (1503 − 1500) + (1500 − 1500) + (1499 − 1500) + (1499 − 1500)2 2 2 2

+ (1498 − 1500) + (1500 − 1500) + (1503 − 1500) ]2 2 2

= ​,
3

10

1 − α = 0.95, α = 0.05, t ​(10 −0.05 1) = 1.8331,

95%

(1500 − ​ ×
​10

1
​ ×​

3
10

1.8331, +∞) ≈ (1498.942, +∞).
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其最大似然估计值为 ，  即为  的最大似然估计量。

(3) 因为 ，所以

所以 ，  为  的矩估计。

似然函数为：

则  为  的最大似然估计值，  为  的最大似然估计量。

【4.4】 设总体  的概率分布为

0 1 2 3

其中  是未知参数，利用总体  的如下样本值

求  的矩估计值和最大似然估计值。

分析 矩估计用基本求解方法即可。对于最大似然估计，若似然函数出现多个驻点应该根据题意选择。

解 由离散型随机变量的期望公式

令 ，而由样本观测值可得

所以  的矩估计值为

根据题意，似然函数为

两边取对数可得
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∏
n

θ i
​−1θ θ ​x ​,​2

n

i=1

∏
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令 ，得 ，解之得  或 。

因为已知 ，故 。

因此  的最大似然估计值为 。

【4.9】 设某种电子器件的寿命（以小时计）  服从双参数的指数分布，其概率密度为

其中  为未知参数，自一批这种器件中随机地取  件进行寿命试验。设它们的失效时间依次为 。

(1) 求  与  的最大似然估计；

(2) 求  与  的矩估计。

解 (1) 似然函数为

对数似然函数为：

对数似然方程为：

故  关于  单调增加，故 。

由 ，得  的最大似然估计值为 。

(2)

令 ，那么  和  的矩估计为

【4.12】 设总体  服从  上的均匀分布，  未知（ ），  是取自  的一个样本。

(1) 试证  都是  的无偏估计；

(2) 上述两个估计中哪个更有效？

证 (1) 设  是  的分布函数，则

​ ​
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​

dθ
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故

同理

(2)

故

同理

故  更有效。

【4.18】 设总体 ，其中  是未知参数，又  为取自该总体的样本，证明  是  的无偏估计和相合估
计。

证

故  是  的无偏估计。

当  时， ，故  是  的相合估计。

题型 2：关于区间估计

【4.22】 假如 0.50, 1.25, 0.80, 2.00 是来自总体  的简单随机样本值，已知  服从正态分布 。

(1) 求  的数学期望 （记  为 ）；

(2) 求  的置信度为 0.95 的置信区间；

(3) 利用上述结果求  的置信度为 0.95 的置信区间。

解 (1) 由题意知  的概率密度为

F (x) = ​ ​ ​
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又由 ，得 ，故

(2)  的置信区间公式为 。

由 ，查表得 。

代入 ， ， ，

得 。

故  的置信度为 0.95 的置信区间为 。

(3) 由 (1) 可知， ，又由 (2) 知  的置信区间为 ，

因为  为严格增函数，所以  的置信区间为 ，

即为 。

【4.27】 随机地从  批导线中抽取 4 根，又从  批导线中抽取 5 根，测得电阻（单位： ）为

 批导线：0.143　0.142　0.143　0.137

 批导线：0.140　0.142　0.136　0.138　0.140

设测定数据分别来自分布 ，且两样本相互独立，又  均为未知，试求  的置信度为 0.95 的置信区间。

解  的置信区间为

在这里

查表得 ，

将这些值代入上区间得 。

题型 3：与置信度、样本容量及区间长度有关

【4.35】 设样本  为总体  的样本，其中  为未知参数，设随机变量  是关于  的置信度为  的置信
区间的长度，求 。

解 取 ，则 。

由  可得  的  置信区间为
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−∞

+∞

​2π
1 y − ​2

(y−μ)2

e ​ ​e dy =μ+ ​2
1

∫
−∞

+∞

​2π
1 − ​ [y−(μ+1)]2

1 2
e .μ+ ​2

1

μ − ​u ​, + ​u ​(Ȳ
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易见区间长度 。

故

【4.36】 假定到某地旅游的一个游客的消费额  服从正态分布 ，且 ，  未知。要对平均消费额  进行估计，使这个估计的绝对
误差小于 50 元，且置信度不小于 0.95，问至少需要随机调查多少个游客？

解 设  为需要调查的游客人数，要使

因为 ，由 ，其中 ，得

即至少需要随机调查 385 人，就有不小于 0.95 的把握，使得用调查所得的  去估计平均消费额的真值 ，其绝对误差小于 50 元。

题目分布总结

板块 题型 题号 数量

§1 点估计 矩估计 1.3 1

最大似然估计 1.6, 1.8, 1.11 3

§2 评选标准 无偏性 2.4 1

有效性 2.7 1

相合性 2.9 1

§3 区间估计  区间估计 3.4 1

 区间估计 3.9, 3.10 2

单侧置信限 3.11 1

§4 综合提高 点估计 4.3, 4.4, 4.9, 4.12, 4.18 5

区间估计 4.22, 4.27 2

容量/长度 4.35, 4.36 2

合计 20

来源：《概率论与数理统计习题精选精解》第七章

假设检验

总体来说，假设检验这个模块的知识点不如前期的概率论和后续的随机过程，在数学上的难点较少，所以复习起来也相对比较容易。
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假设检验的基本步骤

1. 假设 和 。

2. 根据第六章的内容选取检验统计量。
3. 写出拒绝域。
4. 查表，计算，下结论。

 的小妙招

1. 等号肯定在  里面，所以对于一类认为是否改变的题目，无脑把  放在原假设里即可。
2. 尽量控制第一类错误。单侧假设检验中，如果不论假设   和  ，最后得出结论的判断是一致的时候，我们优先选择通过拒绝原假设得出结论
的那种解法，因为  可控且已知。

这里给出一道例题：

假设彩色显像管的寿命服从正态分布，并且已知标准差  小时，随机抽取100只，算得其平均寿命为10000小时，试求：

(2) 若显像管的平均寿命不小于10100小时被认定为合格，试在显著性水平  下检验这批显像管是否合格？

已知：

方法一

用  : 

单侧检验， ，右侧分位数 ，拒绝域：

计算Z统计量：

判定：

，不在拒绝域内，不能拒绝原假设 ，即在  下认为这批显像管不合格。

方法二

用 

左侧检验，拒绝域：

统计量仍为 ，落在拒绝域，拒绝  ，结论同样是不合格。

这种情况下，由于第一类错误的概率  是小的并且已知、可控，所以我们优先选择第二种方法，通过拒接原假设进行假设检验，我们犯第一类错误的
概率不超过  。

H ​0 H ​1

H ​0

H ​0 μ = a

μ ≥ ≤
α

σ = 40

α = 0.005

Φ(2.576) = 0.995,  Φ(2.33) = 0.99

H ​0 μ ≤ 10100

​{H
​ : μ ≤ 10100 (不合格)0

H ​ : μ > 10100 (合格)1

α = 0.005 z ​ =α 2.576 Z > 2.576

Z = ​ =
σ/ ​n

− μ ​x̄ 0
​ =

40/ ​100

10000 − 10100
​ =

4
−100

−25

Z = −25 < 2.576 H ​0 α = 0.005

H ​ :0 μ ≥ 10100

​{H ​ : μ ≥ 101000

H ​ : μ < 101001

Z < −2.576
Z = −25 < −2.576 H ​0

α

α



总结

最关键的还是根据语义设定  。比如，如果问你某个统计量是否有变动，你就假设没变动；问你因为题干给的一组新数据，是否抬高了原有的平均
值，你就原假设平均值没变高（单侧假设检验）；如果问你与过去是否有显著差别，你就假设没显著差别……总之，默认以前得出来的规律是普遍规
律，更可信，放在原假设；题干给的新的检验数据，只是一组特别的数据，相对不可信一些，放在备择假设。

其它类型的假设检验

给出一些典型，自己根据课本的例题梳理即可。

1. 非正态总体的样本假设检验：课本讲解了二项分布（本质是中心极限定理）和泊松分布（第六章课后习题25题的公式）
2. 二项数据检验和成对数据检验的区分（两组数据是否有关联？）；
3. 分布假设检验（皮尔逊定理， 拟合检验法以及两种情形）

来点猎奇的题目

第一题

设  是来自总体  的简单随机样本，考虑假设检验问题：

若拒绝域为 ，求当  时，该检验犯第二类错误的概率。

基础概念

第二类错误（取伪错误）：  实际成立，但我们接受了 ，概率记为 。
本题真实均值 （满足 ），接受  等价于 ，因此：

步骤1：确定样本均值分布
总体 ，样本量 

标准化：

步骤2：代入  计算概率

H ​0

χ2

X ​,X ​, … ,X ​1 2 16 N(μ, 4)

H :0 μ ≤ 10, H ​ :1 μ > 10

W = { >X 11} μ = 11.5

H ​1 H ​0 β

μ = 11.5 H ​ :1 μ > 10 H ​0 ≤X 11

β = P ( ≤X 11 ∣ μ = 11.5)

X ∼ N(μ,σ ), σ =2 2 4 ⇒ σ = 2 n = 16

∼X N μ,  ​ =(
n

σ2

) N μ,  ​ =(
16
4 ) N μ,  0.25( )

Z = ​ ∼
σ/ ​n

− μX
N(0, 1), ​ =

​n

σ
​ =
​16

2
​ =

4
2

0.5

μ = 11.5

​ ​

β = P ( ≤ 11 ∣ μ = 11.5)X

= P ​ ≤ ​(
0.5
− 11.5X

0.5
11 − 11.5)

= P Z ≤ ​(
0.5

−0.5)

= P (Z ≤ −1)

= Φ(−1)



步骤3：化简结果
由标准正态分布对称性 ：

结论

 时，犯第二类错误的概率为 

第二题

购入一批气球，出厂气球存在破损概率。商家承诺每个气球的破损率 ，取显著性水平 ，求至少需要抽检多少只气球才能检验商家

承诺是否真实。

建立假设

破损率为 ，商家宣称 ，根据上面的原则，为了确保我们承人商家承诺是否真实，最好的办法还是通过拒绝“气球的破损率＞1%”自然得出
商家的承诺真实。所以将“商家承诺成立”设为备择假设，原假设包含等号：

左侧单侧二项分布检验，显著性水平 。

设抽检  只，破损气球数量 。

拒绝域： （破损数极少，有充分证据认为破损率低于1%，拒绝 ）。

控制第一类错误：  时（  边界）

临界简化：最小可区分情况 （抽检中0只破损才判定商家合格）

若 ，则：

解不等式：

两边取自然对数（  单调递增，不等号方向不变）：

，两边除以负数，不等号反转：

 为整数，向上取整 。

得出结论

在显著性水平 ，仅当抽检全部无破损时采信商家承诺的前提下，至少需要检查299只气球。

Φ(−x) = 1 − Φ(x)

β = Φ(−1) = 1 − Φ(1) ≈ 1 − 0.8413 = 0.1587

μ = 11.5 Φ(−1) ≈ 0.1587

p < 1% α = 0.05

p p < 0.01

​{H ​ : p ≥ 0.01 (商家说谎，破损率达标不上限)0

H ​ : p < 0.01 (商家承诺为真，破损率低于1%)1

α = 0.05

n X ∼ B(n, p)
X ≤ c H ​0

p = 0.01 H ​0

P (X ≤ c ∣ p = 0.01) ≤ α = 0.05

c = 0

c = 0

P (X = 0 ∣ p = 0.01) = (1 − 0.01) ≤n 0.05

0.99 ≤n 0.05

lnx

n ⋅ ln 0.99 ≤ ln 0.05

ln 0.99 < 0

n ≥ ​

ln 0.99
ln 0.05

ln 0.05 ≈ −2.9957, ln 0.99 ≈ −0.01005

n ≥ ​ ≈
−0.01005
−2.9957

298.07

n n = 299

α = 0.05



第十一章 随机过程的基本知识
随机过程定义 设  为某试验的样本空间，  为一给定的集合，若对每个 ，  是定义在  上的随机变量，则称  为随
机过程，其中，  称为参数集。

随机过程可以认为是随机变量的每一个取值在时间轴上的延展后组成的一个“随机变量”，这个理解也暗示了随机过程中最容易误解的点：

 一旦选定，在不同时刻的  应当是一样的。

想象你在追一部连载科幻剧（整个随机过程）：

 是所有可能编出的剧本集合。
 代表“剧本 A”（比如主角拯救了世界），  代表“剧本 B”（主角毁灭了世界）。

当你按下了播放键（即上帝掷了一次骰子，选定了 ），你就只能在同一个宇宙（ ）里，随着时间  从第 1 集看到第 10 集。你绝对不能在第 2 秒
时用  的剧情，到了第 5 秒突然跳进  的宇宙。如果不同时刻的  可以不同，那就不叫“一个过程的演变”，而是每一秒都在疯狂穿越平行宇宙，
时间前后的相关性就崩塌了，后面自相关函数、自协方差函数以及互相关函数，互协方差函数的定义也就没有意义了。

从本质上讲，随机过程  是关于  的二元映射，即 。

一方面，当固定  时，  是一个随机变量，因此，当  取遍  中所有元时，  代表了一族随机变量；另一方面，当进行
一次随机试验，得到样本点  时，相应地得到了一个  的实函数 ，称之为随机过程的样本函数（样本曲线，路径，轨道），因而，与试

验的所有可能结果相对应，  代表一族样本函数。此外，与  对应的  是一个实数，称为随机过程的一个状
态，集合

称为随机过程的状态空间（值域，相空间）。

随机过程  通常简记为 。为了简明起见，我们也用记号  表示随机过程 ，即

单个随机变量可由分布函数  完整刻画；随机过程  是一族存在关联的随机变量，需用有限维分布函数族描述其全部概率特
性：

1. 一维分布函数：对任意 ，

2. 二维分布函数：对任意 ，

仅依靠一、二维分布无法完整描述随机过程。一般地，任取有限个参数 ，定义  维分布函数：

随机过程所有一、二、 、  维分布函数全体

称为  的有限维分布函数族。

有限维分布函数族的两条性质

1. 对称性
对下标  的任意排列 ：

含义：交换参数与对应变量顺序，分布函数不变。

2. 相容性（可减性）
若 ，将高维分布多余变量取 ，即可得到低维分布：

Ω T t ∈ T X(t,ω) Ω {X(t,ω), t ∈ T}
T

ω ω

Ω
ω ​1 ω ​2

ω ​1 ω ​1 t

ω ​1 ω ​2 ω

X(⋅, ⋅) t ∈ T ,ω ∈ Ω X(⋅, ⋅) : T × Ω → R

t ∈ T X(t, ⋅) t T {X(t, ⋅), t ∈ T}
ω ∈ Ω t X(⋅,ω)
{X(⋅,ω),ω ∈ Ω} t ∈ T ,ω ∈ Ω X(t,ω)

S =def {X(t,ω) ∣ t ∈ T ,ω ∈ Ω}

{X(t,ω), t ∈ T} {X(t), t ∈ T} X ​T {X(t), t ∈ T}

X ​T =def {X(t), t ∈ T}

F (x) = P{X ≤ x} X ​T

t ∈ T

F ​(x)t =def
P{X(t) ≤ x}

t ​, t ​ ∈1 2 T

F ​(x ​,x ​)t ​,t ​1 2 1 2 =def
P{X(t ​) ≤1 x ​,X(t ​) ≤1 2 x }2

t ​, t ​, … , t ​ ∈1 2 n T n

F ​(x ​,x ​, … ,x ​)t ​,t ​,…,t ​1 2 n 1 2 n =def
P{X(t ​) ≤1 x ​,X(t ​) ≤1 2 x ​, … ,X(t ​) ≤2 n x ​}n

… n

{F ​(x ​,x ​, … ,x ) ​t ​, t ​, … , t ​ ∈t ​,t ​,…,t ​1 2 n 1 2 n 1 2 n T , n = 1, 2, … }

X ​T

1, 2, … ,n (j ​, j ​, … , j ​)1 2 n

F ​(x ​,x ​, … ,x ​) =t ​,t ​,…,t ​1 2 n 1 2 n F ​(x ​,x ​, … ,x ​)t ​,t ​,…,t ​j ​1 j ​2 j ​n j ​1 j ​2 j ​n

m < n +∞



结论：有限维分布函数族完全刻画随机过程全部概率性质。

如何理解这个完全刻画呢？由于随机变无限维随机变量分布函数在数学上难以给出，所以我们便可以采用有限维进行代替。只要我们让维数不断

趋近无穷，那么就可以解决无限维的问题。比如“这个随机过程在整个时间段  内，最大值从来没有超过 5 的概率是多少？”

例1
已知随机过程  仅有两条样本轨道：

概率： 。

求：一维分布函数 、二维分布函数 。

随机变量的数字特征

有时获得有限的分布函数也是困难的，所以我们退而求其次，选择关注局部的数字特征。

设随机过程 

1. 均值函数

含义：  时刻状态的统计平均，样本曲线的摆动中心。
2. 方差函数 & 标准差函数
方差：

简记 ；

标准差： ，刻画样本在  时刻偏离均值的程度。
3. 自相关函数

简写 。

注意，自相关函数可简称为相关函数

4. 自协方差函数

简写 ，绝对值越大，两时刻随机变量线性相关性越强；  则不相关。

核心关系式

均值函数、自相关函数是随机过程最基础数字特征。

5. 两个过程的互特征（  同 、同 ）

F ​(x ​,x ​, … ,x ​) =t ​,t ​,…,t ​1 2 m 1 2 m F ​(x ​,x ​, … ,x ​, ∞, … , ∞)t ​,t ​,…,t ​,t ​,…,t ​1 2 m m+1 n 1 2 m

[0, 1]

X ​T

X(t,ω ​) =1 k cos t, X(t,ω ​) =2 k sin t, −∞ < t < +∞,  k > 0

P (ω ​) =1 ​, P (ω ​) =
3
1

2 ​

3
2

F ​(x)0 F ​(x ​,x ​)0,π/2 1 2

X ​ =T {X(t), t ∈ T}

m(t) =def
E[X(t)] = ​xdF (x)∫

−∞

+∞

t

t

D(t) =def
D[X(t)] = E [X(t) − m(t)]{ 2}

V (t),σ (t)2

σ(t) = ​D(t) t

R ​(t ​, t ​)X 1 2 =def
E[X(t ​)X(t ​)], t ​, t ​ ∈1 2 1 2 T

R(t ​, t ​)1 2

C ​(t ​, t ​)X 1 2 =def Cov(X(t ​),X(t ​))1 2

C(t ​, t ​)1 2 C = 0

​ ​

C(t ​, t ​)1 2

D(t)

= R(t ​, t ​) − m(t ​)m(t ​)1 2 1 2

= C(t, t) = R(t, t) − m (t)2

X ​,Y ​T T Ω T



互相关函数：

互协方差函数：

 分别为两过程均值函数。

注意这里xy必须要求是定义在同一个样本空间以及同一个参数集上的。这也就意味着刚才我们说到的 这里也是一样的。无论自字头，or互字
头。

例2

随机过程 ，  为常数；  相互独立， ，求均值函数 、自

相关函数 。

1. 均值函数 

2. 自相关函数 

例3
两随机过程：

 为常数， ，求互相关函数 。

正好复习一下积化和差

两随机过程：不相关、相互独立、和过程数字特征

设  同样本空间、同参数集 

1. 不相关定义
若 ，互协方差恒为0：

R ​(t ​, t ​)XY 1 2 =def
E[X(t ​)Y (t ​)]1 2

​ ​

C ​(t ​, t ​)XY 1 2 Cov(X(t ​),Y (t ​))=def
1 2

= E [X(t ​) − m ​(t ​)][Y (t ​) − m ​(t ​)]{ 1 X 1 2 Y 2 }

m ​(t),m ​(t)X Y

ω

X ​ =T {A cos(λt + Φ), −∞ < t < +∞} λ > 0 A, Φ A ∼ U(0, 1), Φ ∼ U(0, 2π) m(t)
R(t ​, t ​)1 2

m(t)

​ ​

m(t) = E[A cos(λt + Φ)]

= E(A) ⋅ E[ cos(λt + Φ)] (A, Φ独立)

=
​ada ⋅

​ cos(λt + φ) ⋅ ​dφ(∫
0

1

) (∫
0

2π

2π
1 )

= 0

R(t ​, t ​)1 2

​ ​

R(t ​, t ​)1 2 = E[A cos(λt ​ + Φ) cos(λt ​ + Φ)]2
1 2

= E(A ) ⋅ E[ cos(λt ​ + Φ) cos(λt ​ + Φ)]2
1 2

= ​a da ⋅ ​ ​ ⋅ [ cos (λ(t ​ − t ​)) + cos (λ(t ​ + t ​) + 2φ)]dφ∫
0

1
2 ∫

0

2π

2π
1

2
1

2 1 1 2

= ​

6
cos [λ(t ​ − t ​)]2 1

​{
X ​ = {A cos(λt + Θ), −∞ < t < +∞}T

Y ​ = {B cos(λt + Θ − φ), −∞ < t < +∞}T

A,B,λ,φ Θ ∼ U(0, 2π) R ​(t , t ​)XY 1 2

​ ​

R ​(t ​, t ​)XY 1 2 = E[A cos(λt ​ + Θ) ⋅ B cos(λt ​ + Θ − φ)]1 2

= AB ​ cos(λt ​ + θ) cos(λt ​ + θ − φ) ⋅ ​dθ∫
0

2π

1 2 2π
1

= ​ ​ ​[ cos (λ(t ​ − t ​) − φ) + cos (λ(t ​ + t ​) − φ + 2θ)]dθ
2π
AB ∫

0

2π

2
1

2 1 1 2

= ​ cos [λ(t ​ − t ​) − φ]
2
AB

1 2

X ​ =T {X(t), t ∈ T}, Y ​ =T {Y (t), t ∈ T} T

∀ t ​, t ​ ∈1 2 T

C ​(t ​, t ​) ≡XY 1 2 0



称  不相关。
2. 相互独立定义

，任意 ，

随机向量  与  相互独立，则两过程相互独立。
3. 关系
独立（二阶矩存在）  不相关；
不相关  独立。

4. 和过程 

均值函数

自相关函数

特殊简化条件

若 ，且  不相关：

这里是由于 

随机过程的基本类型

随机过程按参数集、状态空间分类

依据参数集 、状态空间  是否可数，分为4类：

1. 可数参数、可数状态
2. 可数参数、不可数状态
3. 不可数参数、可数状态
4. 不可数参数、不可数状态

 可数（可列）：离散参数随机过程 / 随机序列（时间序列）
 为  上区间：连续参数随机过程

按过程的性质特点分类

1. 二阶矩过程
定义：设 ，若 ，二阶原点矩  存在，则称  为二阶矩过程。
均值函数 由柯西 - 施瓦茨不等式：

已知 ，因此  有界，  必然存在。
自相关函数  存在再次用柯西 - 施瓦茨不等式：

 均有限，故  有界，自相关函数存在。

二阶矩过程中有一些比较重要的子类：它们是正态过程、正交增量过程和（宽）平稳过程。

这本书中讨论的“平稳过程”几乎都是指宽平稳过程。

证明这三种随机过程，核心是验证它们各自的数学定义或等价条件。以下是简明、严谨的证明思路：

1. 证明正态过程 (高斯过程)
核心目标：证明该过程在任意有限个时间点上的状态，构成一个多维联合正态分布。

常见证明方法：

线性组合法（最常用）：根据多维正态分布的性质，只需证明对任意  个时间点  以及任意实常数 ，其线性组合

 均服从一维正态分布。
特征函数法：计算  的联合特征函数，验证其是否具有多维正态分布特征函数的标准形式。

X ​,Y ​T T

∀ n,m ∈ N∗ t ​, … , t ​ ∈1 n T ,  t ​, … , t ​ ∈1
′

m
′ T

(X(t ​), … ,X(t ​))1 n (Y (t ​), … ,Y (t ​))1
′

m
′

⟹
⇏
Z ​ =T {X(t) + Y (t), t ∈ T}

m ​(t) =Z m ​(t) +X m ​(t)Y

R ​(t ​, t ​) =Z 1 2 R ​(t ​, t ​) +X 1 2 R ​(t ​, t ​) +XY 1 2 R ​(t ​, t ​) +Y X 1 2 R ​(t ​, t ​)Y 1 2

m ​(t) ≡X 0, m ​(t) ≡Y 0 X ​,Y ​T T

R ​(t ​, t ​) =Z 1 2 R ​(t ​, t ​) +X 1 2 R ​(t ​, t ​)Y 1 2

C(t ​, t ​) =1 2 R(t ​, t ​) −1 2 m(t ​)m(t ​)1 2

T ⊂ R S

T

T R

X ​ =T {X(t), t ∈ T} ∀ t ∈ T E X (t)[ 2 ] X ​T

​E[X(t)] ​ = ​E[X(t) ⋅ 1] ​ ≤ ​ =E X (t) ⋅ E 1[ 2 ] [ 2] ​E X (t)[ 2 ]
E[X (t)] <2 +∞ ∣E[X(t)]∣ E[X(t)]

R(t ​, t ​) =1 2 E X(t ​)X(t ​)[ 1 2 ]
​E X(t ​)X(t ​) ​ ≤[ 1 2 ] ​E X (t ​) ⋅ E X (t ​)[ 2

1 ] [ 2
2 ]

E[X (t ​)],E[X (t ​)]2
1

2
2 E X(t ​)X(t ​)[ 1 2 ]

n t ​, t ​, … , t ​1 2 n a ​, a ​, … , a ​1 2 n

​a ​X(t ​)∑i=1
n

i i

(X(t ​),X(t ​), … ,X(t ​))1 2 n



线性变换性质：如果已知  是由另一个已知的正态过程（如维纳过程 / 布朗运动）通过线性操作（如加法、常数乘法、极限、微积分）衍生
而来的，可以直接利用“正态过程的线性变换依然是正态过程”这一性质来证明。

2. 证明正交增量过程
核心目标：证明在任意互不重叠的时间区间上，过程的增量彼此正交。对于均值为 0 的过程，正交等价于不相关（协方差为 0）。

常见证明方法：

任取四个时间点 ，考察两个不重叠区间的增量  和 。

你需要计算这两个增量乘积的数学期望，并证明其等于 0：

(注：如果该过程的数学期望不恒为 0，则需要证明这两个增量的协方差为 0，即它们不相关。)

3. 证明泊松过程
核心目标：证明一个计数过程  满足泊松过程的三大公理。

常见证明方法：

必须同时验证以下三个条件：

1. 初始值：验证 （起点事件发生次数为 0）。
2. 独立增量：证明对于任意时间序列 ，增量  是相互独立的
随机变量。

3. 增量分布（二选一验证）：

定义法：证明在任意长度为  的时间区间内，增量  服从参数为  的泊松分布：

微小区间法（极限定理）：证明该过程具有平稳增量，且满足：

1.设在时间区间  来到某商店门口的顾客数  是强度为  的泊松过程，每个来到商店门口的顾客进入商店的概率为 ，不进入商店就离去的
概率是 ，各个顾客进入商店与否相互独立，令  为  内进入商店的顾客数，证明  是强度为  的泊松过程。

解析与证明：

要证明  是强度为  的泊松过程，我们需要验证泊松过程的定义条件。由于原过程  的平稳独立增量性以及顾客选择的独立性，
过程  显然满足  以及独立增量性。

核心在于证明其增量分布服从参数为  的泊松分布。

任取一时间区间 ，设该区间内来到商店的总顾客数为 ，实际进入商店的顾客数为 。

已知  是强度为  的泊松过程，故：

在已知总来到人数为  的条件下，每个顾客独立以概率  进入商店，因此进入商店的人数  服从二项分布 ：

(若 ，该概率为 0)

利用全概率公式，求  的边缘分布：

X(t)

t ​ <1 t ​ ≤2 t ​ <3 t ​4 ΔX ​ =1 X(t ​) −2 X(t ​)1 ΔX ​ =2 X(t ​) −4 X(t ​)3

E[(X(t ​) −2 X(t ​))(X(t ​) −1 4 X(t ​))] =3 0

N(t)

N(0) = 0
0 ≤ t ​ <1 t ​ <2 ⋯ < t ​n N(t ​) −2 N(t ​),N(t ​) −1 3 N(t ​), … ,N(t ​) −2 n N(t ​)n−1

τ N(t + τ) − N(t) λτ

P (N(t + τ) − N(t) = k) = ​, k =
k!

(λτ) ek −λτ

0, 1, 2, …

P (N(t + Δt) − N(t) = 1) = λΔt + o(Δt)

P (N(t + Δt) − N(t) ≥ 2) = o(Δt)

(0, t] N(t) λ p

1 − p X(t) (0, t] {X(t), t ≥ 0} λp

{X(t), t ≥ 0} λp N(t)
X(t) X(0) = 0

λpτ

(t, t + τ ] N = N(t + τ) − N(t) X = X(t + τ) − X(t)
N(t) λ

P (N = n) = ​, n =
n!

(λτ) en −λτ

0, 1, 2, …

n p X B(n, p)

P (X = k ∣ N = n) = ​ p (1 −(
k

n) k p) , k ≤n−k n

n < k

X



消去  并重排项：

令 ，则求和部分变为指数函数的泰勒展开：

合并指数项：

结论：  的增量服从参数为  的泊松分布。结合初始条件和独立增量性，  是强度为  的泊松过程。得证。

2.设  是强度为  的泊松过程，  表示事件  第  次出现的发生时刻，试求  的联合概率密度。

解析与计算：

在泊松过程中，事件发生的时间间隔相互独立，且均服从参数为  的指数分布。
令  表示第一次事件发生的时间。
令  表示第一次与第二次事件发生的时间间隔。

已知  和  独立，且 。它们的边缘概率密度函数分别为：

由于  独立，它们的联合概率密度为：

现在进行变量代换。已知：

反解得到：

计算雅可比行列式（Jacobian）：

根据多维随机变量变换定理，  的联合概率密度为：

确定定义域：

由  得 ；由  得 ，即 。

综合可得定义域为 。

P (X = k) = ​P (X =
n=k

∑
∞

k ∣ N = n)P (N = n)

= ​ ​p (1 −
n=k

∑
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n!

= ​ ​ ​
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∑
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m=0

∑
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​e
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λτ(1−p)
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结论：

 的联合概率密度函数为：

3.设保险公司在  时发生理赔的金额为 ，各  相互独立同分布，其均值为 ，方差为 。若在  内发生理赔的次数  是强度
为  的泊松过程，并且与  独立，试求保险公司在  内将要支付的总理赔额  的均值与方差。

解析与解答：

这是典型的复合泊松过程。总理赔额可以表示为随机和：

1. 求均值 ：

利用全期望公式（或 Wald 等式），在给定  的条件下：

因此，条件期望 。

再求无条件期望：

已知  服从参数为  的泊松分布，故 。

2. 求方差 ：

利用全方差公式：

计算 ：

已知  独立，故 。

因此 。

取期望： 。

计算 ：

上文已得 。

取方差： 。

由于泊松分布方差等于均值， ，故该项为 。

相加得到总方差：

(注： ，即二阶原点矩)

4.设  是强度为  的泊松过程，随机变量  服从参数为  的指数分布，且与  相互独立，试证明  服从几何分
布：

解析与证明：

利用全概率公式，对连续型随机变量  的概率密度进行积分。
已知  的概率密度函数为  。

在给定  的条件下，  服从参数为  的泊松分布：

由于  与  独立，无条件概率为：
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f ​(s ​, s ​) =S ​,S ​1 2 1 2 ​ ​{λ e ,2 −λs ​2
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提取常数并合并指数项：

利用伽马函数的积分公式 ，令 ：

代入原式：

约去  并整理：

得证。

5.设随机过程 ，其中  为常数，  和  是相互独立的正态随机变量，且 ，

。求  的均值函数与自相关函数，并判断其是否为宽平稳过程。

解析

均值函数：

自相关函数：

由于  独立且均值为 ，交叉项 ，故：

判定：二阶矩 ；均值函数恒为 ；自相关函数仅依赖于时间差 。因此，  是宽平稳过程。

6.设随机过程 ，其中  与  为实常数，随机相位  服从  上的均匀分布。求  的均值函数与自相关函数，并
判断是否平稳。

解析

因为 ，其概率密度为 。

均值函数：

自相关函数：

利用积化和差公式 ：

其中 。

判定：均值为常数 ，自相关函数仅与时间差  有关，故  为宽平稳过程。

7.设随机过程 ，其中  与  是相互独立的随机变量，且 ， ， 。求  的协方
差函数，并判断其是否为宽平稳过程。

解析

均值函数：

自相关函数（因均值为0，与协方差函数相等）：

由于  独立且均值为0， 。

= ​ ​ ⋅∫
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又 ， 。

故 

判定：虽然均值为常数 ，但自相关函数  依赖于时间点  和  的具体取值，而不仅仅是时间差 。因此，  不是宽平稳过程。

8.设相互独立的正态随机变量 ，构造随机过程 。求  的均值函数与自相关函数。

解析

均值函数：

自相关函数：

展开并利用奇数阶中心矩为0（即  等）：

代入 ，且 ：

9.某十字路口的车辆到达服从泊松过程，总到达率为  辆/分钟。已知其中 60% 为小轿车，40% 为卡车，且车辆类型相互独立。求：
(1) 在任意 1 分钟内，恰好到达 3 辆小轿车和 2 辆卡车的概率。
(2) 从现在起，直到第一辆卡车到达的平均等待时间是多少秒？

解析

根据泊松过程的分流性质，小轿车和卡车的到达分别构成独立的泊松过程。

小轿车到达率  辆/分钟；卡车到达率  辆/分钟。
(1) 设  分钟内到达小轿车数量为 ，卡车数量为 ，则 。

(2) 第一辆卡车到达的时间  服从参数为 （次/分钟）的指数分布。
平均等待时间  分钟 =  秒。

10.某服务器接收请求的过程是强度为  次/秒的泊松过程。假定从  时刻开始观察，求：
(1) 第 3 个请求到达的预期时间。
(2) 第 3 个请求到达时间超过 2 秒的概率。

解析

(1) 在泊松过程中，第  个事件到达的时刻  服从伽马分布（或厄兰分布），其期望为 。

预期时间  秒。
(2) “第3个请求到达时间超过2秒”等价于“在  秒内到达的请求总数少于 3 个”。
令  为  秒内到达的请求数， 。

11.一条装配线上的产品出现缺陷服从强度为  个/小时的泊松过程。已知每个缺陷是“严重缺陷”的概率为 0.1，是“轻微缺陷”的概率为 0.9。假设
刚才发现了一个严重缺陷，求在下一个严重缺陷出现之前，恰好连续发现 4 个轻微缺陷的概率。

解析

这里利用泊松过程事件序列的性质。总事件流可以看作一系列独立的伯努利试验。

每一个到来的缺陷，属于“轻微”的概率为 ，属于“严重”的概率为 。

“两个严重缺陷之间恰好有 4 个轻微缺陷”意味着：接下来连续 4 个都是轻微缺陷，第 5 个是严重缺陷。此次数服从几何分布。
概率 。

12.保险公司收到理赔请求的数量  是强度为  次/天的泊松过程。每次理赔的金额  相互独立，且服从 （单位：千元）

的均匀分布。理赔金额与请求数量相互独立。求在  天内，保险公司需要支付的总理赔额  的均值与方差。

解析

这是一个复合泊松过程， 。

 天内请求次数 ，故 。

理赔金额 ，则 ；方差 。

二阶原点矩 。

总金额均值：

 （千元）。
总金额方差（根据复合泊松过程方差公式）：

。

E[A ] =2 V ar(A) + E[A] =2 1 E[B ] =2 V ar(B) + E[B] =2 2
R ​(s, t) =Y stE[A ] +2 E[B ] =2 st + 2

0 st + 2 s t s − t Y (t)

X ​,X ​ ∼1 2 N(0,σ )2 Z(t) = X ​ cos t +1 X ​ sin t +2 X ​X ​1 2 Z(t)

m ​(t) =Z E[X ​ cos t +1 X ​ sin t +2 X ​X ​] =1 2 cos tE[X ​] +1 sin tE[X ​] +2 E[X ​]E[X ​] =1 2 0

R ​(s, t) =Z E[Z(s)Z(t)] = E[(X cos s +1 X ​ sin s +2 X ​X ​)(X ​ cos t +1 2 1 X ​ sin t +2 X ​X ​)]1 2

E[X ​] =1
3 0,E[X X ​] =1

2
2 0

R ​(s, t) =Z E[X ​ cos s cos t +1
2 X ​ sin s sin t +2

2 X ​X ​]1
2

2
2

E[X ​] =1
2 E[X ​] =2

2 σ2 E[X ​X ​] =1
2

2
2 E[X ​]E[X ​] =1

2
2
2 σ4

R ​(s, t) =Z σ (cos s cos t +2 sin s sin t) + σ =4 σ cos(s −2 t) + σ4

λ = 10

λ ​ =1 10 × 0.6 = 6 λ ​ =2 10 × 0.4 = 4
1 X Y X ∼ P (6),Y ∼ P (4)

P (X = 3,Y = 2) = P (X = 3)P (Y = 2) = ​ ×3!
6 e3 −6

​ =2!
4 e2 −4

​e ×6
216 −6

​e =2
16 −4 288e−10

T λ ​ =2 4
E[T ] = ​ =λ ​2

1
​4

1 15

λ = 2 t = 0

n S ​n E[S ​] =n ​λ
n

E[S ​] =3 ​ =2
3 1.5

[0, 2]
N(2) 2 N(2) ∼ P (λt) = P (4)

P (S ​ >3 2) = P (N(2) < 3) = P (N(2) = 0) + P (N(2) = 1) + P (N(2) = 2)
= ​ +0!

4 e0 −4
​ +1!

4 e1 −4
​ =2!

4 e2 −4
e (1 +−4 4 + 8) = 13e−4

λ = 5

p = 0.9 1 − p = 0.1

P = p (1 −4 p) = 0.9 ×4 0.1 = 0.06561

{N(t), t ≥ 0} λ = 5 X ​i [10, 50]
t = 10 Y (t)

Y (t) = ​X ​∑i=1
N(t)

i

10 N(10) ∼ P (10 × 5) = P (50) E[N(10)] = 50,V ar(N(10)) = 50

X ​ ∼i U(10, 50) E[X ​] =i ​ =2
10+50 30 V ar(X ​) =i ​ =12

(50−10)2

​ =12
1600

​3
400

E[X ​] =i
2 V ar(X ​) +i (E[X ​]) =i

2
​ +3

400 900 = ​3
3100

E[Y (10)] = E[N(10)] ⋅ E[X ​] =i 50 × 30 = 1500

V ar(Y (10)) = λt ⋅ E[X ​] =i
2 50 × ​ =3

3100
​3

155000



13.设  是标准布朗运动（维纳过程）。求增量  的概率分布，并计算概率 。

解析

标准布朗运动具有平稳独立增量，且 ， 。

对于任意 ，增量 。

因此， 。

由于该正态分布均值为 ，关于纵轴对称，因此：
。

14.设  是标准布朗运动。计算协方差 ，以及随机变量  的方差。

解析

布朗运动的协方差函数公式为： 。

故 。

求  的方差展开：

代入 ， ：

。

15.设  是标准布朗运动。已知在  时刻 ，求在此条件下  的条件期望  与条件方差
。

解析

利用布朗运动的独立增量性，将  拆分为  与增量的和：

其中  与  是相互独立的。
条件期望：

条件方差：

因增量与  独立，条件方差等于无条件方差：

由于 ，故条件方差为 。
16.设  为标准布朗运动。定义新的随机过程 ，其中 （这被称为布朗桥）。求该过程的均值函数

，以及当  时的协方差函数 。

解析

均值函数：

协方差函数：

展开乘积：

利用 ，且当前 ：

代入上式得：

概率论第12章：平稳过程小习题集
建议在对傅立叶变换有系统了解后再食用这一章节

一、基础概念与基本知识

1. 什么是严平稳过程？它的有限维分布在时间平移下满足什么性质？
2. 严平稳过程的一维分布、二维分布分别有什么特点？
3. 若严平稳过程存在二阶矩，为什么它一定是宽平稳过程？
4. 什么是宽平稳过程？验证宽平稳过程需要检查哪两个条件？

{W (t), t ≥ 0} W (5) − W (2) P (W (5) − W (2) < 0)

W (0) = 0 W (t) ∼ N(0, t)
0 ≤ s < t W (t) − W (s) ∼ N(0, t − s)

W (5) − W (2) ∼ N(0, 5 − 2) = N(0, 3)
0

P (W (5) − W (2) < 0) = Φ(0) = 0.5

{W (t), t ≥ 0} Cov(W (2),W (5)) X = W (5) − 2W (2)

Cov(W (s),W (t)) = min(s, t)
Cov(W (2),W (5)) = min(2, 5) = 2
X

V ar(W (5) − 2W (2)) = V ar(W (5)) + (−2) V ar(W (2)) +2 2(1)(−2)Cov(W (5),W (2))
V ar(W (5)) = 5 V ar(W (2)) = 2

= 5 + 4 × 2 − 4 × 2 = 5

{W (t), t ≥ 0} t = 1 W (1) = 2 W (4) E[W (4) ∣ W (1) = 2]
V ar(W (4) ∣ W (1) = 2)

W (4) W (1)
W (4) = W (1) + (W (4) − W (1))

W (4) − W (1) W (1)

E[W (4) ∣ W (1) = 2] = E[W (1) + (W (4) − W (1)) ∣ W (1) = 2]
= 2 + E[W (4) − W (1)] = 2 + 0 = 2

W (1)
V ar(W (4) ∣ W (1) = 2) = V ar(W (1) + (W (4) − W (1)) ∣ W (1) = 2) = V ar(W (4) − W (1))

W (4) − W (1) ∼ N(0, 3) 3
{W (t), t ≥ 0} B(t) = W (t) − tW (1) 0 ≤ t ≤ 1

m ​(t)B 0 ≤ s ≤ t ≤ 1 C (s, t)B

m ​(t) =B E[W (t) − tW (1)] = E[W (t)] − tE[W (1)] = 0 − 0 = 0

C ​(s, t) =B E[B(s)B(t)] = E[(W (s) − sW (1))(W (t) − tW (1))]

= E[W (s)W (t) − tW (s)W (1) − sW (t)W (1) + stW (1)]2

E[W (u)W (v)] = min(u, v) s ≤ t ≤ 1
E[W (s)W (t)] = min(s, t) = s

E[W (s)W (1)] = min(s, 1) = s

E[W (t)W (1)] = min(t, 1) = t

E[W (1)] =2 1

C ​(s, t) =B s − t(s) − s(t) + st(1) = s − ts − st + st = s(1 − t)



5. 严平稳和宽平稳有什么区别？二者是否互相蕴含？
6. 对高斯过程而言，严平稳与宽平稳之间有什么特殊关系？（建议对有关高斯之类的特殊性质着重复习）
7. 什么是总能量？什么是平均功率？什么是功率谱密度？它和谱密度的关系？
8. 平稳过程自相关函数有哪些基本性质？
9. 什么叫两个平稳过程 、  平稳相关？互相关函数  如何定义？

10. 平稳过程的谱密度  与自相关函数  之间的傅里叶变换关系是什么？
11. 谱密度有哪些基本性质？
12. 什么是 函数？

13. 什么是互谱密度？互谱密度与互相关函数之间有什么关系？
14. 什么是数学期望的各态历经性？什么是相关函数的各态历经性？什么是各态历经性？
15. 均方连续平稳过程，期望和相关函数具有各态历经性的充要条件？

二、习题集

1. 随机符号翻转过程的平稳性
令

其中：

1.  为随机变量，且

2.  是强度为  的泊松过程；
3.  与  相互独立。

证明  是平稳过程。

2. 随机频率与随机相位过程
设  和  为相互独立的随机变量， ，  的概率密度为

令

1. 证明  是平稳随机过程；
2. 求其自相关函数  及谱密度 。

3. 随机相位余弦过程的功率谱密度
设

其中  是常数， 。求  的功率谱密度。

4. 由自相关函数求谱密度
已知平稳过程  的自相关函数 ，求其谱密度 。

求对应的 。

5. 自相关函数与谱密度的一组特殊变换对
根据课件图片中的表格，写出下列自相关函数对应的谱密度。

X(t) Y (t) R ​(τ)XY

S ​(ω)X R ​(τ)X

δ

Y (t) = (−1) X, t ∈μ ​t [0, +∞),

X

P{X = −1} = P{X = 1} = ​;
2
1

{μ ​, t ≥t 0} λ

X {μ ​, t ≥t 0}

Y (t)

ξ Θ Θ ∼ U [0, 2π] ξ

f(x) = ​.
π(1 + x )2

1

X(t) = cos(ξt + Θ), −∞ < t < +∞.

{X(t), −∞ < t < +∞}
R ​(τ)X S ​(ω)X

X(t) = A cos(ω ​t +0 Φ),

A,ω ​0 Φ ∼ U(0, 2π) X(t)

{X(t), −∞ < t < +∞} R ​(τ)X S ​(ω)X

R ​(τ) =X σ e cos bτ − ​ sin(b∣τ ∣) , a >2 −a∣τ ∣ (
b

a ) 0,  b > 0.

S ​(ω)X



1. ；

2. 。

6. 宽平稳但不是严平稳的反例
设  相互独立，且

证明  是宽平稳序列，但不是严平稳序列。

7. 严平稳但不是宽平稳的反例
设  服从标准柯西分布，令

证明  是严平稳过程，但不是宽平稳过程。

8. 随机平移制造平稳过程
设  是周期为  的确定性函数， ，定义

1. 证明  是严平稳过程；
2. 若实值函数

求  和谱密度  的形式。

9. 初始条件决定是否平稳
设  是强度为  的泊松过程。定义

分别讨论下面两种情况是否为宽平稳过程，并求均值和自相关函数：

1. ；

2. ，且  与  独立。

10. 随机幅度余弦过程的各态历经性
设

其中 ，  与  独立，且 ， 。

1. 证明  是宽平稳过程；
2. 求 ；

3. 判断它是否具有均值各态历经性；
4. 判断它是否具有相关函数各态历经性。

11. 白噪声滤波与随机正弦信号叠加
设  为零均值白噪声，方差为 。令

又设

R ​(τ) =X 1
R ​(τ) =X δ(τ)

{X ​,n ∈n Z}

X ​ ∼2k N(0, 1), P{X ​ =2k+1 1} = P{X ​ =2k+1 −1} = ​.
2
1

{X ​}n

Y

X(t) = Y , −∞ < t < +∞.

X(t)

f(t) T Θ ∼ U(0,T )

X(t) = f(t + Θ).

X(t)

f(t) = ​c ​e ,
n=−∞

∑
+∞

n
i2πnt/T

R ​(τ)X S ​(ω)X

{N(t), t ≥ 0} λ

X(t) = X(0)(−1) .N(t)

X(0) = 1
P{X(0) = 1} = P{X(0) = −1} = ​2

1 X(0) N(t)

X(t) = A cos(ω ​t +0 Φ),

Φ ∼ U(0, 2π) A Φ E[A ] <2 +∞ ω ​ =0  0

X(t)
R ​(τ)X

{ε ​,n ∈n Z} σ2

Y ​ =n ​a ε ​, ∣a∣ <
k=0

∑
∞

k
n−k 1.

Z ​ =n B cos(ω ​n +0 Φ),



其中  为常数， ，且  与  独立。令

1. 证明  是宽平稳序列；
2. 求 ；

3. 求谱密度 。

B,ω ​0 Φ ∼ U(0, 2π) Z ​n {ε ​}n

X ​ =n Y ​ +n Z ​.n

X ​n

R ​(m)X

S ​(ω)X
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