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第二章主要内容

2.1 随机变量

2.2 随机变量的函数及其概率

2.1.1 随机变量与分布函数
2.1.2 离散型随机变量
2.1.3 连续型随机变量

2.2.1 随机变量函数的概念
2.2.2 离散型随机变量函数的概率分布
2.2.3 连续型随机变量函数的概率分布
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第三章 随机向量及概率分布
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本章主要内容

3.2 条件分布

3.3 随机变量的相互独立性

3.4 随机向量的函数及其概率分布
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3.1.1 随机向量的概念

在实际问题中，有些试验的结果需要同时用两个或者两个
以上的随机变量来描述。例如：

◼ 热带风暴中心位置需要用经度和纬度来描述

◼ 制定服装标准时，需要对上身长、臂长、胸围、下肢长、
腰围、臀围多个指标进行测量

对于同一个试验结果的各个随机变量之间，一般存在某种
联系，需要把它们当做一个整体来研究。
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3.1.1 随机向量的概念

),(,}{, 1  XEE 而的样本空间为是随机试验设 =

维向量则个随机变量上的是在 nnXX n ,)(,),(2  

称为))(,),(),(( 21  nXXX 

随 机 变 量 ，

定义

维维 随 机 变 量 或 nn

).,,,( 21 nXXX 简记为
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在上述定义中，需要注意三点：



西安交通大学

举个例子：
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二元函数是二维随机变量设 ,,,),( RyxYX 

},{),( yYxXPyxF =

定义

),(),(),(),(},{ 112112222121 yxFyxFyxFyxFyYyxXxP +−−=

0 x

y
),( yx

0 x

y

),( 11 yx

),( 21 yx

),( 12 yx

),( 22 yx

则设 ,, 2121 yyxx 

3.1.2 分布函数与边缘分布函数



西安交通大学

；对每个变元是非降函数),()1 yxF

；对每个变元是右连续的),()2 yxF

,0),(),(),()3 =−−=−=− FxFyF

;1),( =++F

则对任意两点 ,,),,(),,()4 21212211 yyxxyxyx 

0),(),(),(),( 11211222 +−− yxFyxFyxFyxF

联合分布函数的性质

证明
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问题：满足性质1）、2）和3），一定会满足4）吗？

考察二元函数：
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),(lim)( yxFxF
y

X
+→

=

的关于分别为 YXYX ,),(

),(lim)( yxFyF
x

Y
+→

=

然 。边 缘 分 布 函 数 ， 反 之 不联 合 分 布 函 数 唯 一 确 定

称

与

边 缘 分 布 函 数 。

边 缘 分 布 函 数
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:Y)X,( 无穷对的取值是有限对或可列

.,2,1,),,( =jiyx ji

,2,1,,},{ ==== jipyYxXP ijji

3.1.3 二维离散型随机变量

二维离散型随机变量：

为(X,Y)的联合分布律。

称
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,2,1,,10)1 = jipij

1)2
1 1

= 


=



=i j
ijp

===


=


1

}{
j

ijii pxXPp

===


=


1

}{
i

ijjj pyYPp

称

与

联合分布律的性质

的、关于分别为 YXYX ),( 边 缘 分 布 律 。
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联合分布律的表示

联合分布律唯一确定边缘分布律，反之不然。

X
Y  myyy 21

1x  mppp 11211

2x

nx  nmnn ppp 21

 mppp 22221

  

 mppp  21



jp.

ip

1p

2p

np



1

 


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



=
否则，

第一次取出红球，，

,1

0
X





=
否则，

第二次取出红球，，

,1

0
Y

案例1 一袋中有6个大小相同的球，其中2红4白。每次从中

任取一球，共取两次，设

试就有放回取球与无放回取球这两种方式分别写出(X,Y)的

联合分布律及关于X,关于Y的边缘分布律。
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解 在有放回取球方式下，由事件的独立性， 的联合分布律),( YX

及边缘分布律为
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Y
X
ijp

10

9

2

9

1

9

4

9

2

0

1

3

2

3

1
jp

ip

3

1

3

2

1

解 在有放回取球方式下，由事件的独立性， 的联合分布律),( YX

及边缘分布律为
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在无放回取球方式下(X,Y)的联合分布律及边缘分布律为
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Y
X

10

15

4

15

1

15

6

15

4

0

1

3

2

3

1
jp

ip

3

1

3

2

1

在无放回取球方式下(X,Y)的联合分布律及边缘分布律为
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 =
− −

x y

dudvvufyxF ),(),(

3.1.3 二维连续型随机变量

二维连续型随机变量:设F(x,y)是二维随机变量(X,Y)的联合

都有,, Ryx 

称f(x,y)为(X,Y)联合概率密度，简称概率密度

分布函数,若存在非负可积函数f(x,y),使
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;0),()1 yxf

);,(
),(

),(),()3
2

yxf
yx

yxF
yxyxf =




处连续，则在若

.),(}),{()4 ydxdyxfGYXP
G

=中落在区域

联合概率密度的性质

  =
+

−

+

−

;1),()2 dxdyyxf
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=
+
− dyyxfxf X ),()(

的关于关于分别为 YXYX ,),(

=
+
− dxyxfyfY ),()(

称

与

联合概率密度唯一确定了边缘概率密度，反之不然。

边 缘 概 率 密 度 。
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案例2 设(X,Y)的联合概率密度为



 

=
其它，,0

,10,
),(

xyaxy
yxf

的值；确定）（ a1

边缘概率密度。与）求（ YX2

}.1{)3( +YXP求
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 
+

−

+

−

= dxdyyxf ),(1)1(


+

−
= dyyxfxf X ),()()2(



 −

=




 

==
+
−

其它，其它， ,0

,10),1(4

,0

,10,8
),()(

21
yyyyxydx

dxyxfyf y
Y

解

}1{)3( +YXP 
−

=
y

y
xydxdy

15.0

0
8 .

6

1
=

.8,
8

== a
a

=
11

0 y
axydxdx



 

=
其它，,0

,10,4
3

xx





 

= 

其它,0

10,8
0

x
xxydy



西安交通大学

{( , ) } ( , ) .
G

P X Y G f x y dxdy= 落在区域 中

公式使用的注意点：
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)}
)())((

2
)(

(
)1(2

1
exp{

12

1
),(

2
2

2
2

21

21
2
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2
1

22
21
















−
+

−−
−

−

−

−

−
=

yyxx
yxf

,1||,0,0,,,,, 212121   为常数其中

).;,;,(~),(
2
22

2
11 NYX记作

概率密度曲面

右图是在

0;1

,0;1,0

2

211

==

===





1) 二维正态分布 若(X,Y)的联合概率密度为

几种重要的二维随机变量
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令：

则：
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得：

于是：
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，若命题 );,;,(~),(
2
22

2
11 NYX

),,(~
2

11
NX则 ).,(~

2
22 NY

结论：
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利用极坐标将二重积分转化为二次积分：
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









=

.),(,0

,),(,
1

),(

Gyx

Gyx
Ayxf

2) 二维均匀分布

(X,Y)在G上服从均匀分布，若其概率密度为

设平面区域G的面积为Ａ(A>0),二维随机变量
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案例3

解：
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案例3

解：
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案例3

解：
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案例3

解：
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§3.2 条件分布

3.2.1. 条件分布的概念

当同时研究多个随机变量时，变量间的相互影响、相互依

赖关系是一个值得关注的问题。人们可以从不同角度来研究

这个问题，例如在统计中用回归分析或者相关分析进行研究。

条件分布主要研究如下问题：
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§3.2 条件分布

3.2.1. 条件分布的概念
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§3.2 条件分布

3.2.1. 条件分布的概念

不难发现，上述这组条件概率符合分布的两条性质：
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,,2,1,,,, = jippp jiij

称时当 ,0}{ == jj yYPp

,2,1,
}{

},{
}|{ ==

=

==
===



i
p

p

yYP

yYxXP
yYxXP

j

ij

j

ji
ji

§3.2 条件分布

3.2.2 二维离散型随机变量的条件分布

设(X,Y)的联合及边缘分布律分别为

jyY =为在 的条件下随机变量X的条件分布律。
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时，称同理，当 0}{ == ii xXPp

,2,1,
}{

},{
}|{ ==

=

==
===



j
p

p

xXP

yYxXP
xXyYP

i

ij

i

ji
ij

ixX =为在 的条件下随机变量Y的条件分布律。
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===
 xx j

ij
jjYX

i
p

p
yYxXPyxF }|{ˆ)|(|

===
 yy i

ij
iiXY

j
p

p
xXyYPxyF }|{ˆ)|(|

给定条件 YxXPxX
ii

),0}{( == 的条件分布函数为

给定条件 的条件分布函数为XyYPyY jj ),0}{( ==

同理

条件分布函数：
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案例4 设(X,Y)的联合分布律为 ,2,1,,25.0 == jipij

).1|2.1()2(};1|2{)1( | === XYFXYP XY求

5.0
5.0

25.0
}1|2{

1

12 =====
p

p
XYP故

解 (1)因为 ,05.025.025.0}1{ 12111 =+=+=== ppXPp

.5.0
5.0

25.0
)1|2.1()2(

2.1 1

1
| ==== 

 j

j
XY

p

p
XYF
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解 由题意可知：
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续 由全概率公式：
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续 因为 ，所以
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知识点：试证明

证明 :
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则及边缘概率密度分别为设 ),()(),,(),( yfxfyxfYX YX

}|{limˆ}|{
0




+−==
+→

yYyxXPyYxXP

}{

},{
lim

0 



 +−

+−
=

+→ yYyP

yYyxXP

3.2.3 二维连续型随机变量的条件分布

 

 

=
+

−

+

−

−

+

−

→ + 








y

y

x y

y

dudvvuf

dudvvuf

),(

),(

lim
0
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上式就是在给定Y=y时X的条件分布函数，即




=

+
−

−

→ + duvuf

duvuf
x

),(

),(
lim

0

udyufyYxXPyxF
x

YXYX  −=
== )|(}|{)|( ||

)(/),(ˆ)|(| yfyxfyxf YYX =

的 条 件 概 率 密 度 。的 条 件 下称 为 在 XyY =

其中

du
yf

yufx

Y

= − )(

),(
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的 条 件 分 布 函 数 为时给 定 YxX =

vdxvfxXyYPxyF y
XYXY  −=== )|(}|{ˆ)|( ||

其中

的 条 件 概 率 密 度 。的 条 件 下称 为 在 YxX =

)(/),(ˆ)|(| xfyxfxyf XXY =

类似地，可定义
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案例6 设二维随机变量(X,Y)在单位圆上服从均匀分布,即





 +

=
其他

，当

,0

,11
),(

22
yx

yxf 

).|(| yxf YX求条件概率密度
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的边缘概率密度为Y







−

=








==




−+

−−+
−

其他，其他， ,0

1||,1
2

,0

1||,
1

),()(

21

1

2

2 yyydx
dxyxfyf

y

y
Y 

的条件概率密度为时，故当给定 XyyY )1|(| =








−

−
=

−==

其他。,0

,1||,1||,
12

1

1)/2(

/1

)(

),(
)|(

2

22
|

yyx
yy

yf

yxf
yxf

Y
YX 



解
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解：
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续：

二维正太分布的边际分布和条件分布都是一维正太分布
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的联合及分别是、及设 YXYXyFxFyxF YX ,),()()(),(

)()(),( yFxFyxF YX=

恒有若 ,, Ryx 

3.3 随机变量的相互独立性

定义

分布函数和边缘分布函数，

则称X与Y相互独立。

一.随机变量独立性的定义
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,),( 时是 二 维 离 散 型 随 机 变 量当 YX

的所有取值是：对相互独立的与 ),( YXYX 

,2,1,, ==  jippp jiij

都有， ,,2,1,),( =jiyx ji
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,),( 是 二 维 连 续 随 机 变 量 时当 YX

RyxYX  ,是：相互独立的与密度，则

)()(),( yfxfyxf YX=

几乎处处成立。

的联合与边缘概率及分别是、及 YXYXyfxfyxf YX ,),()()(),(
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案例7 设（X,Y）的联合分布律为

X Y 0 1

1 1/6 2/6

2 1/6 2/6

判别X与Y是否相互独立？
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解：

可得：
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),;,;,(~),(
2
22

2
11 NYX设二维正态随机变量案例8

.0: = 是相互独立的与试证： YX

有代入联合概率密度，把先设 ),,(00 yxf== 

证明：充分性

)()()}
)()(

(
2

1
exp{

2

1
),(

2
2

2
2

2
1

2
1

21

yfxf
yx

yxf YX=
−

+
−−

=










相互独立。与故 YX
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),;,;,(~),(
2
22

2
11 NYX设二维正态随机变量案例8

.0: = 是相互独立的与试证： YX

证明：必要性

有都成立，特别地，取 ,, 21  == yx

yxyfxfyxfYX YX ,)()(),( 对一切的相互独立，则有与又设 =

，
21

2
21

2

1

12

1


=

−

.0=从而



西安交通大学



西安交通大学

是连续函数，则若相互独立与设 ghYYXX nm ,,),,(),,( 11 

也相互独立。与 ),,(),,( 11 nm YYgXXh 

不相交相互独立，把它们分为若随机变量 nXXX ,,, 21 

新的随机个连续函数复合而生成每个组中所有变量由一个组的 ,k

个变量仍相互独立。则这而生成新的随机变量 k,

关于独立性的几个重要定理

定理1

定理2
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在上章中，我们讨论了随机变量的函数及其概率分布，而有
时需要将高维数据进行压缩或者将维，需要引入如下概念：

3.4 随机向量的函数及其概率分布

定义 

3.4.1 随机向量的函数
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定义 

3.4.1 随机向量的函数
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3.4.2 二维离散型随机变量函数的分布
案例9 设二维随机变量(X,Y )的联合分布律为

X                Y 0 1 2

-1 0.2 0.3 0.1

2 0.1 0.1 0.2

求 (1)  Z=X+Y;              (2)  Z=XY; 

(3)  Z=max(X,Y) ;    (4)  Z=min(X,Y)的分布律.
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解 先将(X,Y )的联合分布律改为逐点取值的形式,再求出随机

变量函数在每一点的值及概率,进而将随机变量函数取相同值
的概率合并，最后得到随机变量函数的分布.

(X,Y) (-1,0) (-1,1) (-1,2) (2,0) (2,1) (2,2)

P 0.2 0.3 0.1 0.1 0.1 0.2

X+Y -1 0 1 2 3 4

XY 0 -1 -2 0 2 4

max(X,Y) 0 1 2 2 2 2

min(X,Y) -1 -1 -1 0 1 2
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续： 所以可以得到：

X+Y -1 0 1 2 3 4

P 0.2 0.3 0.1 0.1 0.1 0.2

(X,Y) -2 -1 0 2 4

P 0.1 0.3 0.3 0.1 0.2

max(X,Y) 0 1 2

P 0.2 0.3 0.5

min(X,Y) -1 0 1 2

P 0.6 0.1 0.1 0.2
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3.4.2 二维离散型随机变量函数的分布
案例10 设二维随机向量(X,Y )的联合分布律为

（X，Y）（1，-1） （1,0） （1,1） （2,-1） （2,0） （2,1）

P 0.3 0.1 0.1 0.1 0.1 0.3
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（1，-1） （1,0） （1,1） （2,-1） （2,0） （2,1）

P 0.3 0.1 0.1 0.1 0.1 0.3
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确定离散型随机向量的函数的概率分布总体思路：

设法将新随机变量（或随机向量）所表示的事件

转化成老随机向量所表示的等价事件



西安交通大学

解：
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续：

注意：上面的结论可以推广到有限个相互独立的泊松分布之和
的情形，即
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3.4.3 二维连续型随机变量函数的分布
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3.4.3 二维连续型随机变量函数的分布

即：
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3.4.3 二维连续型随机变量函数的分布
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解：

且正、逆变换中所有函数都存在连续的一阶偏导数，又雅可比行
列式：
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续：

由定理3.3知：
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续：
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的 概 率 分 布YXZ +=)1

则有的分布函数为的概率密度为设 ),(),,(),( zFZyxfYX Z

}{}{)( zYXPzZPzFZ +==

=
+ zyx

dxdyyxf ),(

 =
+

−

−

−

xz

dxdyyxf ]),([
-0.5 0 0.5 1

-0.5

0

0.5

1
y 

x 
o 

z=x+y 
G 
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得，令对内层积分作变量代换 ,xyt +=

  −=
−

+

−

z

dtdxxtxf ]),([

的概率密度为由概率密度的定义，得Z

 −==
+
− dxxzxfzFzf ZZ ),()()(

还可以表示为的对称性，与由 )(zfYX
Z

 −=
+
− dyyyzfzfZ ),()(

  −=
+

− −

z

Z dxdtxtxfzF ]),([)(
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相互独立时，与当 YX

 −=−=
+
−

+
− dyyfyzfdxxzfxfzf YXYXZ )()()()()(

上式称为密度卷积公式。
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dxee

xzx

2

)(

2

22

2

1

2

1
−

−
+
−

−

=


=
+
−

−−−
dxee

z
x

z 2
2

)
2

(
4

2

1



4

2

22

1
z

e
−

=


)2,0(~ NZ即

由卷积公式解

 −=
+
− dxxzfxfzf YXZ )()()(

的求相互独立与设 YXZYXNYNX +=,),1,0(~),1,0(~

概率密度。

案例13
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从上例可以得出

。量 的 和 仍 服 从 正 态 分 布两 个 独 立 的 正 态 随 机 变

进一步还可得出

正 态 分 布 。变 量 的 线 性 组 合 仍 服 从有 限 个 独 立 的 正 态 随 机 即

相互独立，则且若 niii XXXniNX ,,,,,,2,1),,(~ 21
2 =

有及对于任意的实数 ,,,,, 21 baaa n

),(~
1 1

22
2211  

= =

+++++
n

i

n

i
iiiinn abaNbXaXaXa 
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案例14

概率密度。

的求相互独立与设 YXZYXYUX +=,),exp(~),2,0(~ 

由卷积公式
dxxzfY )(2/1

2
0 −=










 

 



=

−
−

−

z
z

t

z t

zdte

zdte

z

2
3

0
3

,2,32/1

,20,32/1

,0,0









−

−



=

−−−

−

.2),(2/1

,20),1(2/1

,0,0

3)2(3

3

zee

ze

z

zz

z

解

 −=
+
− dxxzfxfzf YXZ )()()(

= −

−=
z
z Y

xzt

dttf2 )(
2

1
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的求相互独立与设 YXZYXUYUX +=,),2,0(~),2,0(~

概率密度。

由卷积公式

案例15

dxxzfY )(2/1
2
0 −=










 

 



=

−
2

2

0

,2,2/12/1

,20,2/12/1

,0,0

z

z

zdt

zdt

z









−





=

.2),4(25.0

,20,25.0

,0,0

zz

zz

z

解

 −=
+
− dxxzfxfzf YXZ )()()(

= −

−=
z
z Y

xzt

dttf2 )(
2

1
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的求相互独立与设 YXZYXUYUX +=,),2,0(~),2,0(~

概率密度。

案例15

解
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的求相互独立与设 YXZYXUYUX +=,),2,0(~),2,0(~

概率密度。

案例15

解
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的求相互独立与设 YXZYXUYUX +=,),2,0(~),2,0(~

概率密度。

案例15

续
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的求相互独立与设 YXZYXUYUX +=,),2,0(~),2,0(~

概率密度。

案例15

续

略。。。



西安交通大学

的 概 率 分 布YXZ /)2 =
则有的分布函数为的联合概率密度为设 ),(),,(),( zFZyxfYX Z

}/{}{)( zYXPzZPzFZ ==

=
zyx

dxdyyxf
/

),(

 =
+

−0

]),([),(

1

zy

G

dydxyxfdxdyyxf

+=

21

),(),(
GG

dxdyyxfdxdyyxf

而

 = −
+z

dtdyytyyf0 ]),([

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-2
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-1

-0.5

0

0.5

1
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2

y 

x 
o 

G1 

G2 

z=x/y

 =
+

−

=

0 ]),([
z

tyx

dydtytyyf



西安交通大学
类似地

 =
−

+0

]),([),(

2 zyG

dydxyxfdxdyyxf

 −= − −
z

dtdyytyyf
0

]),([

因此
 −=
+

−− 0
0

]),(),([)( dtdyyytyfdyyytyfzF
z

Z

=
+
−− dtdyyytfy

z
]),(||[

故Z的概率密度为

==
+
− dyyyzfyzFzf ZZ ),(||)()(

当X与Y相互独立时

=
+
− dyyfyzfyzf YXZ )()(||)(

 = −
−

=
0

]),([ z

tyx

dydtytyyf
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2

/,),1,0(~),1,0(~ XYTYXNYNX =求相互独立与设案例16

的概率密度。

解 令 |,| XV = 则V的概率密度为










=

−

,0,0

,0,2/2
)(

2/
2

v

ve
vf

v

V


于是 =
+
− dvvfvtfvtf VYT )()(||)(

dveev
vvt 2/2/)(

0

22

2/22/1
−−+

= 

dvve
vt


+ +−= 0

2/)1(
22

/1 

)1(/1
2

t+= 
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3) 的 分 布与 ),m in (),m ax( YXYX

记和别为相互独立，分布函数分与设 ),(F)(YX Y yxFX

则),,min(),,max( YXNYXM ==

},{ zYzXP =

)()( zFzF YX=

对分布函数求导可M的概率密度为

}),{max()( zYXPzFM =

}{}{ zYPzXP =

)()()()()()( zfzFzFzfzFzf YXYXMM +==
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而 }),{min(1 zYXP −=

}){1})({1(1 zYPzXP −−−=

))(1))((1(1 zFzF YX −−−=

对分布函数求导可得N的概率密度为

}),{min()( zYXPzFN =

},{1 zYzXP −=

)())(1())(1)(()()( zfzFzFzfzFzf YXYXNN −+−==
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案例17 上服从均匀分布，求相互独立，都在设 ],[,,, 21 baXXX n

的概率密度。与 ),,,min(),,max( 2121 nn XXXNXXXM  ==

由前述公式，有
}),,,{max()( 21 zXXXPzF nM = 

n
zXP }){( 1 =

故
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解
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}),,,{min()( 21 zXXXPzF nN = 

n
zXP }){1(1 1 −−=

故



 −−
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,,0
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n

而

}),,,{min(1 21 zXXXP n −= 
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案例18

解 根据全概率公式有：
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案例18

续

故：
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案例18

续
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本章主要内容

3.2 条件分布

3.3 随机变量的相互独立性

3.4 随机向量的函数及其概率分布



西安交通大学

谢谢大家！
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