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概率论与数理统计 1 第一章 1

1 第一章

� 题目 1

(1) 假设 ω1, ω2 分别表示取到白球、黑球，则 Ω = {ω1, ω2}.

(2) 接 (1)，此时 Ω = {(ω1, ω1), (ω1, ω2), (ω2, ω1), (ω2, ω2)}

(3) 黑球只有两个，故 Ω = {0, 1, 2}

(4) Ω = {1, 2, 3, 4, 5}

(5) 至少要生产 10 件，所以 Ω = {n : n ≥ 10, n ∈ N}

(6) 此处为方便我们记 1 为合格，0 为不合格。

那么 Ω = {00, 100, 0100, 0101, 0110, 1100, 10100, 0111, 1011, 1101, 1110, 1111}

(7) 以靶心为直角坐标原点，则 Ω = {(x, y) : x2 + y2 ≤ R2}

� 题目 2

提要：交事件直接写在一起，并事件用 ∪ 来进行连接.

这一类的题目属于事件的联系问题，考试常常考察对文字说明的转化以及关系的

化简。此题就是对于文字转化为数学表达式，需要着重注意。

(1):ABC，注意这里的横杠就直接连起来写就可以

(2):ABC ∪ ABC ∪ ABC 题目中的恰有一个存在三种情况，所以这样这么写。

(3):A ∪B ∪ C = ABC 与下面的第五问是对立的情况。

(4):AB ∪BC ∪ AC = ABC ∪ (ABC ∪ BAC ∪ CAB) 其实直接说明和用对立事

件说明也差不多。注意怎么表达：至少发生两个事件。

(5):ABC
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概率论与数理统计 1 第一章 2

(6):A(B ∪ C)，对于题干这种双要求，就是写成交事件的意思，分别表达然后写在

一起即可。

总结：学会如何表达“至少” 这个关系。

� 题目 3

(1) 爱好数学的班干部男生

(2) 爱好数学的非班干部女生

(3) 非班干部的女生

(4) 不爱好数学的非班干部男生

方法：就是对于第二题的反向。

� 题目 4 (1) [1, 4] (2) (2, 3] (3) [0, 1) ∪ (3, 5] (4) [1, 2]

� 题目 5

(1) 由于 AB ∪ (A−B) = A，所以 AB ∪ (A−B) ∪ A = A ∪ A = Ω

(2) 可得 (A−B)∪ (B −A) = A∪B −AB，则 (A∪B)(A−B) ∪ (B − A) = AB，故

原式等价于 AB −B = ∅

� 题目 6 由题意，总共有 |Ω| = 62 = 36 种情况。

至少一次点 6 且两次和为偶数的情况有 A = {(2, 6), (4, 6), (6, 6), (6, 4), (6, 2)}，因

而 |A| = 5，则 P =
|A|
|Ω|

=
5

36
� 题目 7 1000 个正方体中，两面涂红的即 12 条棱中，每条棱上除去对角块的，有

(10− 2)× 12 = 96 块，故 P =
96

1000
= 0.096

� 题目 8 方法一：

若较短线段长度大于
L

3
，则画图可知 C 在 AB 的三等分点分成的三段线段中，中间的
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概率论与数理统计 1 第一章 3

一段上。所以 P =
1

3
方法二：

设 AC = x,BC = L− x，则表达为 P{minx, L− x > L
3
}

P{min{x, L− x} >
L

3
} =P{x >

L

3
, L− x >

L

3
}

=p{L
3
< x <

2L

3
}

=
1

3
� 题目 9 方法一：

我们假设 x是甲船到达的时刻，y是乙船到达的时刻，那么得到事件域是Ω = {(x, y) : 0 ⩽ x ⩽ 24, 0 ⩽ y ⩽ 24}，

是一个正方形，面积为 S(Ω) = 576。如果一艘船要停靠要等待一段时间，那么满足

−2 ⩽ (y − x) ⩽ 1 (或者是 −1 ⩽ (y − x) ⩽ 2)。这样事件域相当于该正方形中，由

y = x− 2 和 y = x+1 两条直线中间夹的部分 (也可以是 y = x+2 和 y = x− 1)，画图

可以求得该部分面积为 S(A) = 242 − 1

2
(222 +232) =

139

2
(正方形减去上面两个三角形)。

因此 P (A) =
S(A)

S(Ω)
=

139

1152
方法二：

� 题目 10 (1):P (A) = 1−P (A) = 0.8。(2):A ⊂ B,P (A∪B) = P (B) = 0.3。(3):P (AB) =

P (A) = 0.2。(4):P (B) = P (AB)+P (AB),所以P (AB) = 0.1。(5):P (A−B) = P (∅) = 0

� 题目 11

(1): 因为 ABC ⊂ AC,P (AC) = 0，由概率非负性有 P (ABC) = 0。

(2): 至少一个发生即 A∪B ∪C。由加法公式 P (A∪B ∪C) = P (A) +P (B) +P (C)−

P (AB)− P (AC)− P (BC) + P (ABC) =
1

2

(3): 三者都不发生即 A ∪B ∪ C，由规范性有 P (A ∪B ∪ C) = 1− P (A ∪B ∪ C) =
1

2

� 题目 12 我们由 P (A) + P (B) = P (AB) + P (A ∪ B) ，并且 max {P (A), P (B)} ⩽
P (A ∪B) ⩽ 1 和 0 ⩽ P (AB) ⩽ min {P (A), P (B)} 得到

(1): 当 A ∪B = Ω 时 P (AB) 最小，最小概率是 0.3。

(2): 当 A ⊂ B 时 P (AB) 最大，最大概率是 0.6。

(3): 类似上面，P (A ∪B) 最大是 1, 最小是 0.7。
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概率论与数理统计 1 第一章 4

� 题目 13 由数学归纳法，n = 1, 2 时由加法公式显然成立。假设对 n = k 时成立，那么

n = k+1时有 P (A1∪A2∪ · · · ∪Ak+1) = P (A1∪A2∪ · · · ∪Ak)+P (Ak+1)−P (A1Ak+1∪

A2Ak+1∪· · ·∪AkAk+1) =
∑k

i=1 P (Ai)−
∑

1⩽i<j⩽k P (AiAj)+
∑

1⩽i1<i2<i3⩽k P (Ai1Ai2Ai3)+

· · · + (−1)k+1P (A1A2 · · ·Ak) + P (Ak+1) −
∑k

i=1 P (AiAk+1) +
∑

1⩽i<j⩽k P (AiAjAk+1) −

· · ·+(−1)kP (A1A2 · · ·AkAk+1)。合并在一起，就是
∑k+1

i=1 P (Ai)−
∑

1⩽i<j⩽k+1 P (AiAj)+∑
1⩽i1<i2<i3⩽k+1 P (Ai1Ai2Ai3) + · · ·+ (−1)k+2P (A1A2 · · ·AkAk+1)。因而得证。这里我们

可以把 (A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ak)Ak+1 写成 A1Ak+1 ∪ A2Ak+1 ∪ · · · ∪ AkAk+1。

� 题目 14 无放回：P (A) =
A2

4

A2
10

=
2

15
, P (B) =

A1
4A

1
6

A2
10

=
4

15
, P (C) =

A1
4A

1
6A

2
2

A2
10

=

8

15
, P (D) =

A1
6A

1
4 + A1

4A
1
3

A2
10

=
2

5
。

有放回：P (A) = 0.42 = 0.16, P (B) = 0.4 × 0.6 = 0.24, P (C) = 2 × 0.4 × 0.6 =

0.48, P (D) = 0.4。

� 题目 15

(1): 先锁定 5，前面 4 个取两个，P (A) =
C2

4

C3
10

=
1

20

(2): 锁定 5，后面 5 个取两个，P (B) =
C2

5

C3
10

=
1

12

(3): 最大号码至少为 3，可能为 3、4。前面 1,2或 1,2,3中取两个，P (C) =
C2

2 + C2
3

C3
10

=
1

30

(4): 最大号码只可能大于、等于、小于 5，由 (1)(3)有 P (D) = 1−P (A)−P (C) =
11

12

� 题目 16 超几何分布，P =
C3

5C
7
95

C10
100

。

� 题目 17 同样超几何分布，P =
C7

80C
2
15C

1
5

C10
100

。

� 题目 18

(1): 8 个白球取 2 个或 5 个黑球取 2 个，P (A) =
C2

8 + C2
5

C2
13

=
19

39

(2): 考虑其对立 (都是黑球)，P (B) = 1− P (B) = 1− C2
5

C2
13

=
34

39

(3): 考虑其对立 (都是白球，P (C) = 1− P (C) = 1− C2
8

C2
13

=
25

39

� 题目 19

(1): 任选一种花色，该花色的 13 张里取 4 张，P (A) =
4× C4

13

C4
52

≈ 0.0106
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概率论与数理统计 1 第一章 5

(2): 每种花色的 13 张里各取一张，P (B) =
134

C4
52

≈ 0.1055

(3): 与 (2) 互为对立事件，因为至少两种花色相同也就是除去了花色都不同的情况。

P (C) = 1− P (B) ≈ 0.8945

(4): 考虑其对立事件 (没有 A，在余下 48张里取)，P (D) = 1−P (D) = 1−C4
48

C4
52

≈ 0.2813

说明，对于扑克（去掉大小王）来讲，一共有 4 种花色，每个花色有 13 张数字

（字母）相同的牌。

� 题目 20 考虑其对立事件，即四个人出生月互不相同，P (A) = 1 − P (A) = 1 −
12× 11× 10× 9

124
=

41

96
� 题目 21 注意，最大个数为 1，2，3 是描述了所有可能的情况。所以我们可以先求其中

简单的，然后把比较难处理的用 1 减去即可。

最大个数为 1，则 4 个盒子里有三个各含一个球，存在 4× 3× 2 种可能，所以有

P (A) =
4× 3× 2

43
=

3

8
。

最大个数为 3，则三个球全在一个盒子里，显然四个盒子四个情况，故：P (C) =
4

43
=

1

16

最大个数为 2，所以 P (B) = 1− P (A)− P (C) = 1− 3
8
− 1

16
= 9

16
。

当然，也可以这么想：

最大个数为 2，则 4 个盒子里有两个盒子有球，一个装 1 个球，另一个装 2 个球。

P (B) =
C2

3(4× 3)

43
=

9

16
(先把 3 个求分堆成 1 个、2 个的两堆, 然后分别放在盒子里)，

注意要先分球，不能忘了第一步。

� 题目 22 10个数有序取出 4个共有 A4
10 种选法，对于 4位偶数，首先考虑个位，有 5种，

选法，余下三位在剩下 9个数中有序选 3个，故累计有 5×A3
9种。但是我们要注意到首位
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概率论与数理统计 1 第一章 6

不可以是 0，所以减去首位是 0的情况，即先锁定首位是 0，然后余下四个偶数选一个放

在个位，最后从剩下 8个数有序选 2个，即 4×A2
8。所以得到 P =

5× A3
9 − 4× A2

8

A4
10

=
41

90
� 题目 23 15 双 30 只鞋子取 10 双，总共有 C10

30 种取法

(1): 如果是恰好两双配对

1. 首先选出配对的 2 双有 C2
15 种选法

2. 剩下 6 只一定属于 13 双不同种鞋子，于是在剩下 13 双鞋子中取 6 双。

3. 每双中各取一个，可能是左脚或者右脚。

所以有 C2
15 × C6

13 × 26 种选法，所以概率为 P =
C2

15 × C6
13 × 26

C10
30

= 0.3838

(2): 考虑其对立事件，即至多一双配对。可得：

1. 只有一双配对有 15× C8
14 × 28 种情况。

2. 两两不配对则有 C10
15 × 210 种。

所以得到至少两双配对的概率为 P = 1− 15× C8
14 × 28 + C10

15 × 210

C10
30

= 0.5138

� 题目 24

P{B|A ∪B} =
P (AB)

P (A ∪B)

=
P (A)− P (AB)

P (A) + P (B)− P (AB)

=
0.7− 0.2

0, 9

=
5

9

� 题目 25 首先得到 P (AB) = P (B|A)P (A) =
1

12
，然后 P (B) =

P (AB)

P (A|B)
=

1

6
，故得到

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB) =
1

3
。

� 题目 26 我们由条件概率公式 P (A|B) =
P (AB)

P (B)
得到:

(1) 即由于概率的非负性，P (AB) ⩾ 0, P (B) > 0 则 P (A|B) ⩾ 0，(2) 即注意到

ΩB = B, ∅B = ∅ 就有 P (Ω|B) =
P (B)

P (B)
= 1, P (∅|B) =

P (∅)
P (B)

= 0，(3) 即 A1A2 =

∅.B(A1A2) = ∅，于是 P ((A1 ∪ A2)B) = P (A1B) + P (A2B)，(4) 即同理 P (A1B) ⩽
P (A2B), P ((A2 − A1)B) = P (A2B) − P (A1B)，(5) 即利用 P (B) = P (AB) + P (AB)，

(6) 即加法公式 P (A1B) + P (A2B) = P ((A1 ∪ A2)B)− P (A1A2B)。
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概率论与数理统计 1 第一章 7

� 题目 27 可以用缩小基本事件空间法，即 P =
7

100
× 6

99
× 93

98
= 0.00402

� 题目 28 相当于前 n − 1 次全部取中白 (黑) 球，最后一次取中黑 (白) 球，所以 P =

2× 1

2
× 2

3
× 3

4
× · · · × n− 1

n
× 1

n+ 1
=

2

n(n+ 1)
。开始的那个 2 是指白黑可以互换。

� 题目 29 由条件概率公式有 P =
4

20
× 0.9 +

8

20
× 0.7 +

7

20
× 0.5 +

1

20
× 0.2 = 0.645

� 题目 30 记事件 A为：由乙车间生产；事件 B 为：是次品。则 P (B) = 0.25×0.05+0.35×

0.04 + 0.4× 0.02 = 0.0345，P (AB) = 0.35× 0.04 = 0.014，故 P (A|B) =
P (AB)

P (B)
=

28

69

� 题目 31 记事件 B 为：是好评，所以是好评的概率为 P (B) =
4

9
×0.8+

3

9
×0.6+

2

9
×0.7 =

32

45
。再记事件 A为：是 B运营商，可得 P (AB) =

3

9
×0.6，所以 P (A|B) =

P (AB)

P (B)
=

9

32
需要改变！！！

� 题目 32 同样记事件 B 为：发生故障，则 P (B) = C1
3 × 0.2 × 0.82 × 0.25 + C2

3 ×

0.22 × 0.8 × 0.6 + 0.23 × 0.95 = 0.1612。记事件 A 为：有 2 个元件损坏，则 P (AB) =

C1
3 × 0.22 × 0.8× 0.6 = 0.0576，P (A|B) =

P (AB)

P (B)
= 0.35732

� 题目 33 注意到 P ((A ∪ B)C) = P (AC ∪ BC) = P (AC) + P (BC) − P (ABC) =

P (A)P (C)+P (B)P (C)−P (A)P (B)P (C) = P (C)(P (A)+P (B)−P (AB)) = P (C)P (A∪

B)，并且 P (ABC) = P (A)P (B)P (C) = P (AB)P (C), P ((A−B)C) = P ((A−AB)C) =

P (AC − ABC) = P (A− AB)P (C) 就得到 A ∪B.AB,A−B 与 C 也独立。

� 题目 34 P (A|B) =
P (AB)

P (B)
= P (A|B) =

P (AB)

P (B)
=

P (A)− P (AB)

1− P (B)
，整理得到 P (AB)−

P (AB)P (B) = P (A)P (B)− P (AB)P (B)，因此 P (AB) = P (A)P (B)，所以 A 与 B 相

互独立。

� 题目 35 因为只有 1 号卡片上红白黑三色都有，所以 P (ABC) =
1

8
。另外得到 P (A) =

P (B) = P (C) =
4

8
=

1

2
，所以 P (ABC) = P (A)P (B)P (C)。但是 P (AB) =

3

8
̸= 1

4
=

P (A)P (B)，所以不两两独立。

� 题目 36 只证明 (1)：我们有 P (AB) = P (A)P (B), P (AC) = P (A)P (C), P (BC) =

P (B)P (C), P (ABC) = P (A)P (B)P (C)，则 P (AB) = P (B)−P (AB) = (1−P (A))P (B) =

P (A)P (B), P (AC) = P (C) − P (AC) = (1 − P (A))P (C) = P (A)P (C), P (ABC) =

P (BC) − P (ABC) = (1 − P (A))P (BC) = P (A)P (BC) = P (A)P (B)P (C)，所以得到

A,B,C 相互独立。

对于 A,B,C 和 A,B,C 相互独立性则同理。

� 题目 37 令 P (A) =
4

5
, P (B) =

2

3
, P (C) =

3

4
，所以 P (A ∪ B ∪ C) = P (A) + P (B) +
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概率论与数理统计 2 第二章 8

P (C)− P (AB)− P (AC)− P (BC) + P (ABC) = P (A) + P (B) + P (C)− P (A)P (B)−

P (A)P (C)− P (B)P (C) + P (A)P (B)P (C) =
59

60
� 题目 38 对系统 1，我们看作上下两块，每一块是 n个元件串联，然后两块并联。那么每

一块 n 个元件必须全部正常工作，这一块才算正常，因而每一块正常工作的概率是 pn，

上下两块只要一块是正常的整个系统就是正常的，所以 P1 = pn + pn − p2n = pn(2− pn)

对系统 2，我们只取其中一块，然后看做 n 块，每一块是两个元件并联，然后 n 块

串联。每一块正常的概率是 p + p − p2 = p(2 − p)。n 块必须全部正常，整个电路才正

常，所以 P2 = (p(2− p))n = pn(2− p)n

另外我们由数学归纳法可以得到 n > 1, (2− p)n > 2− pn，所以系统 2 更可靠。

� 题目 39 由题得到 P (A−B) = P (B−A) =
1

4
，又因为 P (A) = P (AB)+P (A−B), P (B) =

P (AB) + P (B − A)，另外由于相互独立，P (AB) = P (A)P (B) = (P (AB) + P (A −

B))(P (AB) + P (B −A)) = P (AB)2 +
1

2
P (AB) +

1

16
，即 P (AB)2 − 1

2
P (AB) +

1

16
= 0，

解得 P (AB) =
1

4
。所以 P (A) = P (AB)+P (A−B) =

1

2
, P (B) = P (AB)+P (B−A) =

1

2

2 第二章

� 题目 1

(1): 我们得到 X 的分布律是

X -1 1 3

P 1
3

1
2

1
6

于是得到 X 的分布函数为 FX (x) =



0 (x < −1)

1
3
(−1 ⩽ x < 1)

5
6
(1 ⩽ x < 3)

1 (x ⩾ 3)

(2): 利用分布函数我们可以得到:

P (X ⩽ 0) = F (0)− F (−∞) =
1

3

P (−1 < X ⩽ 2) = P (X ⩽ 2)− P (X ⩽ −1) = F (2)− F (−1) =
1

2

P (−1 ⩽ X ⩽ 2) = P (X ⩽ 2)− P (X < −1) = F (2)− F (−1−) =
5

6
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� 题目 2 由题因为与面积成正比，可得 P (X) = kπX2。注意到必须有 P (R) = 1，所以

解得 k =
1

πR2
。于是我们就可得出分布函数为 FX (x) =


0 (x < 0)

x2

R2
(0 ⩽ x < 1)

1 (x ⩾ 1)

� 题目 3

(1): 因为 limx→+∞ F1(x) + F2(x) = 2 ̸= 1，所以不满足规范性，故 F1(x) + F2(x) 不是

分布函数

(2): 单调性因为 a1, a2 > 0，故易证；右连续性显然，因为两个分布函数都右连续；而且

此时满足了规范性 limx→+∞ a1F1(x)+a2F2(x) = a1+a2 = 1，以及 limx→−∞ a1F1(x)+

a2F2(x) = 0，所以此时 a1F1(x) + a2F2(x) 是分布函数。

(3): 同理，注意到分布函数的非负性，我们同样容易验证单调性、右连续性以及规范

性，此时即 limx→−∞ F1(x)F2(x) = 0, limx→+∞ F1(x)F2(x) = 1，所以 F1(x)F2(x)

是分布函数。

� 题目 4

(1): 利用分布函数的规范性，我们得到 limx→−∞ F (x) = A− π

2
B = 0, limx→+∞ F (x) =

A+
π

2
B = 1，于是解得 A =

1

2
, B =

1

π
。

(2): 因此 F (x) =
1

2
+

1

π
arctanx，故 P (−1 < x ⩽ 1) = F (1)− F (−1) =

1

2
+

1

π
× π

4
−

(
1

2
− 1

π
× π

4
) =

1

2

� 题目 5

(1): 由规范性
∑∞

k=1

a

k!
= a

(
1 + 1 +

1

2!
+

1

3!
+ · · ·

)
= 1，因此得到 a =

1

e

(2): 同样由规范性
∑N

k=1

a

k(k + 1)
= a

(
1− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ · · ·+ 1

N
− 1

N + 1

)
= a

N

N + 1
=

1，得到 a =
N + 1

N

� 题目 6 由题可得：P (X = −1) = F (−1)−F (−1−) = 0.125, P (X = 0) = F (0)−F (0−) =

0.625− 0.125 = 0.5, P (X = 0.5) = F (0.5)−F (0.5−) = 0.875− 0.625 = 0.25, P (X = 1) =

F (1)− F (1−) = 1− 0.875 = 0.125。因此分布律为
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概率论与数理统计 2 第二章 10

X −1 0 0.5 1

P 0.125 0.5 0.25 0.125

X 0 1 2

P 4
5

8
45

1
45

� 题目 7 没有取中次品的概率是 8

10
=

4

5
，只取一次次品的概率是

2

10
× 8

9
=

8

45
，取 2 次

次品的概率是
2

10
× 1

9
=

1

45
，所以分布律是

所以得到的分布函数为 FX (x) =



0 (x < 0)

4
5
(0 ⩽ x < 1)

44
45
(1 ⩽ x < 2)

1 (x ⩾ 2)

� 题目 8

(1): 没有放回时符合超几何分布。P (X = 0) =
C5

12

C5
15

=
24

91
，P (X = 1) =

C4
12C

1
3

C5
15

=
45

91
，

P (X = 2) =
C3

12C
2
3

C5
15

=
20

91
，P (X = 3) =

C2
12C

3
3

C5
15

=
2

91
。故分布律为

X 0 1 2 3

P 24
91

45
91

20
91

2
91

(2): 有放回时符合二项分布 B

(
5,

1

5

)
，每次取中白球的概率为

3

15
=

1

5
。P (X = 0) =(

4

5

)5

=
1024

3125
，P (X = 1) = C1

5 ×
1

5
×
(
4

5

)4

=
256

625
，P (X = 2) = C2

5 ×
(
1

5

)2

×(
4

5

)3

=
128

625
，P (X = 3) = C3

5 ×
(
1

5

)3

×
(
4

5

)2

=
32

625
，P (X = 4) = C4

5 ×
(
1

5

)4

×

4

5
=

4

625
，P (X = 5) =

(
1

5

)5

=
1

3125
故分布律为

� 题目 9

(1): A在 5次中至少三次发生，则 P = C3
5 × 0.33× 0.72+C4

5 × 0.34× 0.7+C5
5 × 0.35 =

0.16308

(2): 同理，但是此次考虑对立事件 (易于计算)。P = 1− 0.77 −C1
7 × 0.3× 0.76 −C2

7 ×

0.32 × 0.75 = 0.35293

彭
康
学
导
团

彭
康
学
导
团

彭
康
学
导
团

彭
康
学
导
团

彭
康
学
导
团

彭
康
学
导
团
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X 0 1 2 3 4 5

P 1024
3125

256
625

128
625

32
625

4
625

1
3125

� 题目 10

(1): 记 X 为射击的总次数，X = k 即前面 k− 1次全不中，最后一次中，因此 P (X =

k) = 0.2k−1 × 0.8(k ∈ N+)。

(2): 前面 k−1次里有 r−1次中，最后一次中，因此 P (X = k) = Cr−1
k−10.8

r−1×0.2k−r×

0.8 = Cr−1
k−10.2

k−r × 0.8r(k ∈ N+, k ⩾ r)。

� 题目 11

(1): 设呼唤次数为 X，X ∼ Poi(4)，则查表得到 P (X = 6) =
46e−4

6!
= 0.104196

(2): 查表得到 P (5 ⩽ X ⩽ 10) =
∑10

k=5

4ke−4

k!
= 0.368323

� 题目 12 由题可得，我们可以将该二项分布近似看做泊松分布，其中 λ ≈ np = 2.5，也

即 X ∼ Poi(2.5)，则查表得到 P (X ⩽ 5) = 0.957979

� 题目 13

(1): 通过作商法得到 P (X = k)

P (X = k − 1)
=

Ck
np

k (1− p)n−k

Ck−1
n pk−1 (1− p)n−k+1

=
p

1− p
× n!

k! (n− k)!
×

(k − 1)! (n− k + 1)!

n!
=

(n− k + 1) p

k (1− p)
= 1 +

(n+ 1) p− k

k (1− p)
，于是我们注意到 k <

(n+1)p时，P (X = k)关于 k 单调递增，k > (n+1)p时，则单调递减。所以，如

果 (n+1)p 是正整数，那么 k = (n+1)p, (n+1)p− 1 都可以使 P (X = k) 取最大

值；如果 (n+1)p 不是正整数，那么令 k0 = [(n+1)p]，则 k0 < (n+1)p < k0 +1，

于是 P (X = k0 − 1) < P (X = k0) > P (X = k0 + 1)，所以此时 k = [(n + 1)p] 使

P (X = k) 取最大值。

(2): 当 P (X = k) = P (X = n − k) 时，有 pk(1 − p)n−k = pn−k(1 − p)k，由于 k 的任

意性，我们令 k = 0，则 pn = (1− p)n，对正整数 n 只有 p = 1− p，所以 p =
1

2
。

� 题目 14

(1): 同样作商法有 P (X = k)

P (X = k − 1)
=

λ

k
，同理分析可得到：如果 λ 是正整数，那么

k = λ, k = λ− 1都可以使 P (X = k)取最大值，如果 λ不是正整数，那么 k = [λ]

时 P (X = k) 取最大值。
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(2): 在 11 题中 λ = 4，所以 λ = 3或4 时，P (X = k) 最大，所以最可能呼唤 3 次或 4

次。

� 题目 15

(1): 若总共投了奇数次，X = 2N − 1，那么最后一次是甲投中，P (X = 2N = 1) =

0.3N−1 × 0.2N−1 × 0.7 若总共投了偶数次，X = 2N，那么最后一次是乙投中，则

PX = 2N = 0.3N−1 × 0.2N−1 × 0.3× 0.8

于是分布律为 P (X = k) =

 0.7× 0.06N−1 (k = 2N − 1)

0.24× 0.06N−1 (k = 2N)
，这里 N ∈ N+。

(2): 可以将甲乙都没中看做整体一次，都没中的概率是 0.2× 0.3 = 0.06。，那么如果甲

投了 k 次，则在甲乙整体都没投中 k − 1 次, 而然后有 2 种可能：甲中，或者甲

不中，乙中。所以 P (X = k) = 0.06k−1 × (0.7 + 0.3× 0.8) = 0.94× 0.06k−1

(3): 同样，如果乙投了 k 次，那么甲乙整体首先没有中 k− 1次，然后有 2种可能：甲

不中，乙中；或者甲不中，乙不中，再甲中。所以 P (X = k) = 0.06k−1 × (0.3 ×

0.8 + 0.3× 0.2× 0.7) = 0.282× 0.06k−1

� 题目 16 由规范性，可得
∫ +∞
−∞ Ae−|x|dx = 2A

∫ +∞
0

e−xdx = 2A = 1，于是解得 A =
1

2
。

且 P (−1 < X < 2) =
∫ 2

−1
f(x)dx =

1

2

(∫ 1

0
e−xdx+

∫ 2

0
e−xdx

)
= 0.7484。且得到 X 的

分布函数为 F (x) = P (X ⩽ x) =
∫ x

−∞ f(t)dt =


ex

2
(x < 0)

1− e−x

2
(x ⩾ 0)

� 题目 17 由规范性可得
∫ +∞
−∞ f(x)dx = A

∫ 1

−1

1√
1− x2

dx = A arcsinx |1−1= πA = 1，于

是 A =
1

π
，P (−1

2
⩽ x ⩽ 1

2
) =

∫ 1
2

− 1
2

f(x)dx =
1

π
arcsinx |

1
2

− 1
2

=
1

3
，此时 X 的分布函数为

F (x) = P (X ⩽ x) =
∫ x

−∞ f(t)dt =


0 (x < −1)
1

2
+

1

π
arc sinx (−1 ⩽ x < 1)

1 (x ⩾ 1)

� 题目 18

(1): 第四题中分布函数为 F (x) =
1

2
+

1

π
arctanx(x ∈ R)，故其密度函数为 f(x) =

F ′(x) =
1

π(1 + x2)
(x ∈ R)
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概率论与数理统计 2 第二章 13

(2): 密度函数为 f(x) = F ′(x) =


1

x
(1 < x < e)

0 (x < 1, x ⩾ e)

� 题目 19 正态分布 N(µ, σ2) 的密度函数为 f (x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 ，则 F (x) + F (2µ −

x) =
1√
2πσ

=
1√
2πσ

(∫ x

−∞ e−
(t−µ)2

2σ2 dt+
∫ 2µ−x

−∞ e−
(t−µ)2

2σ2 dt
)
。利用变量替换，令右边的

t = 2µ − u，则得到
∫ 2µ−x

−∞ e−
(t−µ)2

2σ2 dt =
∫ 2µ−x

−∞ e−
(u−µ)2

2σ2 d (2µ− u) = −
∫ x

+∞ e−
(u−µ)2

2σ2 du =∫ +∞
x

e−
(u−µ)2

2σ2 du =
∫ +∞
x

e−
(t−µ)2

2σ2 dt。

这样就得到 F (x) + F (2µ− x) =
1√
2πσ

(∫ x

−∞ e−
(t−µ)2

2σ2 dt+
∫ +∞
x

e−
(t−µ)2

2σ2 dt
)

= 1。所

以 F (x) + F (2µ− x) = 1。令 x = µ 则得到 F (µ) = 0.5。换成标准正态分布 N(0, 1) 之

后也就是 Φ(x) + Φ(−x) = 1，Φ(0) = 0.5。

� 题目 20 我们需要转换为标准正态分布 Y =
X + 2

3
，然后查表。

(1): P (X > −1) = P

(
X + 2

3
>

1

3

)
= P (Y > 1) = 1− Φ

(
1

3

)
≈ 0.3707

(2): P (−5 ⩽ X ⩽ 3) = P

(
−1 ⩽ Y ⩽ 5

3

)
= Φ

(
5

3

)
− Φ(−1) ≈ 0.7938

(3): P (0 < X < 5) = P

(
2

3
< Y <

7

3

)
= Φ

(
7

3

)
− Φ

(
2

3

)
≈ 0.2415

(4): P (|X| > 1) = 1−P (−1 ⩽ X ⩽ 1) = 1−P

(
1

3
⩽ Y ⩽ 1

)
= 1−

(
Φ(1)− Φ

(
1

3

))
≈

0.7880

(5): P (|X + 2| < 4) = P (−6 < X < 2) = P

(
−4

3
< Y <

4

3

)
= Φ

(
4

3

)
− Φ

(
−4

3

)
=

2Φ

(
4

3

)
− 1 ≈ 0.8164

(6): P (|X − a| < a) = P (0 < X < 2a) = P

(
2

3
< Y <

2 + 2a

3

)
= Φ

(
2 + 2a

3

)
−

Φ

(
2

3

)
= 0.01，由于 Φ

(
2

3

)
≈ 0.7486，又查表得到 Φ (0.7)− Φ

(
2

3

)
最接近 0.01，

因而我们取 0.7 处的结果，即得到
2 + 2a

3
= 0.7，解得 a = 0.05。

� 题目 21 X ∼ U [0, 5]，则我们得到 FX(x) =
1

5
x(0 ⩽ x ⩽ 5)。若二次方程 t2 + 2(X −

3)t+X2 = 0有实根，则 ∆ ⩾ 0，即 (X−3)2−X2 ⩾ 0，得 X ⩽ 3

2
。所以 P

(
X ⩽ 3

2

)
=

F

(
3

2

)
= 0.3。
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� 题目 22 X ∼ Exp(0.001)，则 FX(x) = 1 − e−0.001x(x ⩾ 0)。则一个元件在 1000h 到

1500h 之间损坏的概率就是 P (1000 ⩽ X ⩽ 1500) = F (1500) − F (1000) = e−1 − e−1.5。

三个元件的寿命都要在 1000h 到 1500h 之间，故这台机器寿命 1000h 到 1500h 之间的

概率就是 (e−1 − e−1.5)
3
= e−3 − e−4.5。

� 题目 23 我们首先求出 P

(
X ⩽ 1

2

)
=
∫ 1

2

0
2xdx =

1

4
，又得到 Y 是一个二项分布，即

Y ∼ B

(
3,

1

4

)
，于是其分布律为

Y 0 1 2 3

P 27
64

27
64

9
64

1
64

且得到 P (Y = 2) =
9

64
� 题目 24 我们只要把 X 的值代入到 Y = f(X) 中，并且合并同类项，将同 Y 值部分的

概率累加，就得到

Y1
1
4

1
2

1 2 4 8

P 1
15

1
10

1
6

1
3

3
10

1
30

Y2 1 3 5

P 1
2

2
5

1
10

Y3 1 0 −3 −8

P 1
6

13
30

11
30

1
30

Y4 1
√
2
2

0 −
√
2
2

P 1
6

13
30

11
30

1
30

� 题目 25 不妨假设 X 为正面朝上的次数，则 X ∼ B

(
5,

1

2

)
。由题则反面向上有 5−X

次，于是我们相当于求 Y = X(5−X) 的分布律。我们得到 X 的分布律是

X 0 1 2 3 4 5

P 1
32

5
32

5
16

5
16

5
32

1
32

从而对应的 Y 的分布律为

Y 0 4 6

P 1
16

5
16

5
8
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� 题目 26 X ∼ Exp(λ)，则 fX (x) =

 λe−λx (x ⩾ 0)

0 (x < 0)
。我们利用公式“如果 Y = g(X)，

那么其密度函数是 fY (y) =

 fX (g−1 (y))

∣∣∣∣ d
dyg

−1 (y)

∣∣∣∣ (y ∈ g (R))

0 (其他)

”就有：

(1): g(y) = y3, g−1(y) = 3
√
y,

∣∣∣∣ d
dyg

−1(y)

∣∣∣∣ = 1

3( 3
√
y)2
，且 g−1(y) ⩾ 0 时 y ⩾ 0。于是得到

fY (y) =


λ

3( 3
√
y)2

e−λ 3
√
y (y ⩾ 0)

0 (y < 0)

(2): g(y) = e−λy, g−1(y) = − ln y

λ
,

∣∣∣∣ d
dyg

−1(y)

∣∣∣∣ = 1

λy
。当 g−1(y) ⩾ 0 时有 0 < y ⩽ 1。所

以得到 fY (y) =


λeλ ln y

λ
1

λy
(0 < y ⩽ 1)

0 (其它)
=

 1 (0 < y ⩽ 1)

0 (其它)

� 题目 27 X ∼ U
[
−π

2
,
π

2

]
，fX (x) =


1

π

(
x ∈

(
−π

2
,
π

2

))
0 (其它)

则我们同样用上面的公式

得到

(1): g(y) = tan y, g−1(y) = arctan y,

∣∣∣∣ d
dyg

−1(y)

∣∣∣∣ = 1

1 + y2
，并且 g−1

((
−π

2
,
π

2

))
= R，

于是得到 fY (y) =
1

π(1 + y2)
(y ∈ R)

(2): g(y) = cos y, g−1(y) = arccos y,
∣∣∣∣ d
dyg

−1(y)

∣∣∣∣ = 1√
1− y2

，从而我们得到 P (Y ⩽ y) =

P (cosX ⩽ y) =


0 (y < 0)

P
(

arc cos y ⩽ X ⩽ π

2

)
+ P

(
−π

2
⩽ X ⩽ −arc cos y

)
(0 ⩽ y < 1)

1 (y ⩾ 1)

=


0 (y < 0)

2
∫ π

2

arc cos y
1

π
dx (0 ⩽ y < 1)

1 (y ⩾ 1)

，然后对 y求导就有 fY (y) =


2

π
√
1− y2

(0 < y < 1)

0 (其它)

� 题目 28 X ∼ N(µ, σ2)，则 (X−µ) ∼ N(0, σ2)。利用概率密度公式可得 P (|X − µ| ⩽ y) =

P (µ−y ⩽ X ⩽ µ+y) =


∫ µ+y

µ−y

1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 dx(y > 0)

0 (y ⩽ 0)
=


∫ y

−y

1√
2πσ

e−
x2

2σ2 dx(y > 0)

0 (y ⩽ 0)
。
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之后再对 y 求导就得到其密度函数为 fY (y) =


√

2

π

1

σ
e−

y2

2σ2 (y > 0)

0 (y ⩽ 0)

� 题目 29 我们考虑其极坐标，即 (R, θ)，则得到 θ ∼ U [−π, π]，于是其密度函数为

fθ(x) =


1

2π
(−π ⩽ x ⩽ π)

0 (其它)

(1): 我们注意到横坐标的分布与纵坐标的分布是一致的，因为横坐标 X = R cos θ 关

于 θ是偶函数，故我们求横坐标的分布，也就等于纵坐标 Y = R sin θ的分布。因为

P (X ⩽ x) = P (R cos θ ⩽ x) = P
(
−π ⩽ θ ⩽ − arccos x

R

)
+P

(
arccos x

R
⩽ θ ⩽ π

)
=

1− 1

π
arccos x

R
(−R ⩽ x ⩽ R)。

求导得到 X 密度函数为 fX (x) =


1

π
√
R2 − x2

(−R < x < R)

0 (其它)
。从而 Y 的密度

函数也为 fY (y) =


1

π
√
R2 − y2

(−R < y < R)

0 (其它)

。

(2): 注意到该点与 (R, 0) 所连的弦的长度是 L = 2R cos θ
2
，其中 0 ⩽ L ⩽ 2R，于是类

似上一问我们得到 P (L ⩽ l) = P

(
2R cos θ

2
⩽ l

)
= 1− 2

π
arccos l

2R
，然后求导得

到密度函数为 fL (l) =


2

π
√
4R2 − l2

(0 < l < 2R)

0 (其它)

� 题目 30 X ∼ U [0, 2]，fX(x) =


1

2
(0 ⩽ x ⩽ 2)

0 (其它)
。则得到 FY (y) = P (Y ⩽ y) =

0 (y < 0)

P (X ⩽ y) (0 ⩽ y < 1)

1 (y ⩾ 1)

=


0 (y < 0)
x

2
(0 ⩽ y < 1)

1 (y ⩾ 1)

� 题目 31 X ∼ Exp(λ), fX (x) =

 λe−λx (x ⩾ 0)

0 (x < 0)
。可知 Y 是一个正整数离散型随机变

量，P (Y = n) = P ([X] = n−1) = P (n−1 ⩽ X < n) =
∫ n

n−1
f(x)dx = e−λ(n−1)− e−λn =

(1− e−λ)(e−λ)n−1。这是一个几何分布，其参数为 1− e−λ，即 Y ∼ Geo(1− e−λ)。
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3 第三章

� 题目 1 我们取两点 (−1,−1) 和 (1, 1)，则由题因为 F (1, 1) − F (1,−1) − F (1,−1) +

F (−1,−1) = 1− 1− 1 + 0 = −1 < 0，故该函数不满足性质 (4)，所以不是分布函数。

� 题目 2 (1):F (a,+∞) ，(2):1 − F (+∞, b)，(3):1 − F (a,+∞) − F (+∞, b) + F (a, b)，

(4)F (b, c)− F (a, c)

� 题目 3

(1): F (+∞,+∞) = A
(
B +

π

2

)(
C +

π

2

)
= 1，F (−∞, y) = A

(
B − π

2

)(
C + arc tan y

3

)
=

0，F (x,−∞) = A
(
B + arc tan x

2

)(
C − π

2

)
= 0，于是解得 A =

1

π2
, B =

π

2
, C =

π

2

(2): P (0 < X ⩽ 2, 0 < Y ⩽ 3) = F (2, 3)−F (2, 0)−F (3, 0)+F (0, 0) =
9

16
− 3

8
− 3

8
+
1

4
=

1

16

(3): P (X > 2, Y > 3) = 1− F (+∞, 3)− F (2,+∞) + F (2, 3) = 1− 3

4
− 3

4
+

9

16
=

1

16

(4): FX(x) = F (x,+∞) =
1

π

(π
2
+ arctan x

2

)
，FY (y) = F (+∞, y) =

1

π

(π
2
+ arctan y

3

)
� 题目 4

(1): 如果是无放回摸球，先考虑 X，如果 X = 1，第一次是 1，P (X = 1) =
1

3
，此时

第二次 Y 必然是 2。故 P (X = 1, Y = 1) = 0, P (X = 1, Y = 2) =
1

3
。如果 X = 2，

P (X = 2) =
2

3
，第二次 Y 可能是 1 也可能是 2，故 P (X = 2, Y = 1) = P (X =

2, Y = 2) =
2

3
× 1

2
=

1

3
。则分布律是：

Y

X
1 2

1 0 1
3

2 1
3

1
3

并且得到分布函数为 F (x, y) =


1 (x, y ⩾ 2)

1
3
(x ⩾ 2, 1 ⩽ y < 2 or y ⩾ 2, 1 ⩽ x < 2)

0 (others)
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(2): 有放回则第一次与第二次相互独立，不管哪一次取到 1 的概率都是 1

3
，取到 2 的

概率都是
2

3
。这样分布律就是：

Y

X
1 2

1 1
9

2
9

2 2
9

4
9

其分布函数为 F (x, y) =



0 (x < 1 or y < 1)

1
9
(1 ⩽ x < 2, 1 ⩽ y < 2)

1
3
(x ⩾ 2, 1 ⩽ y < 2 or y ⩾ 2, 1 ⩽ x < 2)

1 (x, y ⩾ 2)

� 题目 5 X ∈ {0, 1, 2, 3} , Y ∈ {1, 3}。我们可以得到 P (X = 0) = P (X = 3) =
1

8
，

P (X = 1) = P (X = 2) =
3

8
。另外如果 X = 1 或 X = 2 必然有 Y = 1，如果 X = 0 或

X = 3 必然有 Y = 3，综合之后我们得到分布律与边缘分布律为：

Y

X
0 1 2 3 PY

1 0 1
8

1
8

0 1
4

3 3
8

0 0 3
8

3
4

PX
1
8

3
8

3
8

1
8

1

� 题目 6 3 题中的分布函数为 F (x, y) =
1

π2

(π
2
+ arctan x

2

)(π
2
+ arctan y

3

)
，于是对

x, y 各求偏导就得到密度函数 f(x, y) =
∂2F

∂x∂y
=

6

π2(4 + x2)(9 + y2)
(x, y ∈ R)。然后

对 x 和 y 积分得到边缘密度函数为 fX(x) =
∫ +∞
−∞ f(x, y)dy =

2

π(4 + x2)
，fY (y) =∫ +∞

−∞ f(x, y)dx =
3

π(9 + y2)
� 题目 7

(1): 由规范性有
∫ +∞
0

∫ +∞
0

f (x, y)dxdy = A
∫ +∞
0

e−3xdx
∫ +∞
0

e−4ydy =
1

12
A = 1，所以

A = 12。

(2): 则分布函数为 F (x, y) = 12
∫ x

0

∫ y

0
e−3u−4vdudv =

 (1− e−3x) (1− e−4y) (x, y > 0)

0 (others)
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(3): 则边缘密度函数为 fX (x) = 12
∫ +∞
0

e−3x−4ydy =

 3e−3x (x > 0)

0 (x ⩽ 0)
，fY (y) =

12
∫ +∞
0

e−3x−4ydx =

 4e−4y (y > 0)

0 (y ⩽ 0)

� 题目 8

(1): 可以得到由 y = x, x = 1, y = 3 围成的三角形面积是 S = 2 × 2× 1

2
= 2，所以得

到概率密度为 f (x, y) =


1

2
(1 ⩽ x ⩽ y ⩽ 3)

0 (others)

(2): 也即相当于三角形区域中在直线 y = x + 1 下面的部分面积，可得该部分面积为

2− 1× 1× 1

2
=

3

2
，于是 P (Y −X ⩽ 1) =

3

4

(3): 注意积分范围是 1 ⩽ x ⩽ y, x ⩽ y ⩽ 3，所以边缘分布函数为 fX (x) =
∫ 3

x

1

2
dy =

3− x

2
(1 ⩽ x ⩽ 3)

0 (others)
，fY (y) =

∫ y

1

1

2
dx =


y − 1

2
(1 ⩽ y ⩽ 3)

0 (others)

� 题目 9

(1): 我们令 U = X − 1，V = Y − 2，则 P (2X ⩽ Y ) = P (2(X − 1) ⩽ Y − 2) =∫ +∞
−∞

∫ +∞
2x

f(x, y)dydx =
1

4π2

∫ +∞
−∞

∫ +∞
2u

e−u2+v2

4π dvdu =
1

4π2

∫ +∞
−∞

∫ +∞
0

e−
u2+(v−2u)2

4π dvdu =

1

2

(2): P ((x, y) ∈ G) =
∫∫

G
f(x, y)dxdy x=1+r cos θ,y=2+r sin θ

===============
∫ √

4π√
π

∫ 2π

0

1

4π2
re− r2

4π dθdr =

−e− r2

4π |
√
4π√
π
= e− 1

4 − e−1

� 题目 10

(1): 可得到 x 的整体范围应该是 −1 ⩽ x ⩽ 1，于是结合规范性，确定积分上下限，得

到
∫ 1

−1

∫ 1

x2 Cx2ydydx =
C

2

∫ 1

−1
(x2 − x6)dx =

C

2

(
2

3
− 2

7

)
= 1，解得 C =

21

4

(2): 可得积分区域 {−1 ⩽ x ⩽ 1, x2 ⩽ y ⩽ 1} 关于 y 轴对称，故考虑 x > 0 部分：

P (|X| ⩽ Y ) = 2
∫ 1

0

∫ 1

x

21

4
x2ydydx =

7

10
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(3): 对给定的 y，可得 x2 ⩽ y ⩽ 1，所以 fX(x) =
21

4

∫ 1

x2 Cx2ydy =
21

8
(x2 − x6)(−1 ⩽

x ⩽ 1)。对给定的 x，可得 −√
y ⩽ x ⩽ √

y，于是 fY (y) =
∫ √

y

−√
y

21

4
x2ydx =

7

2
y2
√
y(0 ⩽ y ⩽ 1)

� 题目 11 利用 P (X = a|Y = b) =
P (X = a, Y = b)

P (Y = b)
，这相当于针对每一个 Y，其中每

个概率除以对应边缘概率，所以条件分布律是

X|Y = 1 0 1 2 3

P 0 1
2

1
2

0

X|Y = 3 0 1 2 3

P 1
2

0 0 1
2

� 题目 12

(1): 利用 f(x, y)

fX(x)
= fY |X(y|x)，

f(x, y)

fY (y)
= fX|Y (x|y) 便得到若 1 < y ⩽ 3, fX|Y (x|y) =

1

y − 1
(1 ⩽ x ⩽ y)

0 (others)
；若 1 ⩽ x < 3, fY |X(y|x) =


1

3− x
(x ⩽ y ⩽ 3)

0 (others)

(2): 同样，条件密度是 0 < y ⩽ 1, fX|Y (x|y) =


3x2

2y
√
y

(
|x| ⩽ √

y
)

0 (others)
，−1 < x <

1, fY |X (y|x) =


2y

1− x4
(x2 ⩽ y ⩽ 1)

0 (others)

� 题目 13 由于出生 n 个孩子的概率是 P (X = n) =
λne−λ

n!
，在这 n 个中利用二项分

布得到 n 个孩子中出现 k 个男孩的概率为 P (X = n, Y = k) = P (X = n)Ck
n

(
1

2

)n

=

1

k!(n− k)!

(
λ

2

)n

e−λ，

(1): 分布律是 P (X = n, Y = k) =
1

k!(n− k)!

(
λ

2

)n

e−λ(n ∈ N, k ∈ N, k ⩽ n)

(2): 注意到 n ⩾ k，可得到 Y 的边缘分布律是 P (Y = k) =
∑∞

n=k P (X = n, Y = k) =∑∞
n=k

1

k! (n− k)!

(
λ

2

)n

e−λ =
1

k!

(
λ

2

)k

e−λ
∑∞

n=k

1

(n− k)!

(
λ

2

)n−k

=
1

k!

(
λ

2

)k

eλ
2 e−λ =

1

k!

(
λ

2

)k

e−λ
2 (k ∈ N)
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(3): 所以得到条件分布为 P (X = n|Y = k) =
P (X = n, Y = k)

P (Y = k)
=

1

(n− k)!

(
λ

2

)n−k

e−
λ
2 (n ⩾

k, n ∈ N)

� 题目 14

(1): fX (x) =

 1 (0 ⩽ x ⩽ 1)

0 (others)
，又知 fY |X(y|x) =

 xe−xy (y > 0)

0 (y ⩽ 0)
，所以联合分布密

度为 f(x, y) =

 xe−xy (y > 0, 0 ⩽ x ⩽ 1)

0 (others)

(2): fY (y) =
∫ 1

0
f(x, y)dx = −

(
(1 + xy) e−xy

y2

)
|x=1
x=0=

1− (1 + y)e−y

y2
(y > 0)，即

fY (y) =


1− (1 + y) e−y

y2
(y > 0)

0 (y ⩽ 0)

(3): 所以条件概率密度为 fX|Y (x|y) = f (x, y)

fY (y)
=


xy2e(1−x)y

ey − y − 1
(0 ⩽ x ⩽ 1, y > 0)

0 (others)

� 题目 15

(1): 同样，对X是离散分布，所以对 Y 的边缘概率密度为 fY (y) = P (X = 1) fY |X=1 (y)+

P (X = 2) fY |X=2 (y) =


1

3
e−y +

4

3
e−2y (y > 0)

0 (others)

(2): 可得联合分布为 P (X = 1, Y = y) =
1

3
e−y, P (X = 2, Y = y) =

4

3
e−2y，所以条件

分布为 P (X = 1|Y = y) =
e−y

e−y + 4e−2y
, P (X = 2|Y = y) =

4e−2y

e−y + 4e−2y

� 题目 16 我们将联合分布与边缘分布同时写出，可得到

Y

X
-1 0 1 PY

1 1
6

1
9

1
18

1
3

2 1
3

a b 1
3
+ a+ b

PX
1
2

1
9
+ a 1

18
+ b 1
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首先我们由 PY 可以得到 a + b =
1

3
，若要使 X,Y 相互独立，应有 P (X = a, Y =

b) = PX(X = a) = PY (Y = b)，我们取 P (X = 0, Y = 1) = PX(X = 0)PY (Y = 1)，也

即
1

3

(
1

9
+ a

)
=

1

9
，所以解得 a =

2

9
，于是 b =

1

9
。

� 题目 17 因为 X,Y 相互独立，所以只要由 P (X = a, Y = b) = PX(X = a)PY (Y = b)，

就得到分布律是

Y

X
-1 −1

2
0

0 1
8

1
12

1
24

2 1
8

1
12

1
24

5 1
5

2
15

1
15

6 1
20

1
30

1
60

� 题目 18

(1): fX(x) =
∫ 2

0

(
x2 +

xy

3

)
dy = 2x2 +

2

3
x fY (y) =

∫ 1

0

(
x2 +

xy

3

)
dx =

1

3
+

1

6
y，则

f(x, y) ̸= fX(x)fY (y)，故不相互独立。

(2): fX(x) =
∫ 1

0
6x2ydy = 3x2，fY (y) =

∫ 1

0
6x2ydx = 2y，f(x, y) = fX(x)fY (y)，故相

互独立。

(3): fX(x) =
∫ x

−x

3

2
xdy = 3x2，fY (y) =

∫ 1

0

3

2
xdx =

3

4
，f(x, y) ̸= fX(x)fY (y)，故不相

互独立。

(4): fX(x) =
∫ +∞
0

1

2
e−ydy =

1

2
，fY (y) =

∫ 2

0

1

3
e−y = e−y，f(x, y) = fX(x)fY (y)，故相

互独立。

� 题目 19

(1):
∫∫∫

R3 f (x, y, z) dxdydz = A
∫ +∞
−∞

1

1 + x2
dx
∫ +∞
−∞

1

4 + y2
dy
∫ +∞
−∞

1

9 + z2
dz = Aarc tanx |+∞

−∞

1

2
arc tan y

2
|+∞
−∞

1

3
arc tan z

3
|+∞
−∞=

π3A

6
= 1，所以 A =

6

π3

(2): fX (x) =
∫∫

R2 f (x, y, z) dydz =
6

π3 (1 + x2)

∫ +∞
−∞

1

(4 + y2)
dy
∫ +∞
−∞

1

(9 + z2)
dz =

1

π (1 + x2)
，

fY (y) =
∫∫

R2 f (x, y, z) dxdz =
6

π3 (4 + y2)

∫ +∞
−∞

1

(1 + x2)
dx
∫ +∞
−∞

1

(9 + z2)
dz =

2

π (4 + y2)
，

fZ (z) =
∫∫

R2 f (x, y, z) dxdy =
6

π3 (9 + z2)

∫ +∞
−∞

1

(1 + x2)
dx
∫ +∞
−∞

1

(4 + y2)
dy =

3

π (9 + z2)
，

于是得到 f(x, y, z) = fX(x)fY (y)fZ(z)，故相互独立。
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� 题目 20 我们注意到
∫ 1

−1
xyzdx =

∫ 1

−1
xyzdy =

∫ 1

−1
xyzdz = 0，所以可得 fXY (x, y) =

1

8

∫ 1

−1
(1− xyz)dz =

1

4
, fXZ (x, z) =

1

8

∫ 1

−1
(1− xyz)dy =

1

4
, fY Z (y, z) =

1

8

∫ 1

−1
(1− xyz)dx =

1

4
，以及 fX (x) =

∫ 1

−1
fXY (x, y) dy =

1

2
, fY (y) =

∫ 1

−1
fXY (x, y) dx =

1

2
, fZ (z) =

∫ 1

−1
fXZ (x, z) dx =

1

2
。这样就有 fXY (x, y) = fX(x)fY (y), fXZ(x, z) = fX(x)fZ(z), fY Z(y, z) = fY (y)fZ(z)，

所以 X,Y, Z 两两独立。但是 f(x, y, z) ̸= fX(x)fY (y)fZ(z)，所以 X,Y, Z 不相互独立。

(x, y, z ∈ [−1, 1])

� 题目 21 对于两点分布较易，故我们只要一一列举即可。

X + Y 0 1 2

P 1
4

1
2

1
4

2X 0 2

P 1
2

1
2

XY 0 1

P 3
4

1
4

X2 0 1

P 1
2

1
2

显然 X + Y 的分布律与 2X 的分布律不同，XY 与 X2 的分布律不同。这是因为

X 不可能与其本身相互独立。

� 题目 22 fX(x) = λ1e−λ1x(x > 0), fY (y) = λ2e=λ2y(y > 0)，由卷积公式 fX+Y (t) =∫ +∞
−∞ fX(x)fY (t− x)dx =


∫ t

0
λ1λ2e(λ2−λ1)xe−λ2tdx (t > 0)

0 (t ⩽ 0)
，而

∫ t

0
λ1λ2e(λ2−λ1)xe−λ2tdx =

λ2
1te−λ1t (λ1 = λ2)

λ1λ2

λ2 − λ1

(
e−λ1t − e−λ2t

)
(λ1 ̸= λ2)

。所以 λ1 = λ2, fX+Y (t) =

 λ1
2te−λ1t (t > 0)

0 (t ⩽ 0)
，而

λ1 ̸= λ2, fX+Y (t) =


λ1λ2

λ2 − λ1

(
e−λ1t − e−λ2t

)
(t > 0)

0 (t ⩽ 0)

� 题目 23 相当于：X,Y, Z 独立且与 X 同分布，求 X+Y 和 X+Y +Z 的密度函数。由卷

积公式类似上面有 fX+Y (t) =


∫ t

0
xe−x (t− x) e−(t−x)dx (t > 0)

0 (t ⩽ 0)
=


t3e−t

6
(t > 0)

0 (t ⩽ 0)
。

将 X + Y 看做新的分布函数，再次与原来 X 的分布函数作卷积就得到 X + Y + Z 的

密度函数是 fX+Y+Z (t) =


∫ t

0

x3e−x

6
(t− x) e−(t−x)dx (t > 0)

0 (t ⩽ 0)
=


t5e−t

120
(t > 0)

0 (t ⩽ 0)
，也
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即两周和三周需求量的概率密度。

� 题目 24

(1): 令 x− y = t，则 y = x− t。由独立性可得 (X,Y ) 的联合分布是正方形 [0, a]2 上

的均匀分布。我们可以结合图像，通过求直线 y = x− t 扫过正方形 [0, a]2 的面积

来判断。

当 t < −a 时，扫过的面积是 0，因而 P (X − Y ⩽ t) = 0(t < −a)。

当 −a ⩽ t < 0 时，可得直线 y = x− t 扫过的区域是一个三角形，其边长为 a+ t，

所以 P (X − Y ⩽ t) =
(a+ t)2

2a2
(−a ⩽ t < 0)，分母上的 a2 是正方形的面积。

当 0 ⩽ t < a 时，扫过的区域是一个正方形去掉一个三角形，去掉的三角形的边

长为
(a− t)2

2
，所以 P (X − Y ⩽ t) = 1− (a− t)2

2a2
(0 ⩽ t < a)

当 t ⩾ a 时则扫过了整个正方形，所以 P (X − Y ⩽ t) = 1(t ⩾ a)

于是得到了分布函数为 FX−Y (t) =



0 (t < −a)

(a+ t)2

2a2
(−a ⩽ t < 0)

1− (a− t)2

2a2
(0 ⩽ t < a)

1 (t ⩾ a)

，接着对 t 求导就

得到密度函数为 fX−Y (t) =


a− |t|
a2

(−a ⩽ t ⩽ a)

0 (others)

(2): 我们注意到 fX−Y (t) 是偶函数，由此不难得到 |X − Y | 的密度函数为 f|X−Y | (t) =
2 (a− t)

a2
(0 ⩽ t ⩽ a)

0 (others)
，相当于只要把正的部分变成 2 倍即可。

� 题目 25 我们令 U = X+Y, V = Y，反解出X = U−V, Y = V，J =
∂(X,Y )

∂(U, V )
=

1 −1

0 1

，
|det J | = 1，于是得到 fU,V (u, v) =


1 + uv − v2

4
(|u| ⩽ 2, |v| ⩽ 1)

0 (others)
。若给定 U，即 u

确定，那么有 −1 ⩽ (u − v) ⩽ 1，−1 ⩽ v ⩽ 1，综合得到 −1 ⩽ v ⩽ 1 + u(u ⩽
0)，−1 + u ⩽ v ⩽ 1(u > 0)。于是得到 X + Y 的密度函数即 U 的边缘密度函数
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为 fU (u) =


∫ 1+u

−1

1 + uv − v2

4
dv (−2 ⩽ u ⩽ 0)∫ 1

−1+u

1 + uv − v2

4
dv (0 ⩽ u ⩽ 2)

0 (others)

=


1

3
+

u3

24
(−2 ⩽ u ⩽ 0)

1

3
− u3

24
(0 ⩽ u ⩽ 2)

0 (others)

，也即

fX+Y (u) =


1

3
− 1

24
|u|3 (|u| ⩽ 2)

0 (|u| > 2)
。

� 题目 26 我们可以通过直线 y =
1

z
x 即过原点的直线，当 z > 0 时顺时针旋转为 z 增大

的过程，求出转过矩形区域 [0, a]× [0, b] 的面积。

当 z < 0 时，直线斜率为负，扫过的面积为 0，故 P (Z ⩽ z) = 0(z < 0)。

当 z =
a

b
时为一分界点，直线经过该矩形在第一象限的顶点。

可得当 0 ⩽ z <
a

b
时，扫过的区域是 Y 轴、y = b、y =

1

z
x 围成的三角形面积，

y =
1

z
x 与 y = b 交点是 (bz, b)，所以得到 P (Z ⩽ z) =

b2z

2ab
=

bz

2a

(
0 ⩽ z <

a

b

)
当 z ⩾ a

b
时，扫过的面积为上面的梯形，相当于整个矩形面积减去下面由 X 轴、

x = a、y =
1

z
x 围成的三角形面积，此时 y =

1

z
x 与 x = a 交点是

(
a,

a

z

)
，所以可得

P
(
Z ⩾ a

b

)
= 1− a2

2abz
= 1− a

2bz

(
z ⩾ a

b

)
。

于是得到分布函数 FZ (z) = P (Z ⩽ z) =


0 (z < 0)
bz

2a

(
0 ⩽ z <

a

b

)
1− a

2bz

(
z ⩾ a

b

) ，求导得到密度函数

是 fZ (z) =


b

2a

(
0 ⩽ z ⩽ a

b

)
a

2bz2

(
z >

a

b

)
0 (z < 0)

(也可以是利用变量替换：0 ⩽ z <
a

b
, fZ (z) =

∫ +∞
−∞ |y| f (yz, y)dy =

∫ b

0
y
1

ab
dy =

b

2a
；

z ⩾ a

b
, fZ (z) =

∫ +∞
−∞ |y| f (yz, y) dy =

∫ a
z

0
y
1

ab
dy =

a

2bz2
)

� 题目 27

(1): 由于 ρ =
√
X2 + Y 2, θ = arctan Y

X
，于是得到 X = ρ cos θ, Y = ρ sin θ，得到∣∣∣∣det ∂ (X,Y )

∂ (ρ, θ)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣det

cos θ −ρ sin θ

sin θ ρ cos θ

∣∣∣∣∣∣ = ρ。由于 X,Y ∼ N(0, σ2)，即 fX(x) =

1√
2πσ

e−
x2

2σ2 , fY (y) =
1√
2πσ

e−
y2

2σ2，又知 X,Y 相互独立，所以联合密度为 f(x, y) =
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1

2πσ2
e−

x2+y2

2σ2 ，于是带入 x = ρ cos θ, y = ρ sin θ 并乘以 Jacobi 矩阵行列式便得到

f(ρ, θ) =
ρ

2πσ2
e−

ρ2

2σ2，其中 ρ > 0, 0 ⩽ θ ⩽ 2π

(2): 可得到 fρ(ρ) =
∫ 2π

0
f(ρ, θ)dθ =

ρ

σ2
e−

ρ2

2σ2，fθ(θ) =
∫ +∞
0

f(ρ, θ)dρ =
1

2π
，于是

f(ρ, θ) = fρ(ρ)fθ(θ)，所以 ρ, θ 相互独立。

� 题目 28

(1): X ∼ U [0, 5] , fX (x) =


1

5
(0 ⩽ x ⩽ 5)

0 (others)
；Y ∼ Exp(5), fY (y) =

 5e−5y (y > 0)

0 (y ⩽ 0)
。

由于 X,Y 相互独立，故我们利用卷积公式，当 t ⩽ 0 时 fX+Y (t) = 0；当

0 < t < 5 有 fX+Y (t) =
∫ +∞
−∞ fX (x) fY (t− x) dx =

∫ t

0

1

5
5e−5(t−x)dx =

1− e−5t

5
，

fX+Y (t) =
∫ 5

0

1

5
5e−5(t−x)dx =

e25−5t − e−5t

5
=

(e25 − 1)

5
e−5t，因此 X +Y 的密度函

数为 fX+Y (t) =


0 (t ⩽ 0)

1− e−5t

5
(0 < t < 5)

(e25 − 1)

5
e−5t (t ⩾ 5)

(2): P (Z = 1) = P (X ⩽ Y ) =
∫ +∞
−∞ dx

∫ +∞
x

f(x, y)dy =
∫ 5

0
dx
∫ +∞
x

1

5
5e−5ydy =

1− e−25

25
，则 P (X = 0) = 1− P (X = 1) =

24 + e−25

25
，所以 Z 的分布律是

Z 0 1

P 24+e−25

25
1−e−25

25

� 题目 29 X,Y 相互独立，分布函数都是 F (x) =


0 (x < a)
x− a

b− a
(a ⩽ x < b)

1 (x ⩾ b)

(1): Z1 的分布函数是 FZ1(z) = FX(z)FY (z) =


0 (z < a)(
z − a

b− a

)2

(a ⩽ z < b)

1 (z ⩾ b)

，于是求导得

到密度函数是 fZ1 (z) =


2 (z − a)

(b− a)2
(a < z < b)

0
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(2): Z2的分布函数是 FZ2(z) = 1−[(1− FX(z))(1− FY (z))] =


0 (z < a)

1−
(
b− z

b− a

)2

(a ⩽ z < b)

1 (z ⩾ b)

，

求导得到密度函数是 fZ2 (z) =


2 (b− z)

(b− a)2
(a < z < b)

0 (others)

(3): 当 Z1 的值给定为 z 时，因为必然有 Z2 ⩽ Z1，由于 Z2 必然是 X,Y 的其中一

个，而 X,Y 本身服从均匀分布，所以得到在 Z1 给定的条件下 Z2 的条件分布是

[a, z]上的均匀分布。所以得到 Z2|Z1的条件密度函数为 fZ2|Z1(z2|z) =
1

z − a
，所以

与 Z1 的边缘密度函数
2(z − a)

(b− a)2
相乘就得到 Z1, Z2 的联合分布是 fZ1,Z2 (z1, z2) =

2

(b− a)2
(a ⩽ z2 ⩽ z1 ⩽ b)

0 (others)

(4): 可以考虑直线 Z2 = Z1 − R，由于 (Z1, Z2) 的联合分布是均匀分布，区域为由

y = x、y = a、x = b 围成的三角形。当 r < 0 时 P (R ⩽ r) = 0，r ⩾ b − a

时 P (R ⩽ r) = 1，而当 0 ⩽ r < b − a 时则扫过的面积是该三角形去掉下面

的一小块三角形，所以得到此时 P (R ⩽ r) = 1 − (b− a− r)2

(b− a)2
，于是得到 R 的

分布函数是 FR (r) =


0 (r < 0)

1− (b− a− r)2

(b− a)2
(0 ⩽ r < b− a)

1 (r ⩾ b− a)

，求导得到密度函数为

fR (r) =


2 (b− a− r)

(b− a)2
(0 < r < b− a)

0 (others)

� 题目 30 因为 P

(
x ⩽ 1

2

)
= P

(
y ⩽ 1

2

)
=
∫ 1

−1
dy
∫ 1

2

−1

1 + xy

4
dx =

∫ 1

−1
dx
∫ 1

2

−1

1 + xy

4
dy =

3

4
，但是 P

(
x ⩽ 1

2
, y ⩽ 1

2

)
=
∫ 1

2

−1
dx
∫ 1

2

−1

1 + xy

4
dy =

153

256
̸= P

(
x ⩽ 1

2

)
P

(
y ⩽ 1

2

)
=

9

16
，所以 X,Y 不相互独立。

我们令 U = X2, V = Y 2，则 FU (u) = P (X2 ⩽ u) = P (−
√
u ⩽ X ⩽ √

u) =∫ 1

−1
dy
∫ √

u

−
√
u

1 + xy

4
dx =

√
u，同理 FV (v) =

√
v，又 FU,V (u, v) =

∫ √
u

−
√
u

dx
∫ √

v

−
√
v

1 + xy

4
dy =

√
uv = FU (u)FV (v)，所以 U, V 即 X2, Y 2 相互独立。
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� 题目 31 离散的情况我们只需一一列举并合并同类项。我们可以写出联合分布律，并且

保证其中 X 值从左到右递增，Y 值从上到下递增 (或者互换：Y 值从左到右递增，X

值从上到下递增)。

(1): X +Y 的取值集合为 {0, 1, 2, 3, 4, 5}，我们可以斜着遍历，一条斜线上的点 X +Y

和相等。从而可得分布律是

Z 0 1 2 3 4 5

P 0 0.06 0.19 0.35 0.28 0.12

(2): 取定 (X,Y )点于 (U,U)，则该点以左的点和该点以上的点 (含该点)都满足max {X,Y } =

U。遍历 U，并合并同类项有

U 0 1 2 3

P 0 0.15 0.46 0.39

(3): 取定 (X,Y )点于 (V, V )，则该点以右的点和该点以下的点 (含该点)都满足min {X,Y } =

V。遍历 V，并合并同类项有

V 0 1 2

P 0.28 0.47 0.25

(也可以一一列举，所有情况如下：)

(X,Y ) X + Y max {X,Y } min {X,Y }

(0, 0) 0 0 0

(0, 1) 1 1 0

(0, 2) 2 2 0

(0, 3) 3 3 0

(1, 0) 1 1 0

(1, 1) 2 1 1

(1, 2) 3 2 1

(1, 3) 4 3 1

(2, 0) 2 2 0

(2, 1) 3 2 1

(2, 2) 4 2 2

(2, 3) 5 3 2
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� 题目 32 如果 Z = 0，由 X,Y 非负性一定是 X = Y = 0，可得 P (X = 0|Z = 0) = 1

如果 Z > 0(且 Z 是整数)，因为 X,Y 相互独立，故 P (X = i, Y = j) = P (X =

i)P (Y = j) =
λi
1λ

j
2

i!j!
e−(λ1+λ2)，因而 P (X = i,X + Y = n) = P (X = i)P (Y = n − i) =

λi
1λ

n−i
2

i!(n− 1)!
e−(λ1+λ2)。另外，结合 Poisoon 分布的可加性我们得到 Z ∼ Poi(λ1 + λ2)，

于是得到 P (X + Y = n) =
(λ1 + λ2)

n

n!
e−(λ1+λ2)，所以得到 P (X = i |X + Y = n) =

P (X = i,X + Y = n)

P (X + Y = n)
=

n!

i! (n− i)!

(
λ1

λ1 + λ2

)i(
λ2

λ1 + λ2

)n−i

= Ci
n

(
λ1

λ1 + λ2

)i(
λ2

λ1 + λ2

)n−i

，

这是一个二项分布 B

(
n,

λ1

λ1 + λ2

)
。

� 题目 33 X,Y ∼ Geo(p) 且相互独立，于是 P (X = n) = P (Y = n) = p(1− p)n−1。

(1): P (Z = n) = P (X +Y = n) =
∑n−1

k=1 P (X = k)P (Y = n− k) =
∑n−1

k=1 p(1− p)k−1×

p(1− p)n−k−1 = (n− 1)p2(1− p)n−2，其中 Z ∈ N, Z ⩾ 2

(2): P (X = k,X + Y = n) = P (X = k)P (Y = n − k)p(1 − p)k−1 × p(1 − p)n−k−1 =

p2(1− p)n−2，所以 P (X = k|Z = n) =
P (X = k, Z = n)

P (Z = n)
=

1

n− 1

(3): 如果W = n，那么 X,Y 中有一个取 n，另一个取到的不超过 n，因此 P (W = n) =

P (X = n)
∑n

k=1 P (Y = k) + P (Y = n)
∑n

k=1 P (X = k) = 2p(1− p)n−1
∑n

k=1 p(1−

p)k−1 − P (X = n)P (Y = n) = 2p(1 − p)n−1[1 − (1 − p)n] − p2(1 − p)2n−2 =

p(1 − p)n−1[2 − 2(1 − p)n − p(1 − p)n−1] = p(1 − p)n−1[2 − (1 − p)n − (1 − p)(1 −

p)n−1 − p(1 − p)n−1] = p(1 − p)n−1[2 − (1 − p)n − (1 − p)n−1]。即 P (W = n) =

p(1 − p)n−1[2 − (1 − p)n − (1 − p)n−1]。注意中间有一个减去 P (X = n)P (Y = n)

是因为两个求和中这一项算了两次，故要减掉一次，另外最后一个是把 2(1− p)n

拆成两个，其中一个又拆成 (1− p)(1− p)n−1，以便与后面 p(1− p)n−1 结合。

(4): 如果 V = n，同理可得 X,Y 中有一个取 n 而另一个不低于 n，所以 P (V = n) =

P (X = n)
∑∞

k=n P (Y = k) + P (Y = n)
∑∞

k=n P (X = k) − P (X = n)P (Y = n) =

2p(1 − p)n−1
∑∞

k=n p(1 − p)k−1 − p2(1 − p)2n−2 = 2p(1 − p)2n−2 − p2(1 − p)2n−2 =

p(2− p)(1− p)2n−2，即 P (V = n) = p(2− p)(1− p)2n−2

� 题目 34 可得 X 的分布函数是 FX (x) =

 0 (x ⩽ 0)

1− e− 1
2
x (x ⩾ 0)

，Y 服从参数为 0.4 的两

点分布。
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当 z < 0 时，显然 FZ(z) = P (Z ⩽ z) = 0，因为 X,Y 在有概率时都不可能取负值。

当 0 ⩽ z < 1 时，必然有 Y = 0，又因为 X,Y 相互独立，可以得到 P (Z ⩽ z) =

P (X ⩽ z)P (Y = 0) = 0.6FX(z) = 0.6(1− e− 1
2
z)

当 z ⩾ 1 时，则 P (Z ⩽ z) = P (X ⩽ z)P (Y = 0) + P (X ⩽ z − 1)P (Y = 1) =

0.6FX(z) + 0.4FX(z − 1) = 1− 0.6e− 1
2
z − 0.4e− 1

2
(z−1)

综上，Z 的分布函数是 FZ (z) =


0 (z < 0)

0.6
(
1− e− 1

2
z
)
(0 ⩽ z < 1)

1− 0.6e− 1
2
z − 0, 4e− 1

2
(z−1) (z ⩾ 1)

.

� 题目 35 设面积为 S，我们考虑反比例函数 Y =
S

X
仅在第一象限的部分，于是在这条

反比例函数曲线上的点坐标 (X,Y )满足 XY = S，也即对应的矩形面积是 S。所以我们

可以通过 y =
s

x
中针对 s 的变化求出其概率分布及密度。可以得出：矩形 [0, 2]× [0, 1]

与该反比例函数曲线围成的下面 (靠 x, y 轴部分) 区域内的点 (x, y) 满足 xy ⩽ s。

当 s ⩽ 0 时，显然有 P (S ⩽ s) = 0。

当 0 < s < 2 时，y =
s

x
交 y = 1 于 (s, 1)，交 x = 2 于

(
2,

s

2

)
，所以可得对应区

域面积是 s × 1 +
∫ 2

s

s

x
dx = s + s lnx |2s= s + s ln 2 − s ln s = s (1 + ln 2− ln s) (一块矩

形加一块曲边梯形)，又因为 (X,Y ) 在矩形 [0, 2]× [0, 1] 上服从均匀分布，该矩形面积

是 2，所以此时 P (S ⩽ s) =
s

2
(1 + ln 2− ln s)。

当 s ⩾ 2 时则 P (S ⩽ s) = 1，因为 (X,Y ) 点对应矩形的最大面积是 2。

所以可得到 S 的分布函数是 FS (s) =


0 (s ⩽ 0)
s

2
(1 + ln 2− ln s) (0 < s < 2)

1 (s ⩾ 2)

，对 s 求导

得到密度函数是 fS (s) =


1

2
(ln 2− ln s) (0 < s < 2)

0 (others)

或者是由 FS(s) =
∫∫

xy⩽s
f(x, y)dxdy，f (x, y) =


1

2
(x, y) ∈ G

0 (x, y) /∈ G
，而 0 < s < 2

时则有 F (s) =
∫∫

xy⩽s
f (x, y) dxdy = 1 −

∫∫
xy>s

f (x, y) dxdy = 1 − 1

2

∫ 2

s
dx
∫ 1

s
x

dy =
s

2
(1 + ln 2− ln s) 得到。
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4 第四章

� 题目 1 对于超几何分布：X ∼ H(N,n1, N), 存在固定公式：

E(X) = n
N1

N
,D(X) =

nN1(N −N1)(N − n)

N2(N − 1)

因此代入 N1 = 3, n = 5, N = N1 + 15，得到

E(X) = 3× 5

15
= 1 D(X) =

4

7

注意, 要明确 X ∼ H(N,n1, N) 的意思，此题问的是“次品数”, 因此 N1 = 3，而不是

12

� 题目 2 由 X ∼ Ge(p)，有 P{X = k} = p(1− p)k−1，则

E(X) =
+∞∑
k=1

kp (1− p)k−1 = p

(
+∞∑
k=1

kxk−1

)∣∣∣∣∣
x=1−p

= p

(
+∞∑
k=1

xk

)′∣∣∣∣∣
x=1−p

=p · 1

(1− x)2

∣∣∣∣
x=1−p

=
1

p

由 D(X) = E(X2)− [E(X)]2，我们先计算 E(X2)：

E(X2) =
+∞∑
k=1

k2p (1− p)k−1 = p

(
+∞∑
k=1

k2xk−1

)∣∣∣∣∣
x=1−p

= p

(
+∞∑
k=1

kxk

)′∣∣∣∣∣
x=1−p

=p

[
x

(1− x)2

]′∣∣∣∣
x=1−p

=
2− p

p2

则

D(X) = E(X2)− [E(X)]2 =
2− p

p2
−
(
1

p

)2

=
1− p

p2

� 题目 3 显然，依据 X ∼ Exp(λ)，有

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫ +∞

0

λxe−λxdx = −
[
xe−λx +

1

λ
e−λx

]∣∣∣∣+∞

0

=
1

λ

E(X2) =

∫ +∞

−∞
x2f(x)dx =

∫ +∞

0

λx2e−λxdx =
2

λ2

D(X) = E(X2)− [E(X)]2 =
1

λ2
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� 题目 4 由连续型随机变量数学期望的定义，有

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫ +∞

−∞

1

2
xe−|x|dx = 0

E(X2) =

∫ +∞

−∞
x2f(x)dx =

∫ +∞

−∞

1

2
x2e−|x|dx =

∫ +∞

0

x2e−xdx = Γ(3) = 2

D(X) = E(X2)− [E(X)]2 = 2

� 题目 5

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫ +∞

0

x2

σ2
e−

x2

2σ2 dx =

∫ +∞

0

−xde−
x2

2σ2 = 0 +
√
2πσ × 1

2
=

√
π

2
σ

E(X2) =

∫ +∞

−∞
x2f(x)dx =

∫ +∞

0

x3

σ2
e−

x2

2σ2 dx = 2σ2

D(X) = E(X2)− [E(X)]2 =
(
2− π

2

)
σ2

� 题目 6 由题，有

f(x) = F ′(x) =


3a3

x4 x ≥ a

0 x < a

则

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫ +∞

a

3a3

x3
dx =

3

2
a

E(X2) =

∫ +∞

−∞
x2f(x)dx =

∫ +∞

a

3a3

x2
dx = 3a2

D(X) = E(X2)− [E(X)]2 =
3

4
a2

� 题目 7 ∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫ +∞

−∞

x

π(1 + x2)
dx =

1

2π
ln (x2 + 1)

∣∣∣∣+∞

−∞

由于 limx→∞ ln (x2 + 1) = ∞，故
∫ +∞
−∞ xf(x)dx 不绝对收敛，即 E(X) 不存在。

� 题目 8 由题，有

f(x) =


1
2π

x ∈ [0, 2π]

0 else

则

E(Y ) =

∫ +∞

−∞
yf(x)dx =

∫ 2π

0

1

2π
sinxdx = 0
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E(Y 2) =

∫ +∞

−∞
y2f(x)dx =

∫ 2π

0

1

2π
sin2 xdx =

1

2

D(Y ) = E(Y 2)− [E(Y )]2 =
1

2

� 题目 9

(1): 由正态分布性质知 E(X) = µ，则 Y = |X − µ|。

E(Y ) =

∫ +∞

−∞
yf(x)dx =

∫ +∞

−∞
|x− µ| 1√

2πσ
e−

(x−µ)2

2σ2 dx

=

∫ µ

−∞
(µ− x)e−

(x−µ)2

2σ2 dx+

∫ +∞

µ

(x− µ)e−
(x−µ)2

2σ2 dx

x−µ
σ

=t
======

∫ 0

−∞

−t√
2π

e−
t2

2 · σdt+
∫ +∞

0

t√
2π

e−
t2

2 · σdt

=

√
2

π
σ

(2):

E(Y ) =

∫ +∞

−∞
yf(x)dx =

∫ +∞

−∞
e

µ2−2µx

2σ2
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 dx =

∫ +∞

−∞

1√
2πσ

e
x2

2σ2 dx = 1

� 题目 10 由题意，即求 E(1
2
mX2) = 1

2
mE(X2)。

E(X2) =

∫ +∞

−∞
x2f(x)dx =

∫ +∞

0

4x4

a3
√
π
e−

x2

a2 dx
x
a
=t

====

∫ +∞

0

4a2√
π
t4e−t2dt = 4a2√

π
Γ(

5

2
) =

3

2
a2

E(
1

2
mX2) =

3

4
ma2

� 题目 11 设净利润为 Y 元，则

P{Y = −200} = P{X ≤ 1} =

∫ 1

0

1

4
e−

x
4 dx = 1− e−

1
4

P{Y = 100} = 1− P{Y = −200} = e−
1
4

E(Y ) = −200(1− e−
1
4 ) + 100e−

1
4 = 300e−

1
4 − 200

� 题目 12

(1):

E(X) = 0.1− a+ c = 0

E(Y ) = a+ 3b+ 3c+ 0.6 = 2

a+ b+ c+ 0.4 = 1

联立上式，得 a = 0.2, b = 0.3, c = 0.1.
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(2): Z = (X − Y )2 的分布律为

Z 0 1 4 9 16

P 0.1 0.2 0.3 0.4 0

故 E(Z) = 5。

(3): Z = X2Y 的分布律为

Z 0 1 2 3

P 0.4 0.3 0.2 0.1

故 E(Z) = 1。

� 题目 13

E(X) =

∫ 1

0

dy
∫ 2

0

1

3
x(x+ y)dx =

11

9

E(Y ) =

∫ 1

0

dy
∫ 2

0

1

3
y(x+ y)dx =

5

9

E(XY ) =

∫ 1

0

dy
∫ 2

0

1

3
xy(x+ y)dx =

2

3

E(X2 + Y 2) =

∫ 1

0

dy
∫ 2

0

1

3
(x2 + y2)(x+ y)dx =

13

6

� 题目 14 设 A,B 坐标分别为 X,Y。由题意，X,Y ∼ U [0, a]，则 AB 可表示为 |X −Y |。

E(|X − Y |) =
∫ a

0

dx
∫ a

0

|x− y|
a2

dy =

∫ a

0

dx
∫ x

0

x− y

a2
dy +

∫ a

0

dx
∫ a

x

y − x

a2
dy =

a

3

E(|X − Y |2) =
∫ a

0

dx
∫ a

0

(x− y)2

a2
dy =

a2

6

D(|X − Y |) = E(|X − Y |2)− [E(|X − Y |)]2 = a2

18

� 题目 15 设点 A 坐标为 (X,Y )，则 (X,Y ) 服从 X2 + Y 2 ≤ R2 上的均匀分布

E(
√
X2 + Y 2) =

∫
S

√
x2 + y2f(x, y)dS =

∫ 2π

0

dθ
∫ R

0

ρ

πR2
ρdρ =

2

3
R

E(X2 + Y 2) =

∫
S

(x2 + y2)f(x, y)dS =

∫ 2π

0

dθ
∫ R

0

ρ2

πR2
ρdρ =

R2

2

D(
√
X2 + Y 2) = E(X2 + Y 2)− [E(

√
X2 + Y 2)]2 =

R2

18
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� 题目 16 设随机变量 Xi =

0, 不配对,

1, 配对,

X =
∑n

i=1 Xi，则 E(Xi) = 1
n
，E(X) =

E(
∑n

i=1 Xi) = 1。

� 题目 17 由题意，X ∼ U [0, 2], Y ∼ Exp(2)，

则 E(X) = 1, D(X) = 1
3
, E(Y ) = 1

2
, D(Y ) = 1

4
。

(1):

E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) =
3

2
,

E(X2 − 2Y + 1) = E(X2)− 2E(Y ) + 1 = [E(X)]2 +D(X)− 2E(Y ) + 1 =
4

3
.

(2): 由 X 与 Y 独立，E(XY ) + E(X)E(Y ) = 1
2
.

� 题目 18 见第 1 至 6 题。

� 题目 19 见第 8 题。

� 题目 20 见第 14 题。

� 题目 21 见第 15 题。

� 题目 22

E(X) =

∫ 1

0

dx
∫ x

−x

xdy =
2

3
, E(X2) =

∫ 1

0

dx
∫ x

−x

x2dy =
1

2
,

E(Y ) =

∫ 1

0

dx
∫ x

−x

ydy = 0, E(Y 2) =

∫ 1

0

dx
∫ x

−x

y2dy =
1

6
.

D(X) = E(X2)− [E(X)]2 =
1

18
, D(Y ) = E(Y 2)− [E(Y )]2 =

1

6
.

� 题目 23

D(XY ) = E(X2Y 2)− [E(XY )]2 = E(X2)E(Y 2)− [E(X)]2[E(Y )]2

= {D(X) + [E(X)]2}{D(Y ) + [E(Y )]2} − [E(X)]2[E(Y )]2

= D(X)D(Y ) + [E(X)]2D(Y ) +D(X)[E(Y )]2.

故 D(XY ) ≥ D(X)D(Y )。

� 题目 24

E(X − Y )2 = E(X2 − 2XY + Y 2) = E(X2)− 2E(XY ) + E(Y 2)

= D(X) + [E(X)]2 − 2E(X)E(Y ) +D(Y ) + [E(Y )]2

= 2σ2.

� 题目 25 由题易得，E(X) = 0.4, E(Y ) = 0。XY 的分布律为
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XY -2 -1 0 1 2

P 0 0.2 0.6 0.2 0

故 E(XY ) = 0。

Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) = 0.

E(X2) = 0.4, E(Y 2) = 2, D(X) = 0.56, D(Y ) = 2,

ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )√
D(X)

√
D(Y )

= 0.

� 题目 26

E(X) =

∫ 1

0

dx
∫ 1

0

x(2− x− y)dy =
5

12
, E(Y ) =

∫ 1

0

dx
∫ 1

0

y(2− x− y)dy =
5

12
,

E(X2) =

∫ 1

0

dx
∫ 1

0

x2(2− x− y)dy =
1

4
, E(Y 2) =

∫ 1

0

dx
∫ 1

0

y2(2− x− y)dy =
1

4
,

E(XY ) =

∫ 1

0

dx
∫ 1

0

xy(2− x− y)dy =
1

6
.

Cov(X,Y ) = E(XY )−E(X)E(Y ) = − 1

144
, D(X) = D(Y ) = E(X2)− [E(X)]2 =

11

144
.

ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )√
D(X)

√
D(Y )

= − 1

11
,

D(2X − Y + 1) = 4D(X) +D(Y )− 4Cov(X,Y ) =
59

144
.

� 题目 27 采用循环证法，证明顺序为 (1) → (2) → (3) → (4) → (1)。

(1) → (2)：X 与 Y 不相关 ⇒ ρ(X,Y ) = 0 ⇒ Cov(X,Y ) = 0

(2) → (3)：Cov(X,Y ) = 0 ⇒ E(XY )− E(X)E(Y ) = 0

(3) → (4)：E(XY ) = E(X)E(Y ) ⇒ Cov(X,Y ) = 0 ⇒

D(X ± Y ) = D(X) +D(Y )± 2Cov(X,Y ) = D(X) +D(Y )

(4) → (1)：D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ) ⇒ X 与 Y 不相关

� 题目 28

Cov(Y1, Y2) = Cov(X1 −X2, X1X2) = E[(X1 −X2)X1X2]− E(X1 −X2)E(X1X2)

= E(X2
1X2)− E(X1X

2
2 )

由于 X1, X2相互独立，方差存在，故 X2
1 与 X2，X1与 X2

2 也相互独立，故 Cov(Y1, Y2) =

0，即 Y1 与 Y2 不相关。

� 题目 29
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(1):
E(W ) = E(X) + E(Y ) + E(Z) = 1,

D(W ) = D(X + Y ) +D(Z) + 2Cov(X + Y, Z)

= D(X + Y ) +D(Z) + 2[Cov(X,Z) + Cov(Y, Z)].

由 ρ(X,Y ) = 0，得 D(X + Y ) = D(X) +D(Y ) = 2。

由 ρ(X,Z) = Cov(X,Z)√
D(X)

√
D(Z)

= 1
2
, ρ(Y, Z) = Cov(Y,Z)√

D(Y )
√

D(Z)
= −1

2
，

得 D(Z) = 1, Cov(X,Z) = 1
2
, Cov(Y, Z) = −1

2
，则 D(W ) = 3。

(2):

Cov(2X + Y, 3Z +X) = 6Cov(X,Z) + 2D(X) + 3Cov(Y, Z) + Cov(X,Y ) =
7

2
.

� 题目 30 XY 的分布律为

XY -1 0 1

P 0 1 0

E(XY ) = 0, E(X) = E(Y ) = 0。则 Cov(X,Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ) = 0，故 X,Y

不相关。又 P{X = −1, Y = −1} = 0 ̸= P{X = −1} · P{Y = −1} = 1
16
，故 X,Y 不相

互独立。

� 题目 31 E(X) = 2
3
, E(Y ) = 0, E(XY ) =

∫ 1

0
dx
∫ x

−x
xydy = 0, Cov(X,Y ) = E(XY )−

E(X)E(Y ) = 0 故 X,Y 不相关。

fX (x) =

∫ +∞

−∞
f (x, y) dy =

2x, 0 ≤ x ≤ 1,

0, else,

fY (y) =

∫ +∞

−∞
f (x, y) dx =


1− y, 0 ≤ y ≤ 1,

1 + y, −1 ≤ y < 0,

0, else.

由于 f(x, y) ̸= fX(x) · fY (y)，故 X,Y 不相互独立。

� 题目 32

D(X) = E(X2)− [E(X)]2 = 1, Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) = −1,
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ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )√
D(X)

√
D(Y )

=
−1√
D(Y )

= −1

2
⇒ D(Y ) = 4.

D(X − Y ) = D(X) +D(Y )− 2Cov(X,Y ) = 7.

� 题目 33

D(X) = D

(
n∑

i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

D(Xi) + 2
∑

1≤i≤j≤n

Cov(Xi, Xj),

E(X2
i ) =

1

n
,D(Xi) = E(X2

i )− [E(Xi)]
2 =

n− 1

n2
,

Cov(Xi, Xj) = E(XiXj)− E(Xi)E(Xj) =
1

n(n− 1)
− 1

n2
,

D(X) = n ·D(Xi) + C2
n · Cov(Xi, Xj) = 1.

� 题目 34

(1): 由结论可知，X 与 Y 相互独立 ⇒ X 与 Y 不相关。

X与 Y 不相关⇒ Cov(X,Y ) = 0 ⇒ E(XY ) = E(X)E(Y )，又 E(X) = p1, E(Y ) =

p2，则 E(XY ) = p1p2, P{XY = 1} = p1p2，则有

Y

X
0 1

0 (1− p1)(1− p2) p1(1− p2)

1 p2(1− p1) p1p2

易得 P{X = 1, Y = 1} = P{X = 1} · P{Y = 1}, · · ·，故 X 与 Y 相互独立。

(2): 令 X = a1 + (a2 − a1)Z, Y = b1 + (b2 − b1)W，则 Z ∼ B(1, p1),W ∼ B(1, p2)，由

(1) 中结论知，X 与 Y 相互独立等价于 X 与 Y 不相关。

5 第五章

6 第六章

� 题目 1 由 Xi ∼ N(µ, σ2)，可得 f(xi) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 ，则

f(x1, · · · , xn) =
n∏

i=1

f(xi) =

(
1√
2πσ

)n

exp
[
−
∑n

i=1(xi − µ)2

2σ2

]
= (2πσ2)−n/2 exp

[
−
∑n

i=1(xi − µ)2

2σ2

]
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� 题目 2 由 Xi ∼ U(a, b)，可得

f(xi) =


1

b−a
, a ≤ xi ≤ b,

0, else.

则

f(x1, · · · , xn) =
n∏

i=1

f(xi) =


1

(b−a)n
, a ≤ xi ≤ b, i = 1, 2, · · · , n,

0, else.
.

� 题目 3

f(x1, x2, x3) = f(x1)f(x2)f(x3) =

216x1x2x3(1− x1)(1− x2)(1− x3), 0 < x1, x2, x3 < 1,

0, else.

� 题目 4 由 Xi ∼ P (λ)，可得 P{Xi = xi} = λxi

xi!
e−λ，则

P{Xi = x1, · · · , Xn = xn} =
n∏

i=1

P{Xi = xi} =
n∏

i=1

λxi

xi!
e−λ =

λ
∑n

i=1 xi∏n
i=1 xi!

e−nλ.

� 题目 5 样本频率分布表如下

损坏件数 X 0 1 2 3 4

频率 mi

n
3
10

7
20

3
20

1
10

1
10

则经验分布函数为

F20(x) =



0, x < 0,

3
10
, 0 ≤ x < 1

13
20
, 1 ≤ x < 2,

4
5
, 2 ≤ x < 3,

19
20
, 3 ≤ x < 4,

1, x ≥ 5.

函数图像略。

� 题目 6 样本频率分布表如下

身高 X [154,158] (158,162] (162,166] (166,170] (170,174] (174,178] (178,182]

频率 mi

n
1
10

7
50

13
50

7
25

3
25

2
25

1
50
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样本频率直方图略。学生身高在 160 与 175 之间的概率为

P{160 ≤ X < 175} =
14
2
+ 26 + 28 + 12 + 3

4

100
=

3

4

� 题目 7 样本均值：x̄ = 1
n

∑n
i=1 xi = 3.39

样本方差：s2 = 1
n−1

∑n
i=1(xi − x̄)2 = 2.9677

样本标准差：s = 1.7227

样本二阶中心矩：B2 =
1
n

∑n
i=1(xi − x)2 = 2.6709

样本二阶原点矩：A2 =
1
n

∑n
i=1 x

2
i = 14.163

� 题目 8

(1)

X =
1

n

l∑
k=1

x∗
kmk

S2 =
1

n− 1

l∑
k=1

(x∗
k −X)2mk

(2) 由 (1) 中公式，计算得 x̄ = 4, s2 = 18.983, s = 4.357。

� 题目 9

(1)

a+cY = a+c· 1
n

n∑
i=1

Yi = a+c· 1
n

n∑
i=1

Xi − a

c
= a+

1

n

n∑
i=1

Xi−
1

n
·na =

1

n

n∑
i=1

Xi = X

c2S2
Y = c2 · 1

n− 1

n∑
i=1

(Yi − Ȳ )2 = c2 · 1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi − a

c
− X̄ − a

c

)2

= c2 · 1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

c2
=

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 = S2
x

(2)

E(Ȳ ) = E

(
X̄ − a

c

)
=

E(X̄)− a

c
=

µ− a

c

E(S2
Y ) = E

(
S2
X

c2

)
=

1

c2
E(S2

X) =
σ2

c2
.
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� 题目 10 由题意，X, Y ∼ N(9, 9/50)，则 X − Y ∼ N(0, 9/25)，故

P{|X − Y | < 0.6} = P

{
− 0.6

3/5
<

X̄ − Ȳ

3/5
<

0.6

3/5

}
= 2Φ(1)− 1 = 0.6826.

� 题目 11 由定理 6.1，易得：

(1)

E(X̄) = E(X) = mp,D(X̄) =
D(X)

n
=

mp(1− p)

n
,E(S2) = D(X) = mp(1− p).

(2)

E(X̄) = E(X) = λ,D(X̄) =
D(X)

n
=

λ

n
,E(S2) = D(X) = λ.

(3)

E(X̄) = E(X) =
a+ b

2
, D(X̄) =

D(X)

n
=

(b− a)2

12n
,E(S2) = D(X) =

(b− a)2

12
.

(4)

E(X̄) = E(X) =
1

λ
,D(X̄) =

D(X)

n
=

1

nλ2
, E(S2) = D(X) =

1

λ2
.

(5)

E(X̄) = E(X) = µ,D(X̄) =
D(X)

n
=

σ2

n
,E(S2) = D(X) = σ2.

� 题目 12

(1)
n∑

i=1

(
Xi −Xn

)2
+ n

(
Xn − a

)2
=

n∑
i=1

(
X2

i − 2XiXn +X
2

n

)
+ n

(
X

2

n − 2aXn + a2
)

=
n∑

i=1

X2
i − 2nX

2

n + nX
2

n + nX
2

n − 2anXn + na2

=
n∑

i=1

X2
i − 2a

n∑
i=1

Xi + na2

=
n∑

i=1

(X2
i − 2aXi + a2) =

n∑
i=1

(Xi − a)2 .

注：
∑n

i=1 Xi = nXn.
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(2)

X̄n +
1

n+ 1
(Xn+1 − X̄n) =

1

n

n∑
i=1

Xi +
1

n+ 1
Xn+1 −

1

n+ 1
· 1
n

n∑
i=1

Xi

=
1

n

(
1− 1

n+ 1

) n∑
i=1

Xi +
1

n+ 1
Xn+1

=
1

n+ 1

n∑
i=1

Xi +
1

n+ 1
Xn+1 =

1

n+ 1

n+1∑
i=1

Xi = X̄n+1.

S2
n+1 =

1

n

n+1∑
i=1

(Xi −Xn+1)
2 =

1

n
[
n+1∑
i=1

X2
i − (n+ 1)Xn+1

2
],

S2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)
2 =

1

n− 1
[

n∑
i=1

X2
i − nXn

2
],

S2
n+1 −

n− 1

n
S2
n =

1

n

[n+1∑
i=1

X2
i − (n+ 1)Xn+1

2
]
− 1

n

[ n∑
i=1

X2
i − nXn

2]
=

X2
n+1

n
− n+ 1

n
Xn+1

2
+Xn

2
=

X2
n+1

n
− n+ 1

n

[
Xn +

1

n+ 1

(
Xn+1 −Xn

)]2
+Xn

2

=
1

n+ 1
(Xn+1 −Xn)

2.

彭
康
学
导
团

彭
康
学
导
团

彭
康
学
导
团

彭
康
学
导
团

彭
康
学
导
团

彭
康
学
导
团



概率论与数理统计 6 第六章 43

� 题目 13

Zn+m =
1

n+m

(
n∑

i=1

Xi +
m∑
j=1

Yj

)
=

nX̄n +mȲm

n+m
.

S2
Z =

1

n+m− 1

[
n∑

i=1

(Xi − Z̄n+m)
2 +

m∑
j=1

(Yj − Z̄n+m)
2

]
,

S2
X =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄n)
2, S2

Y =
1

m− 1

m∑
j=1

(Yj − Ȳm)
2,

S2
Z − (n− 1)S2

X + (m− 1)S2
Y

n+m− 1

=
1

n+m− 1

[
n∑

i=1

(Xi − Z̄n+m)
2 +

n∑
j=1

(Yj − Z̄n+m)
2 −

n∑
i=1

(Xi − X̄n)
2 −

n∑
j=1

(Yj − Ȳn)
2

]

=
1

n+m− 1

[
n∑

i=1

(X2
i − 2XiZ̄n+m + Z̄2

n+m −X2
i + 2XiX̄n − X̄2

n) + · · ·

]
=

1

n+m− 1

[
−2nX̄nZ̄n+m + nZ̄2

n+m + 2nX̄2
n − nX̄2

n − 2mȲmZ̄n+m +mZ̄2
n+m + 2mȲ 2

n −mȲ 2
n

]
=

1

n+m− 1

[
−2Z̄n+m(nX̄n +mȲn) + (n+m)Z̄2

n+m + nX̄2
n +mȲ 2

n

]
=

1

n+m− 1

[
−2

(nX̄n +mȲn)
2

n+m
+

(nX̄n +mȲn)
2

n+m
+

(n+m)(nX̄2
n +mȲ 2

m)

n+m

]
=

1

(n+m)(n+m− 1)

[
−
(
n2X̄2

n + 2nmX̄nȲm +m2Ȳ 2
m

)
+ n2X̄2

n +mn(X̄2
n + Ȳ 2

m) +m2Ȳ 2
m

]
=

nm

(n+m)(n+m− 1)

[
−2X̄nȲm + X̄2

n + Ȳ 2
m

]
=

nm

(n+m)(n+m+ 1)

(
X̄n − Ȳm

)2
.

� 题目 14 顺序统计量：(−4,−2.1,−2.1,−0.1,−0.1, 0, 0, 1.2, 1.2, 2.01, 2.22, 3.2, 3.21),

样本 2
3
分位数：由 [np+ 1] = [29/3] = 9 可得分位数为 1.2,

样本极差：3.21− (−4) = 7.21.

� 题目 15 X ∼ P (λ)，由泊松分布可加性，
∑n

i=1 Xi ∼ P (nλ)，即 P {
∑n

i=1 Xi = k} =

(nλ)k

k!
e−nλ, k = 0, 1, · · ·，则

P

{
X̄ =

k

n

}
= P

{
1

n

n∑
i=1

Xi =
k

n

}
= P

{
n∑

i=1

Xi = k

}
=

(nλ)k

k!
e−nλ, k = 0, 1, · · · .

� 题目 16 X ∼ Γ (α, λ)，由 Γ 分布可加性，
∑n

i=1 Xi ∼ Γ (nα, λ)，

P{x̄ ≤ x} = P

{
1

n

n∑
i=1

Xi ≤ x

}
= P

{
n∑

i=1

Xi ≤ nx

}
=

∫ nx

0

λnα

Γ (nα)
tnα−1e−λtdt,
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求导，

fX̄(x) =

n λnα

Γ (nα)
(nx)nα−1e−nλx = (nλ)nα

Γ (nα)
xnα−1e−nλx, x > 0,

0, x ≤ 0,

即 X̄ ∼ Γ (nα, nλ)。

� 题目 17 由 Xi ∼ N(µ, σ2)，有 Xi−µ
σ

∼ N(0, 1)，则

Y =

∑n
i=1(Xi − µ)2

σ2
=

n∑
i=1

(
Xi − µ

σ

)2

∼ χ2(n).

� 题目 18 由 Xi ∼ N(0, 1)，有
∑m

i=1 Xi ∼ N(0,m),
∑n

i=m+1 Xi ∼ N(0, n−m)，故(∑m
i=1 Xi − 0√

m

)2

=
1

m

(
m∑
i=1

Xi

)2

∼ χ2(1),

(∑n
i=m+1 Xi − 0
√
n−m

)2

=
1

n−m

(
n∑

i=m+1

Xi

)2

∼ χ2(1),

由可加性，Y = 1
m
(
∑m

i=1 Xi)
2
+ 1

n−m

(∑n
i=m+1 Xi

)2 ∼ χ2(2)。

� 题目 19

(1) 由定理 6.7，9S2/σ2 ∼ χ2(9)，

P

{
0.3 <

S2

σ2
< 2.114

}
= P

{
2.7 <

9S2

σ2
< 19.026

}
,

又 χ2
0.975(9) = 2.7, χ2

0.025(9) = 19.023，故

P

{
0.3 <

S2

σ2
< 2.114

}
= 0.975− 0.025 = 0.95.

(2) 由 9S2/σ2 ∼ χ2(9), D(9S2/σ2) = 18，则 D(S2) = 2σ4/9。

� 题目 20

(1) 由 Xi ∼ N(0, σ2)，有

n∑
i=1

Xi ∼ N(0, nσ2),

(∑n
i=1 Xi − 0√

nσ

)2

=
1

σ2
· 1
n

(
n∑

i=1

Xi

)2

∼ χ2(1),

则

P{Yi ≤ y} = P

 1

n

(
n∑

i=1

Xi

)2

≤ y

 = P

 1

σ2
· 1
n

(
n∑

i=1

Xi

)2

≤ y

σ2

 =

∫ y

σ2

0

1√
2π

t−
1
2 e−

t
2 dt,

求导，

fY1(y) =


1
σ2 · 1√

2π

(
y
σ2

)−1/2
e−

y

2σ2 = 1√
2πσ

y−1/2e−
y

2σ2 , y > 0,

0, y ≤ 0.
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(2) 由 Xi ∼ N(0, σ2)，有

Xi − 0

σ
∼ N(0, 1),

n∑
i=1

(
Xi

σ

)2

=

∑n
i=1 X

2
i

σ2
∼ χ2(n),

则

P{Y2 ≤ y} = P

{
1

n

n∑
i=1

X2
i ≤ y

}
= P

{∑n
i X

2
i

σ2
≤ ny

σ2

}
=

∫ ny

σ2

0

1

2
n
2Γ (n

2
)
t
n
2
−1e−

t
2 dt,

求导，

fY2(y) =


n
σ2 · 1

2
n
2 Γ (n

2
)

(
ny
σ2

)n
2
−1

e−
ny

2σ2 = n
n
2

2
n
2 Γ (n

2
)
y

n
2
−1e−

ny

2σ2 , y > 0,

0, y ≤ 0.

� 题目 21 由 X ∼ t(n)，令 X = U√
V /n
，则 X2 = U2/1

V /n
，又 U2 ∼ χ2(1), V ∼ χ2(n)，故

X2 ∼ F (1, n)。

� 题目 22

(1) 由 Xi ∼ N(0, σ2)，有

n∑
i=1

Xi ∼ N(0, nσ2),
1√
n

n∑
i=1

Xi

σ
∼ N(0, 1),

n+m∑
i=n+1

(
Xi

σ

)2

∼ χ2(m),

又由独立性，则

Y1 =

√
m
∑n

i=1 Xi

√
n
√∑n+m

i=n+1 X
2
i

=

1√
n

∑n
i=1

Xi

σ√
1
m

∑n+m
i=n+1

(
Xi

σ

)2 ∼ t(m).

(2) 有
n∑

i=1

(
Xi

σ

)2

∼ χ2(n),
n+m∑
i=n+1

(
Xi

σ

)2

∼ χ2(m),

又由独立性，则

Y2 =
m
∑n

i=1 X
2
i

n
∑n+m

i=n+1 X
2
i

=
1
n

∑n
i=1(

Xi

σ
)2

1
m

∑n+m
i=n+1(

Xi

σ
)2

∼ F (n,m).

� 题目 23 由题意，Xn+1 ∼ N(µ, σ2), X̄ ∼ N
(
µ, σ

2

n

)
，由独立性，有

Xn+1 − X̄ ∼ N

(
0, (1 +

1

n
)σ2

)
,
Xn+1 − X̄√

1 + 1
n
σ

∼ N(0, 1),
(n− 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1),
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则

Y =
Xn+1 − X̄

S

√
n

n+ 1
=

Xn+1−X̄√
1+ 1

n
σ√

1
n
· (n−1)S2

σ2

∼ t(n− 1).

� 题目 24

F =
n2σ

2
2

∑n1

i=1(Xi − µ1)
2

n1σ2
1

∑n2

i=1(Yi − µ2)2
=

1
n1

∑n1

i=1(
Xi−µ1

σ1
)2

1
n2

∑n2

i=1(
Yi−µ2

σ2
)2

∼ F (n1, n2).

� 题目 25 Y = 2λ
∑n

i=1 Xi，令 Ti = 2λXi，先证 Ti ∼ χ2(2)。

fT (t) =

| 1
2λ
| · λe−λ· t

2λ = 1
2
e−

1
2
t, t ≥ 0,

0, t < 0,

故 Ti ∼ Exp(1/2)，即 Ti ∼ χ2(2)，又由独立性和可加性，得 Y = 2λ
∑n

i=1 Xi ∼ χ2(2n)。

� 题目 26 由 Xi ∼ N(0, σ2)，有 X1 +X2 ∼ N(0, 2σ2), X1 −X2 ∼ N(0, 2σ2)，则(
X1 +X2√

2σ

)2

∼ χ2(1),

(
X1 −X2√

2σ

)2

∼ χ2(1),

又 Cov(X1 +X2, X1 −X2) = D(X1)−D(X2) = 0，得 X1 +X2 与 X1 +X2 独立，故

Y =

(
X1 +X2

X1 −X2

)2

=
(X1+X2√

2σ
)2

(X1−X2√
2σ

)2
∼ F (1, 1).

� 题目 27 令 Z = −2 ln(Xi)，则有：

当 z ≤ 0 时，FZ(z) = P{−2 ln(Xi) ≤ Z} = 0；

当 z > 0 时，FZ(z) = P{−2 ln(Xi) ≤ Z} = P{Xi ≥ e−
1
2
z} = 1− e−

1
2
z，

即 Z ∼ Exp(1/2)，也即 Z ∼ χ2(2)，故

Y = −2
n∑

i=1

ln(Xi) ∼ χ2(2n).

7 第七章

� 题目 1

(1) 由 X ∼ Exp(λ)，易得 E(X) = 1/λ，则 X̄ = 1

λ̂
.λ̂ = 1

X̄
。

(2)

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫ 1

0

θxθdθ =
θ

θ + 1
,

则 X̄ = θ̂

θ̂+1
, θ̂ = X̄

1−X̄
。
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(3)

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)�dx =

∫ +∞

0

βk

(k − 1)!
xke−βxdx βx=y

=====
1

β(k − 1)!

∫ +∞

0

yke−ydy

=
Γ (k + 1)

β(k − 1)!
=

k!

β(k − 1)!
=

k

β
,

则 X̄ = k

β̂
, β̂ = k

X̄
。

(4)

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫ +∞

a

1

θ
xe−

x−a
θ dx

x−a
θ

=t
=====

∫ +∞

0

(θt+ a)e−tdt

= θΓ (2) + aΓ (1) = θ + a.

E(X2) =

∫ +∞

−∞
x2f(x)dx =

∫ +∞

a

1

θ
x2e−

x−a
θ dx

x−a
θ

=t
=====

∫ +∞

a

(θt+ a)2e−tdt

= θ2Γ (3) + 2aθΓ (2) + a2Γ (1) = 2θ2 + 2aθ + a2.E(X) = â+ θ̂ = X̄,

E(X2) = 2θ̂2 + 2âθ̂ + â2 = 1
n

∑n
i=1 X

2
i

⇒

θ̂ =
√

1
n

∑n
i=1(Xi − X̄)2 =

√
B2,

â = X̄ −
√
B2.

(5) 由 X ∼ B(m, p)，易得 E(X) = mp，则 X̄ = mp̂, p̂ = X̄
m
。

� 题目 2

(1)

L(λ) =
n∏

i=1

f(xi;λ) = λne−λ
∑n

i=1 xi , xi > 0,

lnL(λ) = n lnλ− λ
n∑

i=1

xi,

令
d lnL(λ)

dλ =
n

λ
−

n∑
i=1

xi = 0,⇒ λ̂ =
1

X̄
.

(2)

L(θ) =
n∏

i=1

f(xi; θ) = θn(
n∏

i=1

xi)
θ−1, 0 < xi < 1,

lnL(θ) = n ln θ + (θ − 1)
n∑

i=1

lnxi,

令
d lnL(θ)

dθ =
n

θ
+

n∑
i=1

lnxi = 0,⇒ θ̂ = − n∑n
i=1 lnXi

.
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(3)

L(β) =
n∏

i=1

f(xi; β) =

[
βk

(k − 1)!

]n( n∏
i=1

xi

)k−1

e−β
∑n

i=1 xi , xi > 0,

lnL(β) = n ln βk

(k − 1)!
+ (k − 1)

n∑
i=1

lnxi − β
n∑

i=1

xi,

令
d lnL(β)

dβ =
n

βk
· kβk−1 −

n∑
i=1

xi = 0,⇒ β̂ =
k

X̄
.

(4)

L(θ, a) =
n∏

i=1

f(xi; θ, a) =
1

θn
e−

∑n
i=1 xi−na

θ , xi ≥ a,

lnL(θ, a) = −
∑n

i=1 xi − na

θ
− n ln θ,

令


d lnL(θ,a)

dθ =
∑n

i=1 xi−na

θ2
− n

θ
= 0,

d lnL(θ,a)
da = n

θ
= 0,

⇒

θ̂ = X̄ −X(1),

â = min{X1, X2, · · · , Xn} = X(1).

(5)

L(p) =
n∏

i=1

f(xi; p) =

(
n∏

i=1

Cxi
m

)
p
∑n

i=1 xi(1− p)nm−
∑n

i=1 xi ,

lnL(p) =
n∑

i=1

xi ln p+ (nm−
n∑

i=1

xi) ln(1− p),

令
d lnL(p)

dp =

∑n
i=1 xi

p
− nm−

∑n
i=1 xi

1− p
= 0,⇒ p̂ =

X̄

m
.

� 题目 3 由 X ∼ Ge(p)，可得

L(p) =
n∏

i=1

f(xi; p) = (1− p)
∑n

i=1 xi−npn,

lnL(p) =

(
n∑

i=1

xi − n

)
ln(1− p) + n ln p,

令
d lnL(p)

dp =
n−

∑n
i=1 xi

1− p
+

n

P
= 0,⇒ p̂ =

1

X̄
.

� 题目 4 通过计算可得 x̄ = 74.002, s2 = 0.000007,
∑8

i=1 x
2
i = 43810.36808，则 µ̂ = x̄ =

74.002, σ̂2 = 1
8

∑8
i=1 x

2
i − x̄2 = 0.000006。

� 题目 5 由 X ∼ U(a, b)，有 E(X) = a+b
2
, D(X) = (b−a)2

12
。E(X) = a+b

2
= X̄,

D(X) = (b−a)2

12
= S2,

⇒

â = X̄ −
√

3(n−1)
n

S,

b̂ = X̄ +
√

3(n−1)
n

S.
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通过计算可得 x̄ = 11.2, s = 0.69857，代入得 â = 10.0955, b̂ = 12.3045。

L(a, b) =
n∏

i=1

f(xi; a, b) =
1

(b− a)n
, a ≤ xi ≤ b,

易见，当 a = min{X1, · · · , Xn} = X(1), b = max{X1, · · · , Xn} = X(n) 时，L(a, b) 取最

大值，则 âL = x(1) = 10.3, b̂L = x(n) = 12.2。

� 题目 6

(1)

f(x; β) =

βx−β−1, x > 1,

0, x ≤ 1,

E(X) =

∫ +∞

1

βx−βdx =
β

β − 1
.

令E(X) = X̄，得β̂ =
X̄

X̄ − 1
.

(2)

f(x;α) =


2α2

x3 , x > α,

0, x ≤ α,

L(α) =
n∏

i=1

f(x;α) =
2nα2n

(
∏n

i=1 xi)3
, xi > α,

易见，当α = min{X1, · · · , Xn} = X(1)时，L(α)取最大值，故α̂ = X(1).

� 题目 7
E(X) = −1× θ + 0× θ

2
+ 1× θ

2
+ 2× (1− 2θ) = 2− 9

2
θ,

x̄ = −1× 3

16
+ 0× 2

16
+ 1× 5

16
+ 2× 6

16
=

7

8
，得θ̂ =

1

4
.

L(θ) = θ3 · (θ
2
)2 · (θ

2
)5 · (1− 2θ)6 =

1

27
θ10(1− 2θ)6,

lnL(θ) = 10 ln θ + 6 ln(1− 2θ)− 7 ln 2,

令
d ln(θ)

dθ =
10

θ
− 12

1− 2θ
= 0,⇒ θ̂L =

5

16
.
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� 题目 8

E(µ̂1) =
1

3
µ+

1

3
µ+

1

3
µ = µ,E(µ̂2) =

1

3
µ+

2

5
µ+

2

5
µ = µ,E(µ̂3) =

1

6
µ+

1

3
µ+

1

1
µ = µ,

故µ̂1, µ̂2, µ̂3均为µ的无偏估计量。

D(µ̂1) = (
1

3
)2D(X1) + (

1

3
)2D(X2) + (

1

3
)2D(X3) =

1

3
σ2,

D(µ̂2) =

[
(
1

5
)2 + (

2

5
)2 + (

2

5
)2
]
σ2 =

9

25
σ2, D(µ̂3) =

[
(
1

6
)2 + (

1

3
)2 + (

1

2
)2
]
σ2 =

7

18
σ2.

由于 D(µ̂1) < D(µ̂2) < D(µ̂3)，故 µ̂1 最有效。

� 题目 9

E(Xi+1 −Xi)
2 = D(Xi+1 −Xi) + [E(Xi+1 −Xi)]

2

= D(Xi+1) +D(Xi) + [E(Xi+1)− E(Xi)]
2 = σ2 + σ2 + 0 = 2σ2,

E

[
C

n−1∑
i=1

(Xi+1 −Xi)
2

]
= C

n−1∑
i=1

E(Xi+1 −Xi)
2 = 2C(n− 1)σ2，故C =

1

2(n− 1)
.

� 题目 10 由 X ∼ P (λ)，易得 E(X) = λ,D(X) = λ，又 E(X̄) = E(X), E(S2) = D(X)，

故

E[αX̄ + (1− α)S2] = αE(X̄) + (1− α)E(S2) = αλ+ (1− α)λ = λ.

即对任何值 α ∈ [0, 1], αX̄ + (1− α)S2 都是 λ 的无偏估计量。

� 题目 11

(1) 设 X ∼ B(n, p)，易得 E(X) = np,D(X) = np(1− p)，

E(X2) = D(X) + [E(X)]2 = np(1− p) + n2p2,⇒ p2 =
E(X2)− E(X)

n(n− 1)
.

易见 n ̸= 1，故题中 X ∼ B(1, p) 时，p2 不存在无偏估计量。

(2) 由 E(X) = p,D(X) = p(1−p) = p−p2, E(X)−D(X) = p2，通过配凑可得 X̄−S2

为 p2 的一个无偏估计量。（答案不唯一）

� 题目 12

(1) 2X̄：由 X ∼ U(0, θ)，可得 E(X̄) = θ
2
, D(X̄) = (b−a)2

12n
，由切比雪夫不等式有

lim
n→∞

P{|2X̄ − θ| < ε} = lim
n→∞

P

{∣∣∣∣X̄ − θ

2

∣∣∣∣ < ε

2

}
≥ lim

n→∞

[
1−

(b−a)2

12n(
ε
2

)2
]
= 1,
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故 2X̄ 是 θ 的相合估计量。

E(2X̄−θ)2 = D(2X̄−θ)+[E(2X̄−θ)]2 = 4D(X̄)+[2E(X̄)−θ]2 = 4· θ2

12n
+0 =

θ2

3n
,

则 limn→∞ E(2X̄ − θ)2 = 0，故 2X̄ 是 θ 的均方相合估计量。

(2) X(n)：首先得到 X(n) 的概率密度函数 f(n)(x)(教材例 7.17).

F(n)(x) = [F (x)]n, f(n)(x) =
[
F(n)(x)

]′
= n[F (x)]n−1f(x) =


nxn−1

θn
, 0 ≤ x ≤ θ,

0, 其他.

则有

E(X(n)) =

∫ θ

0

nxn

θn
dx =

n

n+ 1
θ, E(X2

(n)) =

∫ θ

0

nxn+1

θn
dx =

nθ2

n+ 2
,

D(X(n)) = E(X2
(n))− [E(X(n))]

2 =
nθ2

n+ 2
−
(

n

n+ 1
θ

)2

=
nθ2

(n+ 2)(n+ 1)2
,

D

(
n

n+ 1
X(n)

)
=

n3

(n+ 2)(n+ 1)4
θ2，由切比雪夫不等式

lim
n→∞

P{|X(n) − θ| < ε} = lim
n→∞

P

{∣∣∣∣ n

n+ 1
X(n) −

n

n+ 1
θ

∣∣∣∣ < nε

n+ 1

}
≥ lim

n→∞

[
1−

n3

(n+2)(n+1)4
θ2(

nε
n+1

)2
]
= 1.

故 X(n) 是 θ 的相合估计量。

E(X(n) − θ)2 = D(X(n)) + [E(X(n))− θ]2 =
2

(n+ 2)(n+ 1)
θ,

则 limn→∞ E(X(n) − θ)2 = 0，故 X(n) 是 θ 的均方相合估计量。

� 题目 13 由题意，limn→∞[E(θ̂)− θ] = 0，则

lim
n→∞

P{|θ̂ − θ| < ε} = lim
n→∞

P{|θ̂ − E(θ̂)| < ε} ≥ lim
n→∞

(
1− D(θ̂)

ε2

)
= 1,

故 θ̂ 是 θ 的相合估计量。

lim
n→∞

E(θ̂ − θ)2 = lim
n→∞

{[E(θ̂)− θ]2 +D(θ̂)} = 0,

故 θ̂ 是 θ 的均方相合估计量。

� 题目 14 计算得 x̄ = 1034.1667，由习题 6 第 25 题结论，2nλX̄ ∼ χ2(2n)。
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(1) n = 12, α = 0.1，查表得 χ2
0.95(24) = 13.848, χ2

0.05(24) = 36.415, 算得

χ2
0.95(24)

2nx̄
=

13.848

24× 1034.1667
= 0.0005579,

χ2
0.05(24)

2nx̄
=

36.415

24× 1034.1667
= 0.001467,

故 λ 的置信度为 0.9 的置信区间为 (0.0005579, 0.001467)。

由于 µ = E(X) = 1/λ，得 µ 的置信度为 0.9 的置信区间为(
2nx̄

χ2
0.05 (24)

,
2nx̄

χ2
0.95 (24)

)
= (681.58, 1792.4359).

(2) 查表得 χ2
0.1(24) = 33.196, χ2

0.9(24) = 15.659，则 µ 的置信度为 0.9 的置信下限与

置信上限分别为

µ̂1 =
2nx̄

χ2
0.1(24)

= 747.6804, µ̂2 =
2nx̄

χ2
0.9(24)

= 1585.0310.

� 题目 15 （大样本的区间估计）由题意，Xi ∼ B(1, p), (i = 1, 2, · · · , 105), x̄ = p = 4
7
, α =

0.05，查表得 uα
2
= 1.96，则命中率的置信度为 0.95 的置信区间为(

x̄− uα
2

√
x̄(1− x̄)

105
, x̄+ uα

2

√
x̄(1− x̄)

105

)
= (0.4759, 0.6619).

� 题目 16 由中心极限定理，

P{λ̂1 < λ < λ̂2} = P

{
|λ̂− λ|√

λ/n
≤ uα

}
≈ 1√

2π

∫ uα

−uα

e−
u2

2 du = 1− α,

则 λ̂1, λ̂2 为下面二次方程的根

λ2 +

(
2X̄ +

1

n
u2

α
2

)
λ+ X̄2 = 0,

解方程得参数 λ 的置信度近似为 1− α 的置信区间为(
X̄ +

uα
2

2n

(
uα

2
−
√
4nX̄ + u2

α
2

)
, X̄ +

u2
α
2

2n

(
uα

2
+
√
4nX̄ + u2

α
2

))
.

� 题目 17 由题意，µ 的置信度为 1− α 的置信区间为
(
X̄ − σ√

n
uα

2
, X̄ + σ√

n
uα

2

)
，区间长

度为 2σ√
n
uα

2
≤ L,⇒ n ⩾

(
2σ
L
u 2

2

)2
。

� 题目 18 计算得 n = 5, x̄ = 21.4, s = 0.86, α = 0.05。

(1) 查表得 uα
2
= 1.96，则 µ 的置信度为 0.95 的置信区间为(

x̄− σ√
n
uα

2
, x̄+

σ√
n
uα

2

)
= (21.14, 21.66).
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(2) 查表得 tα
2
(4) = 2.7764，则 µ 的置信度为 0.95 的置信区间为(

x̄− s√
n
tα

2
(n− 1), x̄+

s√
n
tα

2
(n− 1)

)
= (20.33, 22.47).

(3) 查表得 tα(4) = 2.1318，则 µ 的置信度为 0.95 的置信上限和置信下限分别为

x̄+
s√
n
tα(n− 1) = 22.22, x̄− s√

n
tα(n− 1) = 20.58.

� 题目 19 计算得 n = 6, x̄ = 29.98, s2 = 0.0697, α = 0.05。

(1) 查表得 χ2
α
2
(6) = 14.449, χ2

1−α
2
(6) = 1.237，则 σ2 的置信度为 0.95 的置信区间为(∑n

i=1(xi − µ)2

χ2
s
2
(n)

,

∑n
i=1(xi − µ)2

χ2
1−α

2
(n)

)
= (0.0242, 0.2829).

(2) 查表得 χ2
α
2
(5) = 12.833, χ2

1−α
2
(5) = 0.831，则 σ2 的置信度为 0.95 的置信区间为(

(n− 1)s2

χ2
α
2
(n− 1)

,
(n− 1)s2

χ2
1−α

2
(n− 1)

)
= (0.0271, 0.4191).

� 题目 20 计算得 n = 10, x̄ = 576.4, s2 = 75.1556, α = 0.05，查表得 χ2
α
2
(9) = 19.023, χ2

1−α
2
(9) =

2.700, χ2
α(9) = 16919，则 σ 的置信度为 0.95 的置信区间为(√

(n− 1)s2

χ2
α
2
(n− 1)

,

√
(n− 1)s2

χ2
1−α

2
(n− 1)

)
= (5.9630, 15.8278),

置信下限为 √
(n− 1)s2

χ2
α(n− 1)

= 6.3229.

� 题目 21 n = 10, s2 = 2, α = 0.05，查表得 χ2
α
2
(9) = 19.023, χ2

1−α
2
(9) = 2.700，则 σ2 的

置信度为 0.95 的置信区间为(
(n− 1)s2

χ2
α
2
(n− 1)

,
(n− 1)s2

χ2
1−α

2
(n− 1)

)
= (0.9462, 6.6667).

由

D

(
X2

σ3

)
=

1

σ2
D

(
X2

σ2

)
=

1

σ2
D(χ2(1)) =

2

σ2
,

可知 D
(

X2

σ3

)
关于 σ2 单调减小，故其置信度为 0.95 的置信区间为(

2

σ2 ,
2

σ2

)
= (0.3000, 2.1137).
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� 题目 22 取枢轴量为

U =
(X̄ − Ȳ )− (µ1 − µ2)√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼ N(0, 1),

则 µ1 − µ2 的置信度为 1− α 的置信区间为(X̄ − Ȳ )− uα
2

√
σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

, (X̄ − Ȳ ) + uα
2

√
σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

 ,

置信度为 1− α 的置信上限和置信下限分别为

(X̄ − Ȳ ) + uα

√
σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

, (X̄ − Ȳ )− uα

√
σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

.

� 题目 23 计算得 n1 = 4, x̄ = 1.71, s21 = 8.25 × 10−6;n2 = 5, ȳ = 0.1392, s22 = 5.2 ×

10−6, α = 0.05, sw =
√

(n1−1)s21+(n2−1)s22
n1+n2−2

= 0.002551，查表得 tα
2
(7) = 2.3646，则 µ1 − µ2

的置信度为 0.95 的置信区间为(
x̄− ȳ − tα

2
(n1 + n2 − 2) · sw

√
1

n1

+
1

n2

, x̄− ȳ + tα
2
(n1 + n2 − 2) · sw

√
1

n1

+
1

n2

)
= (−0.0020, 0.0061).

� 题目 24 n1 = n2 = 100, x̄ = 1.71, s1 = 0.035; ȳ = 1.67, s2 = 0.038, α = 0.05。不妨假设

X ∼ N(µ1, σ
2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2)，由于本题中样本容量 n1 = n2 = 100 较大，且方差未知，

故考虑用样本方差代替总体方差，查表得 uα
2
= 1.96，则 µ1 − µ2 的置信度为 0.95 的置

信区间为 x̄− ȳ − uα
2

√
s21
n1

+
s22
n2

, x̄− ȳ + uα
2

√
s21
n1

+
s22
n2

 = (0.0299, 0.0501).

� 题目 25 取枢轴量为

F =

1

n1

∑n1

i=1 (Xi − µ1)
2

σ2
1

1

n2

∑n2

i=1 (Yi − µ2)
2

σ2
2

∼ F (n1, n2),

则 σ2
1/σ

2
2 的置信度为 1− α 的置信区间为(

1
n1

∑n1

i=1(Xi − µ1)
2

1
n2

∑n2

i=1(Yi − µ2)2
· 1

Fα
2
(n1, n2)

,
1
n1

∑n1

i=1(Xi − µ1)
2

1
n2

∑n2

i=1(Yi − µ2)2
· 1

F1−α
2
(n1, n2)

)
,
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置信度为 1− α 的置信上限和置信下限分别为

1
n1

∑n1

i=1(Xi − µ1)
2

1
n2

∑n2

i=1(Yi − µ2)2
· 1

F1−α(n1, n2)
,

1
n1

∑n1

i=1(Xi − µ1)
2

1
n2

∑n2

i=1(Yi − µ2)2
· 1

Fα(n1, n2)
.

� 题目 26 nA = nB = 10, s2A = 0.5419, s2B = 0.6065, α = 0.05，查表得 Fα
2
(9, 9) =

4.03, F1−α
2
(9, 9) = 1

4.03
, Fα(9, 9) = 3.18, F1−α(9, 9) =

1
3.18
，则 σ2

A/σ
2
B 的置信度为 0.95 的

置信区间为

(
s2A

s2BF
2
α
2
(nA − 1, nB − 1)

,
s2A

s2BF
2
1−α

2
(nA − 1, nB − 1)

) = (0.2217, 3.6008),

置信度为 0.95 的置信上限和置信下限分别为

s2A
s2BF

2
1−α(nA − 1, nB − 1)

= 2.8413,
s2A

s2BF
2
α(nA − 1, nB − 1)

= 0.2810.

� 题目 27 σ2
1 = σ2

2 = 25, α = 0.1，查表得 uα
2
= 1.65，易得置信区间长度

2uα
2

√
σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

=
33
√
2

2
· 1√

n
≤ 2,⇒ n ≥ 136.

8 第八章

� 题目 1

α = P{x̄ ≥ 0.5|µ = 0} = P

{
x̄− 0

1√
16

⩾ 0.5
1√
16

}
= 1− Φ(2) = 0.0228,

β = P{x̄ < 0.5|µ = 1} = P

{
x̄− 1

1√
16

<
0.5− 1

1√
16

}
= 1− Φ(2) = 0.0228.

� 题目 2 由题意，要检验假设

H0 : µ = 32.25, H1 : µ ̸= 32.25.

现在，n = 6, x̄ = 31.13, u =

√
n(x̄− µ)

σ
= −2.494,

对 α = 0.05，查表得 uα
2
= 1.96，由于 |u| = 2.494 > 1.96，故拒绝 H0；

对 α = 0.01，查表得 uα
2
= 2.58，由于 |u| = 2.494 < 2.58，故接受 H0。

综上所述，α = 0.05 时不认为这批零件的平均尺寸为 32.25mm，α = 0.01 时可以

认为这批零件的平均尺寸为 32.25mm。
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� 题目 3 由题意，要检验假设

H0 : µ = 4.55, H1 : µ ̸= 4.55.

现在，n = 10, x̄ = 4.417, s = 0.082334, t =

√
n(x̄− µ)

s
= −5.108,

对 α = 0.05，查表得 tα
2
(9) = 2.262，由于 |t| = 5.108 > 2.262，故拒绝 H0，即认为

总体均值有显著变化。

� 题目 4 由题意，要检验假设

H0 : σ = 0.1, H1 : σ ̸= 0.1 ⇔ H0 : σ
2 = 0.01, H1 : σ

2 ̸= 0.01.

现在，n = 5, x̄ = 9.976, s2 = 1.73× 10−3, χ2 =
(n− 1)s2

σ2
0

= 0.692,

对 α = 0.05，查表得 χ2
1−α

2
(4) = 0.484, χ2

α
2
(4) = 11.143，由于 0.484 < 0.692 < 11.143，

故接受 H0，即可以认为总体标准差为 0.1。

� 题目 5 由题意，要检验假设

H0 : σ = 0.048, H1 : σ ̸= 0.048 ⇔ H0 : σ
2 = 2.304× 10−3, H1 : σ

2 ̸= 2.304× 10−3.

现在，n = 5, x̄ = 1.414, s2 = 0.00778, χ2 =
(n− 1)s2

σ2
0

= 13.507,

对 α = 0.05，查表得 χ2
1−α

2
(4) = 0.484, χ2

α
2
(4) = 11.143，由于 χ2 = 13.507 > 11.143，

故拒绝 H0，即认为这一天纤度的总体标准差不正常。

� 题目 6 由题意，要检验假设

H0 : µ1 = µ2, H1 : µ1 ̸= µ2.

现在，n1 = 13, x̄ = 80.02, s21 = 5.744× 10−4;n2 = 8, ȳ = 79.98, s22 = 9.839× 10−4,

sw =

√
(n1 − 1)s21 + (n2 − 1)s22

n1 + n2 − 2
= 0.0269, t =

x̄− ȳ

sw
√

1
n1

+ 1
n2

= 3.3091,

对 α = 0.05，查表得 tα
2
(19) = 2.0930，由于 |t| = 3.3091 > 2.0930，故拒绝 H0，即

认为两种方法的总体均值不相等。

� 题目 7 由题意，要检验假设

H0 : µ1 = µ2, H1 : µ1 ̸= µ2.
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现在，n1 = 8, x̄ = 19.925;n2 = 7, ȳ = 20, u =
x̄− ȳ√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

= −0.267,

对 α = 0.05，查表得 uα
2
= 1.96，由于 |u| = 0.267 < 1.96，故接受 H0，即认为两

台机床加工的轴的平均直径无显著差异。

� 题目 8 由题意，要检验假设

H0 : σ
2
1 = σ2

2, H1 : σ
2
1 ̸= σ2

2.

现在，s2甲 = 0.0961, s2乙 = 0.0256, F =
s2甲
s2乙

= 3.7539,

对 α = 0.05，查表得 Fα
2
(7, 8) = 4.53, Fα

2
(8, 7) = 4.90, F1−α

2
(7, 8) = 1

Fα
2
(8,7)

= 0.204，

由于 0.204 < 3.7539 < 4.53，故接受 H0，即认为甲、乙两厂生产的零件的重量的方差

无显著区别。

� 题目 9 由题意，要检验假设

H0 : σ
2
1 = σ2

2, H1 : σ
2
1 ̸= σ2

2.

现在，n1 = n2 = 10, µ1 = 76,

∑n
i=1(xi − µ1)

2

n1

= 2.9921;µ2 = 79,

∑n
i=1(yi − µ2)

2

n2

= 2.0021,

F =

∑n1
i=1(xi−µ1)2

n1∑n2
i=1(yi−µ2)2

n2

= 1.4945,

对 α = 0.01，查表得 Fα
2
(10, 10) = 5.85, F1−α

2
(10, 10) = 1

Fα
2
(10,10)

= 0.17，由于

0.17 < 1.4945 < 5.85，故接受 H0，即认为两种方法的得率的方差无显著差异。

� 题目 10 设甲、乙两机床生产的滚珠直径分别满足 X ∼ N(µ1, σ
2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2)，原

问题即为检验假设 µ1 = µ2, σ
2
1 = σ2

2。

先检验假设

H0 : σ
2
1 = σ2

2, H1 : σ
2
1 ̸= σ2

2.

现在，n1 = 8, x̄ = 15.0125, s21 = 0.0955;n2 = 9, ȳ = 15, s22 = 0.0275, F =
s21
s22

= 3.473,

对 α = 0.05，查表得 Fα
2
(7, 8) = 4.53, Fα

2
(8, 7) = 4.90, F1−α

2
(7, 8) = 1

Fα
2
(8,7)

= 0.204，

由于 0.204 < 3.473 < 4.53，故接受 H0，即认为 σ2
1 = σ2

2。

再检验假设

H0 : µ1 = µ2, H1 : µ1 ̸= µ2.
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现在，sw =

√
(n1 − 1)s21 + (n2 − 1)s22

n1 + n2 − 2
= 0.2434, t =

x̄− ȳ

sw
√

1
n1

+ 1
n2

= 1.0569,

对 α = 0.05，查表得 tα
2
(15) = 2.1315，由于 |t| = 1.0569 < 2.1315，故接受 H0，即

认为 µ1 = µ2。

综上所述，可以认为两台机床产品的直径服从同一分布。

� 题目 11 由题意，要检验假设

H0 : µ ≥ 1000, H1 : µ < 1000.

现在，n = 25, x̄ = 950, σ = 100, u =

√
n(x̄− µ0)

σ
= −2.5,

对 α = 0.05，查表得 uα = 1.645，由于 u = −2.5 < −1.645 = −uα，故拒绝 H0，即

在显著性水平 α = 0.05 下认为这批元件不合格。

� 题目 12 由题意，要检验假设

H0 : µ ≥ 5.10, H1 : µ < 5.10.

现在，n = 20, x̄ = 5.21, s = 0.2203, t =

√
n(x̄− µ0)

s
= 2.233,

对 α = 0.05，查表得 tα(19) = 1.729，由于 t = 2.233 > −1.729 = −tα(19)，故接受

H0，即认为屈服点总体均值超过 5.10t/cm2。

� 题目 13 由题意，要检验假设

H0 : σ ≥ 0.005, H1 : σ < 0.005 ⇔ H0 : σ
2 ≥ 2.5× 10−5, H1 : σ

2 < 2.5× 10−5.

现在，n = 9, s2 = 4.9× 10−5, χ2 =
(n− 1)s2

σ2
0

= 15.68,

对 α = 0.05，查表得 χ2
α(8) = 15.507，由于 χ2 = 15.68 > 15.507，故接受 H0，即

在显著性水平 α = 0.05 下可以认为这批导线的标准差显著地偏大。

� 题目 14 由题意，要检验假设

H0 : µ1 − µ2 ≤ 2, H1 : µ1 − µ2 > 2.

现在，n1 = n2 = 12, x̄ = 5.25, s21 = 0.9318.s22 = 1,

sw =
(n1 − 1)s21 + (n2 − 1)s22

n1 + n2 − 2
= 0.9828, t =

x− y − 2

sw
√

1
n1

+ 1
n2

= 4.3616,
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对 α = 0.05，查表得 tα(22) = 1.717，由于 t = 4.3616 > 1.717，故拒绝 H0。

� 题目 15 由题意，要检验假设

H0 : σ
2
1 ≤ σ2

2, H1 : σ
2
1 > σ2

2.

现在，n1 = 6.s2甲 = 0.245;n2 = 9, s2乙 = 0.357, F =
s2甲
s2乙

= 0.6863,

对 α = 0.05，查表得 Fα(5, 8) = 3.69，由于 F = 0.6863 < 3.69，故接受 H0，即可

以认为甲机床加工的零件长度的方差小于乙机床。

� 题目 16 由题意，要检验假设

H0 : µ = 2.64, H1 : µ ̸= 2.64.

现在，n = 100, x̄ = 2.62, s = 0.06, t =

√
n(x̄− µ0)

s
= −3.333,

对 α = 0.01，查表得 ta
2
(99) = 2.626，由于 |t| = 3.333 > 2.626，故拒绝 H0，即可

以认为新工艺对此零件的电阻有显著影响。

� 题目 17 由题意，要检验假设

H0 : µ1 ≥ µ2, H1 : µ1 < µ2.

现在，n1 = 110, x̄1 = 2805, s1 = 120.41;n2 = 100, ȳ = 2680, s2 = 105.00,

考虑到样本容量较大，选取U =
X̄ − Ȳ√
s21
n1

+
s22
n2

近似∼ N(0, 1), u =
x̄− ȳ√
s21
n1

+
s22
n2

= 8.2061,

对 α = 0.05，查表得 uα = 1.645，由于 u = 8.2061 > −1.645 = −uα，故接受 H0，

即可以认为甲枪弹的平均速度比乙枪弹的平均速度显著地大。

� 题目 18 （非正态总体的大样本检验）由题意，X ∼ B(1, p)，要检验假设

H0 : p = 0.17, H1 : p ̸= 0.17.

现在，n = 400, x̄ =
56

400
= 0.14, σ0 =

√
0.17× (1− 0.17) = 0.3756, u =

√
n(x̄− p0)

σ0

= −1.5973,

对 α = 0.05，查表得 uα
2
= 1.96，由于 |u| = 1.5973 < 1.96，故接受 H0，即认为这

项新工艺没有显著地影响产品的质量。

� 题目 19 （非正态总体的小样本检验）由题意，X ∼ Exp(λ)，要检验假设

H0 :
1

λ
≥ 1500, H1 :

1

λ
< 1500 ⇔ H0 : λ ≤ 1

1500
, H1 : λ >

1

1500
.
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由于2nλX̄ = 2λ
n∑

i=1

Xi ∼ χ2(2n)，故选取χ2 = 2nλ0X̄.

现在，n = 10, x̄ = 1408.1, χ2 = 2× 10× 1

1500
× 1408.1 = 18.7747,

对 α = 0.05，查表得 χ2
1−α(20) = 10.851，由于 χ2 = 18.7747 > 10.851，故接受 H0，

即可以认为该设备的平均无故障运行时间超过 1500h。

� 题目 20 （成对数据的假设检验）令 Zi = Yi −Xi, i = 1, · · · , n，设 Z ∼ N(µ, σ2)，由

题意，要检验假设

H0 : µ = 0, H1 : µ ̸= 0.

现在，n = 15, z̄ = −6.833, s = 6.2845, t =

√
n(z − µ0)

s
= −4.211,

对 α = 0.05，查表得 tα
2
(14) = 2.145，由于 |t| = 4.211 > 2.145，故拒绝 H0，即在

检验水平 α = 0.05 下，可以认为该药有效。
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